ȷURNAL F�ZIQNIH DOSL�DȷEN^ t. 2, ˝ 3 (1998) s. 283–289

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 2, No. 3 (1998) p. 283–289

PRO KAL�BRUVAL^N� PERETVORENN˚ U KLASIQN�` MEHAN�C�

V. ¨. Tretfflk ¨nstitut f˛ziki kondensovanih sistem NAN UkraÝni, vul. Sv‚nc˛c~kogo, 1, L~v˛v, 290011, UkraÝna (Otrimano 3 listopada 1997 r.; v ostatoqnomu viglffld˛ 26 travnffl 1998 r.)

Dlffl klasiqnoÝ mehan˛qnoÝ sistemi z n stupenfflmi v˛l~nosti zaproponovano pravilo pobudovi laİranı˛fflna, wo zabezpequ‚ kal˛bruval~nu ˛nvar˛fflntn˛st~ v˛dnosno dov˛l~noÝ grupi L˛. Klqov˛ slova: kal˛bruval~na ˛nvar˛fflntn˛st~, laİranıeva mehan˛ka, kvaz˛koordinati.

PACS number(s): 03.20.+i; 11.15.–q; 11.30.–j

I. VSTUP

Kal˛bruval~na teor˛ffl polffl ‚ nar˛ınim kamenem s~ogoqasnoÝ teoretiqnoÝ f˛ziki. Zagal~nopriȷnffltim ‚ ufflvlennffl, wo vs˛ fundamental~n˛ vza‚mod˛Ý zumovlen˛ kal˛bruval~no ˛nvar˛fflntn˛st v˛dnosno pevnih grup (U (1) u vipadku elektrodinam˛ki, U (1) × SU (2) dlffl ob’‚dnanoÝ teor˛Ý elektroslabkoÝ vza‚mod˛Ý, SU (3) dlffl sil~noÝ vza‚mod˛Ý). Vraıaq˛ usp˛hi, dosfflgnut˛ v ostann˛ desffltil˛ttffl na xlfflhu un˛f˛kovanogo opisu vs˛h v˛domih vza‚mod˛ȷ, znaqno m˛ro zumovlen˛ vinffltkovo netriv˛ffll~n˛st ˛ gnuqk˛st v˛dpov˛dnogo matematiqnogo aparatu ta glibokim vza‚moproniknennfflm qisto matematiqnih ˛ f˛ziqnih koncepc˛ȷ. Tomu dosl˛dıennffl struktur, pov’fflzanih z r˛znimi aspektami kal˛bruval~noÝ ˛nvar˛fflntnosti, stanovit~ aktual~nu problemu fflk z oglffldu opracvannffl zagal~nih formal~nih metod˛v, tak ˛ dlffl l˛pxogo rozum˛nnffl Ýhn~ogo f˛ziqnogo statusu.

U klasiqn˛ȷ teor˛Ý polffl dobre oprac~ovano standartniȷ spos˛b dosfflgnennffl ˛nvar˛fflntnosti v˛dnosno lokal~nih peretvoren~, dlffl fflkih ˛nf˛n˛tezimal~n˛ parametri ‚ funkc˛fflmi toqki bazi M voloknistoÝ v’fflzki (fiber bundle) π : E → M (zviqaȷno tako bazo sluıit~ prost˛r M˛nkovs~kogo M = M_4 ) [1– 3]. Nehaȷ perer˛zi v’fflzki π opisut~sffl funkc˛fflmi φ^A(x), x ∈ M, A = 1, . . . , k = dim E − dim M, a dinam˛ka v˛dpov˛dnoÝ f˛ziqnoÝ sistemi — gustino laİranı˛fflna L(φ^A(x), ∂_μφ^A(x)), ∂_μ ≡ ∂/∂x^μ, μ = 1, . . ., dim M, ˛nvar˛fflntno v˛dnosno r–parametriqnoÝ grupi L˛ G_r, fflka d˛‚ na polffl φ^A(x) l˛n˛ȷnim qinom: φ^A(x) → φ^A(x) + ϵ^α(T_α)^A_Bφ^B (x), α = 1, . . ., r. (1.1)

Tut ϵ^α — ˛nf˛n˛tezimal~n˛ d˛ȷsn˛ parametri, T_α — matric˛ k–vim˛rnogo zobraıennffl (moılivo, zv˛dnogo) algebri L˛ grupi G_r, fflk˛ zadovol~nfflt~ komutac˛ȷn˛ sp˛vv˛dnoxennffl [T_α, T_β] = c^γ_{αβ}T_γ , α, β, γ = 1, . . . , r, (1.2) z˛ strukturnimi konstantami c^γ_{αβ}. Za ˛ndeksami, wo povtort~sffl, rozum˛t~ p˛dsumovuvannffl.

¨nvar˛fflntnosti v˛dnosno lokal~nih (abo kal˛bruval~nih) peretvoren~ ˛z zam˛no v (1.1) parametr˛v ϵ^α dov˛l~nimi funkc˛fflmi ϵ^α(x) dosfflgat~ uvedennfflm kal˛bruval~nih pol˛v A^α_μ (x) ta perehodom v˛d L(φ^A(x), ∂_μφ^A(x)) do

L_g = L(φ^A(x), D_μφ^A(x)) − 1 4 G^α_{μν}G^{μν}_α , (1.3)

de kovar˛fflntna poh˛dna D_μ oznaqena sp˛vv˛dnoxennfflm

D_μφ^A(x) ≡ ∂_μφ^A(x) − g(T_α)^A_B A^α_μ (x)φ^B(x); (1.4)

G^α_{μν} ≡ ∂_μA^α_ν − ∂_ν A^α_μ − gc^γ_{αβ}A^β_μA^γ_ν (1.5)

˛ g — dov˛l~na stala. Transformac˛ȷn˛ vlastivost˛ kal˛bruval~nih pol˛v A^α_μ (x) postult~ u viglffld˛

A^α_μ (x) → A^α_μ (x) + ϵ^γ (x)c^α_{γβ} A^β_μ(x) + g^{−1}∂_μϵ^α(x). (1.6)

C˛kavo rozglfflnuti analog˛qnu problemu v ramkah klasiqnoÝ mehan˛ki. Tut bazoviȷ mnogovid M = R odnovim˛rniȷ, wo znaqno sprowu‚ situac˛, dozvolfflqi “pro˛nteİruvati” sp˛vv˛dnoxennffl (1.6), pozbuvaqis~ qlena z ∂_μϵ^α(x). Porffld z tim u c~omu vipadku por˛vnfflno legko rozglfflnuti dov˛l~nu d˛ grupi G_r u total~nomu prostor˛ E v’fflzki π, vklqaqi (ne obov’fflzkovo l˛n˛ȷn˛) peretvorennffl, wo d˛t~ na baz˛ ȷ nav˛t~ perem˛xut~ bazu ˛ xari. Zauvaıimo, wo v teor˛Ý polffl rozglffld fflk kal˛bruval~noÝ grupi peretvoren~ bazi — konkretno grupi Puankare — neobh˛dniȷ element pobudovi kal˛bruval~noÝ teor˛Ý tfflı˛nnffl [4].

II. UMOVI KAL¨BRUVAL^NOÕ ¨NVAR¨NTNOSTI

Rozglfflnemo laİranıevu dinam˛qnu sistemu (π, L, G_r), de:

π : E → R — (triv˛ffll~na) voloknista v’fflzka, perer˛zi fflkoÝ opisut~ ruhi c˛‚Ý sistemi;

L : J^1π → R — funkc˛ffl Laİranıa, zadana na 1– dıet˛ J^1π v’fflzki π;

G_r — grupa simetr˛Ý sistemi.

Nehaȷ (t, x^i), i = 1, . . . , dim E − 1, — lokal~n˛ koordinati v E; (t, x^i, ẋ^i) — koordinati v J^1π, tak wo lokal~no L = L(t, x, ẋ), a d˛ffl grupi G_r v E ma‚ viglffld (˛nf˛n˛tezimal~no) t → t + ϵ^αη_α(t, x) + o(ϵ), x^i → x^i + ϵ^αζ^i_α(t, x) + o(ϵ); α = 1, . . ., r. (2.1) (div. [5–7]). Vektorn˛ polffl na E

X_α = η_α ∂ ∂t + ζ^i_α ∂ ∂x^i (2.2)

zadovol~nfflt~ komutac˛ȷn˛ sp˛vv˛dnoxennffl algebri L˛ grupi G_r,

[X_α, X_β] = c^γ_{αβ}X_γ . (2.3)

Ce oznaqa‚, wo funkc˛Ý η_α, ζ^i_α zadovol~nfflt~ sistemu r˛vnffln~ X_αη_β − X_βη_α = c^γ_{αβ}η_γ , X_αζ^i_β − X_βζ^i_α = c^γ_{αβ}ζ^i_γ . (2.4)

Navpaki, koıen rozv’fflzok c˛‚Ý sistemi da‚ zmogu pobuduvati sk˛nqenne peretvorennffl t → t^′(t, x, ϵ) ≡ exp(ϵ^αX_α)t, (2.5) x^i → x^{i′}(t, x, ϵ) ≡ exp(ϵ^αX_α)x^i, fflke dlffl malih ϵ matime viglffld (2.1) [7, 8].

Vektorn˛ polffl X_α moına standartnim qinom prodovıiti na J^1π:

X_α = X_α + (Dζ^i_α − v^iDη_α) ∂ ∂v^i , (2.6)

de v^i ≡ ẋ^i ta D ≡ d dt = ∂ ∂t + v^i ∂ ∂x^i . (2.7)

Polffl X_α zadovol~nfflt~ t˛ ı komutac˛ȷn˛ sp˛vv˛dnoxennffl, wo ȷ X_α. Umovi simetr˛Ý laİranıevogo opisu v˛dnosno grupi G_r viraıat~sffl sistemo diferenc˛ȷnih r˛vnffln~ perxogo porffldku na funkc˛ Laİranıa L [6, 8]:

X_αL + LDη_α = 0. (2.8) kwo teper uvaıati, wo parametri ϵ^α v peretvorennfflh (2.1) zaleıat~ v˛d t, ϵ^α = ϵ^α(t), to umov (2.8) uıe ne dosit~ dlffl zabezpeqennffl ˛nvar˛fflntnosti laİranıevogo opisu: virazi, wo viznaqat~ zm˛nu formi Ldt, budut~ u c~omu vipadku porffld z ϵ^α(t) m˛stiti qleni, proporc˛ȷn˛ do ϵ̇^α = dϵ^α/dt. Prir˛vnvannffl ostann˛h do nulffl dast~ dodatkov˛ sp˛vv˛dnoxennffl vidu

Y_αL + Lη_α = 0, (2.9) de Y_α = (ζ^i_α − v^iη_α) ∂ ∂v^i . (2.10)

III. ROZV’ZOK UMOV ¨NVAR¨NTNOSTI

Sprobuȷmo zadovol~niti r dodatkovih sp˛vv˛dnoxen~ (2.9) uvedennfflm u laİranı˛ffln r novih zm˛nnih λ^α, α = 1, . . ., r. Takim qinom, zam˛st~ π : E → R mi rozglfflda‚mo v’fflzku π^′ : E^′ → R z dim E^′ = dim E + r, zam˛st~ L — laİranı˛ffln L^′ : J^1π^′ → R, zadaniȷ na 1– dıet˛ v’fflzki π^′. kwo (t, x^i, λ^α) — lokal~n˛ koordinati v E^′, to (t, x^i, v^i, λ^α, λ̇^α) poznaqatimut~ lokal~n˛ koordinati v J^1π^′; ˛ d˛ffl grupi G_r v E^′ viznaqatimet~sffl porffld z formulami (2.1) we ȷ transformac˛ȷnimi vlastivostfflmi zm˛nnih λ^α: λ^α → λ^α + ϵ^βσ^α_β (t, x, λ) + o(ϵ), (3.1) de σ^α_β (t, x, λ) — defflk˛ funkc˛Ý, wo budut~ viznaqen˛ niıqe.

Bazu algebri L˛ grupi G_r u modul˛ vektornih pol˛v na E^′ zadavatimut~ polffl

X^′_α = X_α + σ^α_β ∂ ∂λ^β . (3.2)

Priȷnfflvxi, wo

σ^α_β (t, x, λ) = σ^α_β (λ), (3.3)

otrima‚mo, wo dlffl vikonannffl komutac˛ȷnih sp˛vv˛dnoxen~ (2.3) dlffl pol˛v X^′_α c˛ funkc˛Ý povinn˛ zadovol~nfflti sp˛vv˛dnoxennffl

σ^γ_α ∂σ^δ_β ∂λ^γ − σ^γ_β ∂σ^δ_α ∂λ^γ = c^γ_{αβ}σ^δ_γ . (3.4)

Prodovıennffl pol˛v X^′_α na J^1π^′ da‚ vektorn˛ polffl

X^′_α = X_α + σ^β_α ∂ ∂λ^β + (Dσ^β_α − λ̇^β Dη_α) ∂ ∂λ̇^β , (3.5)

˛ umovi ˛nvar˛fflntnosti nabudut~ viglffldu

X^′_αL^′ + L^′Dη_α = 0, (3.6)

Y^′_αL^′ + L^′η_α = 0, (3.7) de Y^′_α ≡ Y_α + (σ^α_β − λ̇^βη_α) ∂ ∂λ̇^β . (3.8)

Rozglfflnemo r˛vnfflnnffl (3.7):

(ζ^i_α − v^iη_α) ∂L^′ ∂v^i + (σ^α_β − λ̇^β η_α) ∂L^′ ∂λ̇^β + L^′η_α = 0. (3.9)

Pripustimo, wo matricffl σ̂ = ‖σ^α_β ‖ nevirodıena,

det‖σ^α_β ‖ ≠ 0, (3.10)

˛ vvedemo obernenu do neÝ matric ‖κ^α_β ‖:

σ^α_γ κ^γ_β = δ^α_β . (3.11)

P˛dstavlfflnnffl

L^′ = (1 − η_ακ^α_βλ̇^β )F (3.12)

privodit~ (3.9) do odnor˛dnoÝ sistemi r˛vnffln~ dlffl funkc˛Ý F :

(ζ^i_α − v^iη_α) ∂F ∂v^i + (σ^α_β − λ̇^β η_α) ∂F ∂λ̇^β = 0. (3.13)

Cffl sistema r r˛vnffln~ dlffl funkc˛Ý F v˛d 1+2(dimE+r) arİument˛v ma‚ 1 + 2 dim E + r perxih ˛nteİral˛v [9], fflkimi ‚ t, x^i, λ^α (bo za nimi nema‚ poh˛dnih) ˛ “kovar˛fflntn˛ poh˛dn˛” v˛d koordinat

V^i = v^i − ζ^i_ακ^α_βλ̇^β 1 − η_ακ^α_βλ̇^β . (3.14)

Koli vvesti poznaqennffl

ω^α ≡ κ^α_βλ̇^β , (3.15)

f ≡ 1 − η_αω^α, (3.16)

to formula dlffl V^i nabude viglffldu

V^i = f^{−1}(v^i − ζ^i_αω^α), (3.17)

˛ zagal~niȷ rozv’fflzok sistemi (3.9) moına podati fflk

L^′ = fF (t, x^i, V^i, λ^α), (3.18)

de F — dov˛l~na funkc˛ffl vkazanih arİument˛v.

Teper sl˛d p˛dstaviti viraz (3.18) u r˛vnfflnnffl (3.6). Ale poperedn~o varto rozrahuvati d˛ X^′_α na veliqini ω^α i f.

Z oznaqennffl (3.15) ma‚mo

X^′_αω^β = κ^β_γ (Dσ^γ_α − λ̇^γ Dη_α) + λ̇^γ X^′_ακ^β_γ = λ̇^γ ( κ^β_δ ∂σ^δ_α ∂λ^γ + σ^δ_α ∂κ^β_γ ∂λ^δ ) − ω^β Dη_α. (3.19)

Za dopomogo (3.4) ˛ (3.11) moına vivesti formulu

κ^β_δ ∂σ^δ_α ∂λ^γ + σ^δ_α ∂κ^β_γ ∂λ^δ = −s^β_{αδ}κ^δ_γ , (3.20)

tak wo otrimu‚mo

X^′_αω^β = s^β_{γα}ω^γ − ω^βDη_α. (3.21)

Vrahovuqi (3.21), ma‚mo

X^′_αf = −ω^β (X_αη_β − c^γ_{αβ}η_γ ) + η_βω^β Dη_α, (3.22)

abo, beruqi do uvagi perxu z formul (2.4),

X^′_αf = −ω^β (ζ^i_β − v^iη_β) ∂η_α ∂x^i , (3.23)

wo za dopomogo oznaqennffl (3.14) kovar˛fflntnoÝ poh˛dnoÝ V^i moına podati u viglffld˛

X^′_αf = f(V^i − v^i) ∂η_α ∂x^i = f(D − D)η_α, (3.24)

de D — “kovar˛fflntna poh˛dna za qasom”, D ≡ ∂ ∂t + V^i ∂ ∂x^i . (3.25)

Rezul~tat (3.24) pokazu‚, wo p˛dstavlfflnnffl (3.18) u r˛vnfflnnffl (3.6) privede do sp˛vv˛dnoxennffl

X^′_αF + F Dη_α = 0. (3.26)

Bezposeredn˛m rozrahunkom z vikoristannfflm formul (3.24), (3.21) ˛ (3.4) otrimu‚mo

X^′_αV^i = Dζ^i_α − V^iDη_α. (3.27)

Tomu r˛vnfflnnffl (3.26) nabude viglffldu

η_α ∂F ∂t + ζ^i_α ∂F ∂x^i + (Dζ^i_α − V^iDη_α)ζ^i_α ∂F ∂V^i (3.28) +σ^β_α ∂F ∂λ^β + F Dη_α = 0.

Pri ∂F /∂λ^α = 0 ce r˛vnfflnnffl v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d (2.8) t˛l~ki zam˛no xvidkosteȷ v^i na kovar˛fflntn˛ poh˛dn˛ V^i. Takim qinom, moına poklasti

F = L(t, x^i, V^i), (3.29)

de L(t, x^i, v^i) — funkc˛ffl Laİranıa vih˛dnoÝ sistemi, wo zadovol~nffl‚ umovi ˛nvar˛fflntnosti v˛dnosno grupi G_r. Zaznaqimo, wo zaleın˛st~ v˛d λ^α u funkc˛Ý F vifflvlffl‚t~sffl lixe qerez poserednictvo “kovar˛fflntnoÝ poh˛dnoÝ” V^i.

Otıe, recept dosfflgnennffl kal˛bruval~noÝ ˛nvar˛- fflntnosti v˛dnosno grupi G_r moına sformulvati tak: u laİranı˛ffln˛, wo zabezpequ‚ ˛nvar˛fflntn˛st~ v˛dnosno grupi (İlobal~nih) peretvoren~ G_r , sl˛d zam˛niti xvidkost˛ v^i na kovar˛fflntn˛ poh˛dn˛ V^i ta domnoıiti rezul~tat na faktor f:

L^′ = fL(t, x^i, V^i). (3.30)

kwo grupa G_r d˛‚ triv˛ffll~no na baz˛ R v’fflzki π (η_α = 0), to f = 1.

IV. KAL¨BRUVAL^N¨ ZM¨NN¨ TA KVAZ¨KOORDINATI

Rozglfflnemo zm˛st uvedenih dodatkovih zm˛nnih λ^α. Dlffl c~ogo zvernemosffl do sp˛vv˛dnoxen~ (3.4), (3.10). Tretffl teorema L˛ (div., napriklad, [10]) stverdıu‚ dlffl koınogo tenzora strukturnih konstant c^γ_{αβ} ˛snuvannffl rozv’fflzku sistemi (3.4) z poqatkovo umovo

σ^α_β (0) = δ^α_β , (4.1)

tak wo prinaȷmn˛ dlffl malih λ bude vikonuvatis~ umova (3.10). Pri c~omu λ^α — kanon˛qn˛ koordinati grupi G_r. Takim qinom, total~niȷ prost˛r E^′ vvedenoÝ v’fflzki π^′ ma‚ viglffld

E^′ = E × G_r. (4.2)

Funkc˛Ý σ^α_β (λ) moına rozrahuvati za v˛domim zakonom kompozic˛Ý grupi G_r — funkc˛fflmi φ^α(λ, ϵ), wo oznaqat~sffl sp˛vv˛dnoxennfflm

exp(λ^αX_α) ∘ exp(ϵ^β X_β) = exp(φ^α(λ, ϵ)X_α). (4.3)

V˛dpov˛dna formula ma‚ viglffld [10]:

σ^α_β (λ) = ∂φ^α(λ, ϵ) ∂ϵ^β | | | |_{ϵ=0} . (4.4)

V˛dnotu‚mo, wo dlffl abelevoÝ grupi (c^γ_{αβ} = 0), koli

φ^α(λ, ϵ) = λ^α + ϵ^α, (4.5)

ma‚mo

σ^α_β = κ^α_β = δ^α_β . (4.6)

Zm˛nn˛ λ^α, λ̇^α vhodfflt~ u laİranı˛ffln (3.30) lixe v komb˛nac˛Ý κ^α_β λ̇^β = ω^α. Tomu doc˛l~no pereȷti do “kvaz˛koordinat”, zd˛ȷsnivxi take peretvorennffl J^1π^′: (t, x^i, v^i, λ^α, λ̇^α) → (t, x^i, v^i, λ^α, ω^α). (4.7) Ce peretvorennffl ne zber˛ga‚ strukturi tih r˛vnffln~ Oȷlera–Laİranıa, fflk˛ m˛stfflt~ poh˛dn˛ za λ. kwo v starih zm˛nnih (λ^α, λ̇^α) voni mat~ viglffld ∂L^′ ∂λ^α − D ∂L^′ ∂λ̇^α = 0, (4.8)

to, perehodfflqi do novih zm˛nnih (λ^α, ω^α), vrahovuqi (3.15) ˛ te, wo u novih zm˛nnih L^′ ne zaleıit~ v˛d λ^α, oderıimo

λ̇^γ ( ∂κ^β_γ ∂λ^α − ∂κ^β_α ∂λ^γ ) ∂L^′ ∂ω^β − κ^β_αD ∂L^′ ∂ω^β = 0. (4.9)

Domnoıivxi (4.9) na nevirodıenu matric σ̂, otrima‚mo r˛vnfflnnffl Oȷlera-Laİranıa v term˛nah kvaz˛- koordinat:

c^γ_{αβ}ω^β ∂L^′ ∂ω^γ + D ∂L^′ ∂ω^α = 0 (4.10)

(por., napriklad, [11]).

“Kvaz˛xvidkost˛” ω^α vlasne ˛ ‚ analogom kal˛bruval~nih pol˛v A^α_μ(x) klasiqnoÝ teor˛Ý polffl. Formula (3.17) dlffl kovar˛fflntnoÝ poh˛dnoÝ u vipadku

η_α = 0, ζ^i_α = (T_α)^i_j x^j, (4.11)

wo v˛dpov˛da‚ (1.1), nabude viglffldu (koli we provesti zam˛nu ω^α → gω^α, g — konstanta)

V^i = v^i − g(T_α)^i_j x^jω^α (4.12) abo

Dx^i = Dx^i − g(T_α)^i_j ω^αx^j, (4.13)

wo uzgodıu‚t~sffl z (1.4).

Transformac˛ȷn˛ vlastivost˛ veliqin ω^α moına vivesti takim qinom. Pri ˛nf˛n˛tezimal~nih peretvorennfflh (3.1) ˛z zaleınimi v˛d t parametrami ϵ^α poh˛dn˛ λ̇^α peretvort~sffl za pravilom

λ̇^α → λ̇^α + ϵ^β(Dσ^α_β − λ̇^αDη_β ) + ϵ̇^β(σ^α_β − λ^αη_β). (4.14)

Zv˛dsi vipliva‚, wo veliqini ω^α peretvort~sffl fflk

ω^α → ω^α + ϵ^βX^′_β ω^α + g^{−1}ϵ̇^βκ^α_γ (σ^γ_β − λ^γ η_β), (4.15)

abo, vrahovuqi formuli (3.21) ˛ (3.11),

ω^α → ω^α + ϵ^γ (c^α_{βγ} ω^β − ω^αDη_γ ) + g^{−1}ϵ̇^β (δ^α_β − gω^αη_β),

(4.16)

wo uzgodıu‚t~sffl z formulo (1.6) dlffl kal˛bruval~- nih pol˛v.

Takim qinom, ekzotiqniȷ dodanok u transformac˛ȷnih vlastivostfflh kal˛bruval~nih pol˛v, proporc˛ȷniȷ do ∂_μϵ^α, u vipadku odnovim˛rnoÝ bazi ‚ nasl˛dkom vikoristannffl kvaz˛xvidkosteȷ.

R˛znicffl m˛ı poh˛dnimi λ̇^α ˛ kvaz˛xvidkostfflmi ω^α znika‚ dlffl abelevih grup (div. (4.6)).

Zauvaıimo, wo u vipadku klasiqnoÝ mehan˛ki nema‚ ıodnogo v˛dpov˛dnika vlasnogo laİranı˛fflna kal˛bruval~nogo polffl tipu drugogo dodanka u formul˛ (1.3): koli dim M = 1, tenzor krivini (1.5) ‚ totoınim nulem.

V. PRIKLADI

A. Parametriqna (hronometriqna) ˛nvar˛fflntn˛st~

Nehaȷ G_1 = T_0— odnoparametriqna grupa zsuv˛v za t: t → t + ϵ, x^i → x^i, (5.1) tak wo u (2.1) η = 1, ζ^i = 0 ˛, fflk dlffl koınoÝ abelevoÝ grupi, σ̂ = κ̂ = I. Zagal~niȷ viglffld laİranı˛fflna, wo zabezpequ‚ ˛nvar˛fflntn˛st~ v˛dnosno İlobal~nih peretvoren~ (5.1), ‚

L = L(x^i, v^i). (5.2)

V˛dpov˛dn˛ kal˛bruval~n˛ peretvorennffl t → t + ϵ(t), x^i → x^i, (5.3) opisut~ dov˛l~nu zm˛nu parametra evolc˛Ý t. Za pravilom (3.30) znahodimo kal˛bruval~no–˛nvar˛fflntniȷ laİranı˛ffln

L^′ = (1 − λ̇)L ( x^i, v^i 1 − λ̇ ) . (5.4)

Zg˛dno (3.1), kal˛bruval~na zm˛nna λ pri peretvorennfflh (5.3) m˛nffl‚t~sffl za pravilom λ → λ + ϵ(t). (5.5) kwo zam˛st~ λ vvesti novu zm˛nnu

x^0 = t − λ, (5.6)

fflka v˛dpov˛dno do (5.3) ˛ (5.5) bude ˛nvar˛fflntom v˛dnosno kal˛bruval~nih peretvoren~, to laİranı˛ffln (5.4) moına podati u viglffld˛

L^′ = ẋ^0L(x^i, v^i/ẋ^0), (5.7)

tobto v standartn˛ȷ form˛, wo zabezpequ‚ hronometriqnu ˛nvar˛fflntn˛st~ za rahunok odnor˛dnosti perxogo porffldku za perximi poh˛dnimi (div., napriklad, [12]).

Tak, nerelffltiv˛stiqnomu v˛l~noqastinkovomu la- İranı˛fflnov˛

L = mv^2 2 (5.8)

v˛dpov˛da‚ hronometriqno–˛nvar˛fflntniȷ viraz [13]

L^′ = mv^2 2ẋ^0

, (5.9)

a relffltiv˛stiqn˛ȷ v˛l~n˛ȷ qastinc˛ z L = −m √ 1 − v^2 (5.10)

(c = 1) — laİranı˛ffln Planka (div. [14]) L^′ = −m √ (ẋ^0)^2 − v^2 ≡ −m √ η_{μν}u^μu^ν , (5.11)

de u^μ ≡ ẋ^μ, μ = 0, 1, 2, 3 ˛ ‖η_{μν}‖ = diag(1, −1, −1, −1) — standartna metrika M˛nkovs~kogo. Takim qinom, pereh˛d v˛d trivim˛rnogo do qotirivim˛rnogo opisu moına traktuvati fflk spos˛b zabezpeqennffl fflvnoÝ hronometriqnoÝ ˛nvar˛fflntnosti formal˛zmu. V˛n odnakovo dobre zastosovniȷ fflk u relffltiv˛stiqn˛ȷ (Puankare–˛nvar˛fflntn˛ȷ) mehan˛c˛, tak˛ v Ţal˛leȷ–˛nvar˛fflntn˛ȷ (“nerelffltiv˛stiqn˛ȷ”). D˛ grupi Ţal˛leffl moına zadati v 4–vim˛rnomu prostor˛ M_4 z koordinatami x^μ, fflk ˛ d˛ grupi Puankare, z to lixe v˛dm˛nn˛st, wo grupa Ţal˛leffl ne zber˛gatime metriki M˛nkovs~kogo. Na c~omu xlfflhu moına pobuduvati posl˛dovniȷ qotirivim˛rniȷ opis Ţal˛leȷ– ˛nvar˛fflntnoÝ mehan˛ki [13, 15]. B˛l~xe togo, ostann˛m qasom znaqniȷ ˛nteres viklika‚ pobudova klasiqnoÝ teor˛Ý polffl v M_4 , bazovanoÝ na kal˛bruval~- n˛ȷ ˛nvar˛fflntnost˛ v˛dnosno grupi Ţal˛leffl [16, 17], fflk z oglffldu na ÝÝ vnutr˛xn uzgodıen˛st~, tak ˛ z potrebi posl˛dovnogo rozglffldu n~ton˛vs~koÝ ta postn~ton˛vs~koÝ meı˛ relffltiv˛stiqnoÝ kal˛bruval~noÝ teor˛Ý tfflı˛nnffl, fflku otrimut~ xlfflhom kal˛bruvannffl grupi Puankare.

Koristuqis~ tim, wo kal˛bruval~no-˛nvar˛fflntniȷ laİranı˛ffln (5.4) ne viznaqa‚ zakonu evolc˛Ý kal˛bruval~noÝ zm˛nnoÝ λ, a otıe, ˛ pov’fflzanoÝ z ne formulo (5.6) veliqini x^0, ostann moına pov’fflzati z t, x sp˛vv˛dnoxennfflm vidu x^0 = φ(t, x). „ogo p˛dstavlfflnnffl u (5.11) privodit~ do virazu [18– 20] L = −m √ (Dφ)^2 − v^2, (5.12)

fflkiȷ zabezpequ‚ laİranı˛v opis v˛l~noÝ relffltiv˛stiqnoÝ qastinki v dov˛l~n˛ȷ form˛ dinam˛ki D˛raka [21]. Lixe pri φ(t, x) = t mi prihodimo do standartnogo virazu (5.10), fflkiȷ v˛dpov˛da‚ mitt‚v˛ȷ form˛ dinam˛ki.

B. Ne˛nerc˛ffll~n˛ sistemi v˛dl˛ku

Nehaȷ n = 3 i G_6 = e(3) — evkl˛dova grupa translfflc˛ȷ ta povorot˛v

t → t, x → x + ϵ_R × x + ϵ_T . (5.13)

Viraz (3.30), fflkiȷ v˛dpov˛da‚ evkl˛dovo–˛nvar˛fflntnomu laİranı˛fflnov˛ L = L(v^2), ma‚ viglffld

L^′ = L([v − ω_R × x − λ̇_T ]^2) (5.14)

˛ opisu‚ v˛l~nu qastinku z poglffldu ne˛nerc˛ffll~noÝ sistemi v˛dl˛ku, wo ruha‚t~sffl z l˛n˛ȷno xvidk˛st λ̇_T (t) ˛ kutovo xvidk˛st ω_R(t) [22]. Rozrahunok ωi_R za formulo (3.15) z funkc˛fflmi κ^i_j; i, j = 1, 2, 3, wo v˛dpov˛dat~ grup˛ SO(3), privodit~ do v˛domih viraz˛v dlffl kutovoÝ xvidkosti v term˛nah kut˛v Oȷlera [23], fflk˛ moına vvaıati kanon˛qnimi kordinatami λ^i grupi SO(3).

C. Masxtabn˛ peretvorennffl

k priklad grupi, wo d˛‚ odnoqasno v baz˛ ta xarah, rozglfflnemo odnoparametriqnu grupu masxtabnih peretvoren~

t → t(1 + ϵ), x^i → x^i(1 + ϵ). (5.15)

Umovi ˛nvar˛fflntnosti (2.8) dlffl peretvoren~ (5.15) mat~ rozv’fflzok

L = t^{−1}F (t^{−1}x^i, v^i); (5.16)

z dov˛l~no funkc˛‚ F . V˛dpov˛dniȷ kal˛bruval~no- ˛nvar˛fflntniȷ laİranı˛ffln zg˛dno z (3.30), (3.16), (3.17) ma‚ viglffld

L^′ = (t^{−1} − λ̇)F ( x^i t , v^i − x^iλ̇ 1 − tλ̇ ) , (5.17)

de λ — kal˛bruval~na zm˛nna.

VI. P¨DSUMKI

kwo G_r — r–parametriqna grupa simetr˛Ý klasiqnoÝ mehan˛qnoÝ sistemi, wo opisu‚t~sffl laİranı˛fflnom L = L(t, x, v), to kal˛bruval~noÝ ˛nvar˛fflntnosti dosfflga‚mo vvedennfflm r dodatkovih zm˛nnih λ^α, α = 1, . . ., r, fflk˛ moına ˛nterpretuvati fflk kanon˛qn˛ koordinati grupi G_r. Pri c~omu dlffl pobudovi kal˛bruval~no–˛nvar˛fflntnogo laİranıevogo opisu dosit~ zam˛niti v laİranı˛ffln˛ L = L(t, x, v) xvidkost˛ v^i na “kovar˛fflntn˛ poh˛dn˛” V^i, oznaqen˛ formulo (3.17), a u vipadku, koli rozglfflnut˛ peretvorennffl m˛nfflt~ t — rezul~tat domnoıiti na viraz (3.16). Dodatkov˛ zm˛nn˛ λ^α vhodfflt~ u laİranı˛ffln lixe qerez kvaz˛xvidkost˛ ω^α = κ^α_βλ̇^β , de matricffl κ^α_β viznaqa‚t~sffl zakonom kompozic˛Ý grupi G_r. R˛vnfflnnffl Oȷlera–Laİranıa dlffl zm˛nnih λ^α ‚ nasl˛dkami r˛vnffln~ ruhu dlffl zm˛nnih x^i, tak wo qasova evolc˛ffl kal˛bruval~nih veliqin λ^α = λ^α(t) lixa‚t~sffl povn˛st neviznaqeno. U rezul~tat˛ prihodimo do virodıenoÝ laİranıevoÝ sistemi [24], kanon˛qniȷ opis fflkoÝ, fflk ˛ nastupne kvantuvannffl, moıut~ buduvatisffl na osnov˛ d˛rakovogo gam˛l~tonovogo formal˛zmu z v’fflzfflmi [25, 26]. Rozglfflnut˛ prikladi, v fflkih u rol˛ G_r vistupat~ defflk˛ p˛dgrupi grupi prostorovo–qasovih simetr˛ȷ, dat~ zmogu, zokrema, u dewo ˛nxomu sv˛tl˛ pobaqiti dobre v˛dom˛ klasiqn˛ rezul~tati. Viklika‚ ˛nteres rozglffld u c~omu kontekst˛ grupi Lorenca, osoblivo z poglffldu vivqennffl efekt˛v ad˛fflbatiqnoÝ cikl˛qnoÝ evolc˛Ý [27] u rus˛ relffltiv˛stiqnoÝ qastinki [28].

Avtor vdfflqniȷ prof. R. Ţaȷd˛ ta “. Klqkovs~- komu za Ýhn˛ȷ staliȷ ˛nteres do c˛‚Ý roboti, wo znaqno m˛ro zumovilo ÝÝ napisannffl.

[1] W. Drechsler, M. E. Mayer, Fibre Bundle Techniques in Gauge Theories (Springer, Berlin e.a., 1977).

[2] A. Trautman, Bull. Acad. Pol. Sci. Ser. sci. phys. et astron. 27, 7 (1979).

[3] A. A. Slavnov, L. D. Faddeev, Vvedenie v kvantovu teori kalibrovoqnyh poleȷ (Nauka, Moskva, 1978).

[4] D. G. B. Edelen, Int. J. Theor. Phys. 24, 659 (1985). [5] ”. Pommare, Sistemy uravneniȷ s qastnymi proizvodnymi i psevdogruppy Li (Mir, Moskva, 1983).

[6] “. I. Manin, Itogi nauki i tehniki. Sovr. problemy matematiki 11, 5 (1978).

[7] E. C. G. Sudarshan, N. Mukunda, Classical Dynamics:

A Modern Perspective (Wiley, N.Y. e.a., 1974). [8] L. V. Ovsfflnnikov, Gruppovoȷ analiz differencial~- nyh uravneniȷ (Nauka, Moskva, 1978).

[9] E. Gursa, ¨ntegruvannffl r˛vnffln~ z qastinnimi poh˛dnimi perxogo porffldku (Radfflns~ka xkola, KiÝv, 1941).

[10] M. M. Postnikov, Gruppy i algebry Li (Nauka, Moskva, 1982).

[11] V. I. Arnol~d, V. V. Kozlov, A. I. Neȷxtadt, Itogi nauki i tehniki. Sovr. problemy matematiki. Fundamental~nye napravleniffl 3, 5 (1985).

[12] . A. Shouten, Tenzornyȷ analiz dlffl fizikov (Nauka, Moskva, 1965).

[13] P. Havas, Rev. Mod. Phys. 36, 938 (1964).

[14] V. Pauli, Teoriffl otnositel~nosti (Nauka, Moskva, 1983).

[15] P. Havas, in Problems in the Foundations of Physics (Springer, Berlin e.a., 1971), p. 31.

[16] H. P. Künzle, Gen. Relativ. Gravit. 7, 445 (1976). [17] R. De Pietri, L. Lusanna, M. Pauri, Class. Quantum Grav. 12, 219, 255 (1995).

[18] R. P. Gaȷda, “. B. Klqkovs~kiȷ, V. ¨. Tretfflk, Dop.

Akad. Nauk URSR. Ser. A, } 5, 6 (1982). [19] V. I. Tretfflk, preprint ITF–82–88R, Kiev, 1982. [20] R. P. Gaȷda, “. B. Klqkovskiȷ, V. I. Tretfflk, Teor.

mat. fiz. 55, 88 (1983).

[21] P. A. M. Dirac, Rev. Mod. Phys. 21, 392 (1949). [22] L. D. Landau, E. M. Lifxic, Mehanika (Nauka, Moskva, 1973).

[23] R. J. Finkelstein, Nonrelativistic Mechanics (Benjamin, London e.a., 1973).

[24] P. A. M. Dirac, Can. J. Phys. 2, 129 (1950). [25] P. Dirak, Lekcii po kvantovoȷ mehanike (Mir, Moskva, 1968).

[26] M. J. Gotay, J. M. Nester, Ann. Inst. Henri Poincaré, A 30, 129 (1979); 32, 1 (1980).

[27] M. Berry, Proc. R. Soc. London, Ser. A 392, 45 (1984). [28] I. Bialynicki–Birula, Z. Bialynicka–Birula, Phys. Rev. D 35, 2383 (1987).

ON THE GAUGE TRANSFORMATIONS IN CLASSICAL MECHANICS

V. I. Tretyak Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, 1 Svientsitskii Str., Lviv, UA–290011, Ukraine

A rule for constructing the Lagrangian which ensures gauge invariance under an arbitrary Lie group is proposed for the classical mechanical system with n degrees of freedom.