ȷURNAL FIZIQNIH DOSLIDȷEN^ t. 6, ˝ 2 (2002) s. 147–152

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 6, No. 2 (2002) p. 147–152

KVAZ�TOQNO ROZV’˚ZUVANE R�VN˚NN˚ PAUL�

V. M. Tkaquk, S. ¨. Vakarquk L~v˛vs~kiȷ nac˛onal~niȷ un˛versitet ˛men˛ ¨vana Franka, kafedra teoretiqnoÝ f˛ziki, vul. Dragomanova, 12, L~v˛v, 79005, UkraÝna (Otrimano 23 s˛qnffl 2002 r.; v ostatoqnomu viglffld˛ — 2 kv˛tnffl 2002 r.)

Rozglfflnuto ruh elektrona v plowin˛, perpendikulfflrn˛ȷ do aks˛ffll~no-simetriqnogo magnetnogo polffl. Z vikoristannfflm metodu supersimetr˛Ý znaȷdeno kvaz˛toqno rozv’fflzuvane magnetne pole z fflvno v˛domimi hvil~ovimi funkc˛fflmi dlffl nul~ovogo ta odnogo zbudıenogo enerİetiqnogo r˛vn˛v.

Klqov˛ slova: supersimetr˛ffl, kvaz˛toqno rozv’fflzuvan˛ zadaq˛, magnetne pole.

PACS number(s): 03.65.–w, 11.30.Pb

I. VSTUP

Z perxih rok˛v p˛slffl viniknennffl kvantovoÝ mehan˛ki ˛snu‚ post˛ȷniȷ ˛nteres do v˛dxukuvannffl toqnih rozv’fflzk˛v stac˛onarnogo r˛vnfflnnffl Xredinİera, zokrema do znahodıennffl toqnih vlasnih znaqen~ ˛ vlasnih funkc˛ȷ elektrona v magnetnih polfflh. Dobre v˛domo, wo toqn˛ rozv’fflzki ‚ skor˛xe vinffltkom, n˛ı pravilom. k priklad toqno rozv’fflzuvanoÝ problemi moına zgadati zadaqu pro ruh elektrona v post˛ȷnomu magnetnomu pol˛. P˛zn˛xe buli znaȷden˛ elektromagnetn˛ polffl spec˛ffll~nih konf˛gurac˛ȷ, pri rus˛ elektrona v fflkih stac˛onarne r˛vnfflnnffl Paul˛ moıe buti rozv’fflzane toqno [1]. Prote poxuk novih toqno rozv’fflzuvanih sistem post˛ȷno priverta‚ do sebe uvagu.

Ponad dvadcfflt~ rok˛v tomu buv v˛dkritiȷ noviȷ klas sistem — tak zvan˛ kvaz˛toqno rozv’fflzuvan˛ (KTR) sistemi, dlffl fflkih obmeıene qislo vlasnih stan˛v moına znaȷti toqno. Perx˛ prikladi kvaz˛toqno rozv’fflzuvanih potenc˛ffll˛v naveden˛ v [2–5]. P˛zn˛xe buli zaproponovan˛ r˛zn˛ metodi dlffl İeneruvannffl kvaz˛toqno rozv’fflzuvanih potenc˛ffll˛v, ˛ fflk rezul~tat bulo v˛dkrito bagato kvaz˛toqno rozv’fflzuvanih sistem [6–14]. Odn˛‚ z takih zadaq ‚ zadaqa pro dvovim˛rniȷ ruh elektrona v kulon˛vs~komu pol˛ ta odnor˛dnomu magnetnomu pol˛ [15,16]. Dvovim˛rn˛ ta bagatovim˛rn˛ KTR model˛ z neodnor˛dnim magnetnim polem dosl˛dıuvali v [17] v meıah grupovogo p˛dhodu. U nedavn˛ȷ prac˛ [18] vivqeno nel˛n˛ȷnu nsupersimetr˛ dlffl zarffldıenoÝ sp˛n-1/2 qastinki v zovn˛xn~omu dvovim˛rnomu magnetnomu pol˛ ta pokazano ÝÝ zv’fflzok z KTR problemami.

U c˛ȷ statt˛ mi rozglfflnemo dvovim˛rne r˛vnfflnnffl Paul˛ z neodnor˛dnim magnetnim polem. Dobre v˛- domo, wo v c~omu vipadku real˛zu‚t~sffl supersimetr˛ffl ˛z dvoma superzarffldami. Osk˛l~ki naxa pracffl İruntu‚t~sffl na supersimetriqn˛ȷ kvantov˛ȷ mehan˛c˛ [21], mi zoseredimos~ na oglffld˛ same supersimetriqnogo metodu dlffl pobudovi kvaz˛toqno rozv’fflzuvanih potenc˛ffll˛v. ¨deffl metodu supersimetr˛Ý, zaproponovanogo v [14,19,20], taka: startuqi z kvaz˛toqno rozv’fflzuvanogo potenc˛ffllu z n + 1 v˛domimi vlasnimi stanami ˛ vikoristovuqi vlastivost˛ toqnoÝ supersimetr˛Ý, moına otrimati supersimetriqnogo partnera, fflkiȷ ‚ novim KTR potenc˛ffllom z n v˛domimi vlasnimi stanami.

U nedavn˛h pracfflh [22–24] mi zaproponuvali noviȷ supersimetriqniȷ metod dlffl İeneruvannffl KTR potenc˛ffll˛v z dvoma v˛domimi vlasnimi stanami ˛ oderıali zagal~n˛ virazi dlffl superpotenc˛ffllu, potenc˛ffll~noÝ enerİ˛Ý ta hvil~vih funkc˛ȷ dvoh enerİetiqnih r˛vn˛v. Zauvaıimo, wo v pracfflh [26,27] buv otrimaniȷ zagal~niȷ viraz dlffl KTR potenc˛ffll˛v bez vikoristannffl supersimetriqnoÝ kvantovoÝ mehan˛ki. Novim u statt˛ [27] bulo te, wo ÝÝ avtori pokazali, fflk otrimati KTR potenc˛fflli z dov˛l~nimi dvoma r˛vnfflmi. Metod, zaproponovaniȷ u [27], ‚ prfflm˛xim ˛ prost˛- xim, n˛ı supersimetriqniȷ p˛dh˛d. Odnak ostann˛ȷ ma‚ svoÝ perevagi v tomu, wo m˛stit~ b˛l~xe moılivosteȷ. Tak, v˛n moıe buti uzagal~neniȷ dlffl pobudovi KTR potenc˛ffll˛v z tr~oma v˛domimi vlasnimi stanami [25] ta umovno toqno rozv’fflzuvanih potenc˛- ffll˛v [23].

Meto c˛‚Ý statt˛ ‚ poxiriti supersimetriqniȷ metod dlffl pobudovi KTR zadaq dlffl r˛vnfflnnffl Paul˛, fflkiȷ mi zaproponuvali. Zauvaıimo, wo osk˛l~ki gam˛l~ton˛ffln Paul˛ za svo‚ prirodo volod˛‚ supersimetr˛‚, tomu prirodnim ‚ zastosuvannffl same supersimetriqnogo p˛dhodu dlffl znahodıennffl KTR magnetnih pol˛v. U c˛ȷ prac˛ mi rozglfflnemo aks˛ffll~nosimetriqn˛ magnetn˛ polffl.

II. SUPERSIMETR¨ ELEKTRONA V AKS¨L^NO-SIMETRIQNOMU MAGNETNOMU POL¨

Dobre v˛domo, wo pri rus˛ elektrona u dvovim˛rnomu magnetnomu pol˛ B_x = B_y = 0, B_z = B(x, y) real˛zu‚t~sffl supersimetr˛ffl z dvoma superzarffldami N = 2 [28]. Gam˛l~ton˛ffln Paul˛ u c~omu vipadku moına zapisati v tak˛ȷ supersimetiqn˛ȷ form˛: H = 1 2 (π^2_x + π^2_y − eBσ_z) = {Q_+, Q_−}, (1) de π_α = p_α − eA_α, p_α = −i∂/∂x_α, A_α = A_α(x, y) ‚ komponentami vektornogo potenc˛ffllu. Magnetne pole B = ∂A_y ∂x − ∂A_x ∂y (2) ‚ perpendikulfflrnim do plowini ruhu elektrona x– y. Superzarffldi mat~ viglffld

Q_+ = π_−σ_+, Q_− = π_+σ_−, (3) de σ_± = (σ_x ± iσ_y)/2, π_± = (π_x ± π_y)/ √ 2. Gam˛l~ton˛ffln perepixemo u takomu viglffld˛:

H = ( H_+ 0 0 H_− ) , (4)

de H_+ = π_−π_+, H_− = π_+π_− nazivat~sffl supersimetriqnimi partnerami ˛ mat~ faktorizovaniȷ viglffld. Same faktorizac˛ffl da‚ nam zmogu pobuduvati kvaz˛toqno rozv’fflzuvan˛ magnetn˛ polffl.

U c˛ȷ statt˛ mi rozglfflnemo vektorniȷ potenc˛ffll

A_x = − y ρ A(ρ), A_y = x ρ A(ρ), (5)

fflkiȷ v˛dpov˛da‚ aks˛ffll~no-simetriqnomu magnetnomu pol B(ρ) = 1 ρ ∂ ∂ρ (ρA(ρ)), (6) de ρ = √ x^2 + y^2.

Mi vivqatimemo r˛vnfflnnffl na vlasn˛ funkc˛Ý ta vlasn˛ znaqennffl gam˛l~ton˛fflna Paul˛ Hψ = Eψ. (7) Zavdfflki aks˛ffll~n˛ȷ simetr˛Ý zruqno perepisati operatori π_± v polfflrnih koordinatah

π_± = − i √ 2 e^{±iφ} [ ∂ ∂ρ ± ( i ρ ∂ ∂φ − eA(ρ) )] . (8)

Hvil~ovu funkc˛ xuka‚mo u viglffld˛ ψ = ( ψ^+ ψ^− ) = 1 √ ρ ( e^{i(m−1)φ} R^+ e^{imφ} R^− ) , (9)

fflka ‚ takoı vlasno funkc˛‚ povnogo momentu k˛l~kosti ruhu operatora J_z = L_z + S_z

J_zψ = (m − 1/2)ψ. (10)

Rad˛ffll~na qastina hvil~ovoÝ funkc˛Ý R_±(ρ) zadovol~nffl‚ r˛vnfflnnffl

H_±(ρ)R^±(ρ) = ER^±(ρ). (11)

Rad˛ffll~na qastina supersimetriqnih partner˛v ma‚ faktorizovaniȷ viglffld

H_−(ρ) = B^+B^−, (12)

H_+(ρ) = B^−B^+ (13)

z˛ standartnimi dlffl odnovim˛rnoÝ supersimetriqnoÝ kvantovoÝ mehan˛ki operatorami

B^− = 1 √ 2 [ ∂ ∂ρ + W ] , (14)

B^+ = 1 √ 2 [ − ∂ ∂ρ + W ] , (15) de W = m − 1/2 ρ − eA (16)

‚ superpotenc˛ffllom. Zauvaıimo, wo vlasna funkc˛ffl R^− gam˛l~ton˛fflna H_− opisu‚ ruh elektrona z˛ sp˛- nom s_z = −1/2 ta orb˛tal~nim momentom L_z = m, vlasna funkc˛ffl R^+ gam˛l~ton˛fflna H_+ opisu‚ ruh elektrona z˛ sp˛nom s_z = 1/2 ta orb˛tal~nim momentom L_z = m − 1.

¨z (11)–(13) viplivat~ tak˛ zv’fflzki m˛ı hvil~ovimi funkc˛fflmi supersimetriqnih partner˛v, fflk˛ nazivat~sffl supersimetriqnimi peretvorennfflmi:

R^+_E = 1 √ 2E B^−R^−_E , (17)

R^−_E = 1 √ 2E B^+ R^+_E. (18)

Zauvaıimo, wo rad˛ffll~ne r˛vnfflnnffl (11) moıemo traktuvati fflk r˛vnfflnnffl dlffl odnovim˛rnogo ruhu qastinki na p˛vos˛ 0 ≤ ρ < ∞. Z umovi sk˛nqenosti ψ^± pri ρ → 0 znahodimo graniqnu umovu dlffl rad˛ffll~- noÝ qastini hvil~ovoÝ funkc˛Ý, a same: R^± povinna prfflmuvati do nulffl pri ρ → 0 fflk √ ρ abo xvidxe.

KVAZ¨TOQNO ROZV’ZUVANE R¨VNNN PAUL¨

III. VLASNI„ STAN Z NUL^OVO“ ENERŢ¨˝“

Rozglffln~mo r˛vnfflnnffl na vlasn˛ funkc˛Ý z nul~ovo enerİ˛‚ dlffl gam˛l~ton˛fflna H_−. U rezul~tat˛ faktorizac˛Ý H_− ȷogo vlasn˛ funkc˛Ý z nul~ovo ener- İ˛‚ zadovol~nfflt~ diferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl perxogo porffldku

B^−R^−_0 = 0, (19)

fflke v fflvn˛ȷ form˛ ma‚ viglffld ( ∂ ∂ρ + m − 1/2 ρ + |e|A ) R^−_0 = 0. (20)

Rozv’fflzkom c~ogo r˛vnfflnnffl ‚ rad˛ffll~na qastina hvil~ovoÝ funkc˛Ý R^−_0 = cρ^{−(m−1/2)}e^{−|e|} ∫_{A(ρ)dρ} , (21)

tut ˛ dal˛ c ‚ konstanto normuvannffl. Povnu hvil~ovu funkc˛ z nul~ovo enerİ˛‚ zapixemo fflk ψ^−_0 = ce^{imφ}ρ^{−m}e^{−|e|} ∫_{A(ρ)dρ} , (22)

de z umovi nesinİulfflrnosti hvil~ovoÝ funkc˛Ý pri ρ → 0 vipliva‚ m < 0. ¨z (22) baqimo takoı, wo neobh˛dno umovo prfflmuvannffl ψ^−_0 do nulffl pri ρ → ∞ ‚ sign A(ρ) > 0.

Dlffl detal~nogo anal˛zu kvadratiqnoÝ ˛nteİrovnosti c˛‚Ý funkc˛Ý zruqno viraziti vektorniȷ potenc˛ffll qerez magnetniȷ pot˛k, wo pronizu‚ plowinu ruhu elektrona xy. ¨z (6) otrimu‚mo

A(ρ) = Φ(ρ) 2πρ , (23) de Φ(ρ) = 2π ∫_ρ 0 ρB(ρ) dρ (24)

‚ magnetnim potokom qerez krug rad˛usom ρ. Zauvaıimo, wo v c˛ȷ statt˛ mi rozglfflda‚mo nesinİulfflrn˛ vektorn˛ potenc˛fflli, dlffl fflkih ˛snu‚ granicffl lim_{ρ→0} A(ρ) = A(0). Ce oznaqa‚, wo magnetniȷ pot˛k Φ(ρ) pri ρ → 0 prfflmu‚ do nulffl u takiȷ spos˛b: Φ(ρ) = 2πA(0)ρ.

Za dopomogo (23) hvil~ovu funkc˛ zapixemo fflk ψ^−_0 = cρ^{−m}e^{imφ}e^{− 1Φ0} ∫_ρ 0 1 ρ Φ(ρ) dρ, (25)

de Φ_0 =^{2π}_{|e|} — kvant magnetnogo potoku.

Nehaȷ magnetne pole zoseredıeno b˛lffl poqatku koordinat ˛ povniȷ pot˛k qerez plowinu xy magnetnogo polffl ‚ Φ = lim_{ρ→∞} Φ(ρ). Tod˛ poved˛nka hvil~ovoÝ funkc˛Ý pri ρ → ∞ ‚ tako: ψ^−_0 = cρ^{−m−Φ/Φ0} e^{imφ}, ρ → ∞. (26) Z umovi kvadratiqnoÝ ˛nteİrovnosti mi otrimu‚mo −m < Φ/Φ_0 − 1. Razom z umovo na m, wo vipliva‚ z nesinİulfflrnosti hvil~ovoÝ funkc˛Ý pri ρ → 0, mi ma‚mo taku d˛lfflnku zm˛ni m:

0 ≤ −m < Φ/Φ_0 − 1. (27)

Takim qinom, nul~oviȷ enerİetiqniȷ r˛ven~ ‚ virodıenim wodo magnetnogo kvantovogo qisla m. ¨z (27) vipliva‚, wo kratn˛st~ virodıennffl dor˛vn‚ Φ/Φ_0 − 1, koli Φ/Φ_0 ‚ c˛lim qislom, ˛ [Φ/Φ_0], koli Φ/Φ_0 — ne c˛le qislo. Tut kvadratn˛ duıki oznaqat~ c˛lu qastinu qisla. Rezul~tat pro virodıen˛st~ nul~ovoÝ enerİ˛Ý pri rus˛ elektrona v dov˛l~- nomu neodnor˛dnomu pol˛ otrimali Aronov ˛ Kaxer [29]. V˛dznaqimo takoı roboti [30,31], de dosl˛dıuvalis~ nul~ov˛ modi dlffl kompaktnih ta nekompaktnih poverhon~ ta znaȷdena kratn˛st~ virodıennffl supersimetriqnogo osnovnogo stanu.

Mi rozglfflnuli ruh elektrona z˛ sp˛nom S_z = −1/2. U c~omu vipadku stani z nul~ovo enerİ˛‚ ˛snut~ dlffl dodatnogo magnetnogo potoku Φ > 0. Stani z nul~ovo enerİ˛‚ dlffl S_z = 1/2 ˛snut~, koli magnetniȷ pot˛k v˛d’‚mniȷ (Φ < 0). Zauvaıimo, wo koli magnetniȷ pot˛k Φ sk˛nqeniȷ, tod˛ nafflvn˛ zv’fflzan˛ stani t˛l~ki z nul~ovo enerİ˛‚. Dlffl ˛snuvannffl zv’fflzanih stan˛v z nenul~ovo enerİ˛‚ magnetniȷ pot˛k povinen buti nesk˛nqenim. Ceȷ vipadok mi rozglfflnemo v nastupnomu paragraf˛ ˛ pobudu‚mo kvaz˛- toqno rozv’fflzuvan˛ magnetn˛ polffl z toqno v˛domimi hvil~ovimi funkc˛fflmi nul~ovogo ta odnogo zbudıenogo r˛vn˛v.

IV. KVAZ¨TOQNO ROZV’ZUVAN¨ R¨VNNN PAUL¨ Z DVOMA V¨DOMIMI STANAMI

Dlffl pobudovi kvaz˛toqno rozv’fflzuvanih magnetnih pol˛v mi zastosu‚mo supersimetriqniȷ metod, zaproponovaniȷ u [22]. Rozglffln~mo gam˛l~ton˛ffln H_−(ρ) = B^+B^−. Hvil~ov˛ funkc˛Ý osnovnogo stanu z nul~ovo enerİ˛‚ mi dosl˛dili v poperedn~omu paragraf˛. Dlffl togo, wob otrimati hvil~ovu funkc˛ z nenul~ovo enerİ˛‚ pri Φ → ∞, mi zastosu‚mo dobre v˛domu proceduru, fflka vikoristovu‚t~sffl v meıah supersimetriqnoÝ kvantovoÝ mehan˛ki. Rozglffln~mo supersimetriqnogo partnera do H_−(ρ), tobto H_+(ρ) = B^−B^+. Nehaȷ gam˛l~ton˛ffln H_+(ρ) ma‚ osnovniȷ stan R^+_ε z nenul~ovo enerİ˛‚ ε. kwo mi znaȷdemo osnovniȷ stan R^+_ε , to v˛drazu znaȷdemo zbudıeniȷ stan gam˛l~ton˛fflna H_−(ρ) z enerİ˛‚ ε, vikoristovuqi supersimetriqn˛ peretvorennffl (17) ˛ (18).

Dlffl togo, wob oderıati osnovniȷ stan H_+, perepix˛mo gam˛l~ton˛ffln tak:

H_+(ρ) = H^{(1)}_− (ρ) + ε, (28)

de H^{(1)}_− (ρ) viznaqeniȷ tak samo, fflk H_−(ρ) z novim superpotenc˛ffllom

W_1 = m_1 − 1/2 ρ + |e|A_1(ρ). (29)

Zapix˛mo r˛vnfflnnffl (28) u fflvn˛ȷ form˛

W^2 + W^′ = W^2_1 − W^′_1 + 2ε. (30)

Ce ‚ r˛vnfflnnffl R˛katt˛ fflk stosovno W , tak ˛ W_1. Tomu znaȷti rozv’fflzok c~ogo r˛vnfflnnffl wodo W pri f˛ksovanomu W_1 qi navpaki ‚ nemoılivim. Sprobu‚mo znaȷti taku paru W ˛ W_1, fflka zadovol~nffl‚ (30). Dlffl c~ogo oznaqimo

W_+ = W_1 + W, (31)

W_− = W_1 − W (32)

˛ zvedemo ce r˛vnfflnnffl do takogo viglffldu:

W^′_+ = W_+W_− + 2ε. (33)

Ce r˛vnfflnnffl moına rozv’fflzati fflk stosovno W_+, tak wodo W_−. Skoristaȷmos~ rozv’fflzkom dlffl W_− [22]

W_− =

W^′_+ − 2ε W_+

. (34)

Tod˛ zagal~niȷ rozv’fflzok r˛vnfflnnffl (30) zapixemo tak: W = 1 2 ( W_+ −

W^′_+ − 2ε W_+ ) , (35)

W_1 = 1 2 ( W_+ +

W^′_+ − 2ε

W_+ ) , (36)

de W_+ ‚ dov˛l~na funkc˛ffl, fflku budemo nazivati İeneruqo. Vibiraqi r˛zn˛ İeneruq˛ funkc˛Ý W_+, mi otrimu‚mo r˛zn˛ superpotenc˛fflli W ˛ W_1. Znaqi W , znahodimo vektorniȷ potenc˛ffll

|e|A = W (ρ) − m − 1/2 ρ , (37)

dlffl fflkogo zna‚mo dva zv’fflzan˛ stani elektrona. Stan elektrona z nul~ovo enerİ˛‚ zada‚t~sffl formulo (22). Stan elektrona z enerİ˛‚ ε, sp˛nom S_z = 1/2, orb˛tal~nim momentom L_z = m − 1 viznaqa‚mo hvil~ovo funkc˛‚, rad˛ffll~na qastina fflkoÝ ma‚ viglffld:

R^+_ε = ce^− ∫_{W1 dρ} . (38)

Stan elektrona z enerİ˛‚ ε, sp˛nom S_z = −1/2, orb˛tal~nim momentom L_z = m viznaqa‚mo hvil~ovo funkc˛‚, rad˛ffll~nu qastinu fflkoÝ znahodimo ˛z supersimetriqnih peretvoren~ (17), (18)

R^−_ε = cW_+e^− ∫_{W1 dρ} . (39)

Zauvaıimo, wo hoq (35) ˛ (36) ˛z dov˛l~no funkc˛‚ W_+ zadovol~nfflt~ r˛vnfflnnffl (30), prote z umovi nesingulfflrnosti vektornogo potenc˛ffllu ta kvadratiqnoÝ ˛nteİrovnosti hvil~ovoÝ funkc˛Ý ˛snut~ pevn˛ obmeıennffl na İeneruqu funkc˛ W_+. U [22] mi znaȷxli W_+, fflk˛ privodfflt~ do nesinİulfflrnih potenc˛ffll˛v ta kvadratiqno ˛nteİrovnih hvil~ovih funkc˛ȷ dlffl odnovim˛rnoÝ kvantovoÝ mehan˛ki. U naxomu vipadku rad˛ffll~ne r˛vnfflnnffl (11) moına traktuvati fflk r˛vnfflnnffl dlffl odnovim˛rnogo ruhu qastinki na p˛vos˛. Tomu rezul~tati, otriman˛ v [22] stosovno poved˛nki W_+, spravedliv˛ ˛ dlffl vs˛h ρ, kr˛m ρ → 0.

Rozglffln~mo vipadok, koli W_+ ma‚ odin nul~ u toqc˛ ρ = a ˛ povodit~sffl v okol˛ c˛‚Ý toqki tak: W_+ = W^′_+(a)(ρ − a). Tod˛ pri dov˛l~nomu ε funkc˛ffl W_−, a znaqit~, ˛ superpotenc˛fflli W ˛ W_1, budut~ mati pols u toqc˛ ρ = a. Ceȷ pols moına usunuti, vibravxi 2ε = W^′_+(a). Takim qinom, tut superpotenc˛ffll W (ρ), a otıe, ˛ vektorniȷ potenc˛ffll (37), ‚ nesinİulfflrno funkc˛‚ u vs˛h toqkah, kr˛m ρ = 0.

Rozglffln~mo teper asimptotiku vektornogo potenc˛ffllu pri ρ → 0. Nehaȷ W_+ pri ρ → 0 povodit~sffl tak:

W_+ = g ρ + f(ρ), (40)

de f(ρ) defflka nesinİulfflrna funkc˛ffl. Tod˛

W = 1 2 { g + 1 ρ + f + f + ρ(f^′ − 2ε) g + fρ } . (41)

P˛dstavlfflqi (41) u (37), znahodimo, wo pri g = 2(m − 1) vektorniȷ potenc˛ffll ‚ nesinİulfflrno funkc˛‚ ˛ ma‚ viglffld |e|A(ρ) = 1 2 { f + f + ρ(f^′ − 2ε) g + fρ } . (42)

kwo f(0) ≠ 0, to |e|A(0) ≠ 0. Tod˛ magnetne pole (6), fflke v˛dpov˛da‚ c~omu vektornomu potenc˛ffllov˛, pri ρ → 0 bude mati sinİulfflrn˛st~ 1/ρ. Ce sinİulfflrn˛st~ kulon˛vs~kogo tipu. Tomu ruh elektrona v ÝÝ okol˛ ‚ st˛ȷkim. Zauvaıimo takoı, wo c˛‚Ý sinİu-

KVAZ¨TOQNO ROZV’ZUVANE R¨VNNN PAUL¨

lfflrnosti v magnetnomu pol˛ moına uniknuti, fflkwo vibrati f(ρ) taku, wo f(0) = 0 ˛ f(ρ) = f^′(0)ρ pri ρ → 0. Tod˛ magnetne pole vihodit~ na konstantu pri ρ → 0.

Na zaverxennffl rozglffln~mo fflvniȷ priklad kvaz˛- toqno rozv’fflzuvanogo magnetnogo polffl. Vibiraqi r˛zn˛ İeneruq˛ funkc˛Ý W_+(ρ), otrima‚mo r˛zn˛ kvaz˛- toqno rozv’fflzuvan˛ magnetn˛ polffl. Zviqaȷno, ˛snut~ tak˛ W_+, fflk˛ privodfflt~ do toqno rozv’fflzuvanih zadaq. Tak, W_+ = γ(ρ^2 − a^2)/ρ İeneru‚ odnor˛dne magnetne pole, ˛ zadaqa na vlasn˛ funkc˛Ý ta vlasn˛ znaqennffl gam˛l~ton˛fflna Paul˛ rozv’fflzu‚t~sffl toqno. Funkc˛ffl W_+ = γ/ρ + β takoı privodit~ do toqno rozv’fflzuvanoÝ zadaq˛ z magnetnim polem, oberneno proporc˛ȷnim do ρ.

Rozglffln~mo İeneruqu funkc˛

W_+ = γ ρ ρ^2 − a^2 βρ + 1 , (43)

fflka pri β = 0 da‚ post˛ȷne magnetne pole, a pri β = 1/a — magnetne pole, oberneno proporc˛ȷne do ρ. Dlffl

ε = W^′(a) 2 = γ βa + 1 (44)

İeneruqa funkc˛ffl (43) privodit~ do takih superpotenc˛ffll˛v:

W = −γa^2 + 1 2ρ + 1 2 ( γβa^2 − γ β + β ) 1 βρ + 1 − βa βa + 1 1 ρ + a + 1 2 γ β + β βa + 1 , (45)

W_1 = − γa^2 + 1 2ρ + 1 2 ( γβa^2 − γ β − β ) 1 βρ + 1 + βa βa + 1 1 ρ + a + 1 2 γ β − β βa + 1 . (46)

Naklavxi na parametri superpotenc˛ffllu umovi

γa^2 = 2(−m + 1), (47)

otrimu‚mo nesinİulfflrniȷ vektorniȷ potenc˛ffll

|e|A = 1 2 ( γβa^2 − γ β + β ) 1 βρ + 1 − βa βa + 1 1 ρ + a + 1 2 γ β + β βa + 1 , (48)

fflkomu v˛dpov˛da‚ magnetne pole

|e|B = β(1 + a^2) 2 1 ρ + β (1 + aβ) ( a (a + ρ)^2 + 1 a + ρ ) + 1 2 (γ − β^2 − γβ^2a^2) ( 1 (1 + βρ)^2 + 1 1 + βρ ) . (49)

Pot˛k c~ogo magnetnogo polffl qerez xy plowinu ruhu elektrona ‚ nesk˛nqenim. Zauvaıimo, wo parametri magnetnogo polffl viznaqat~sffl qerez f˛ksovaniȷ orb˛tal~niȷ magnetniȷ moment m. Prote, zaf˛ksuvavxi parametri magnetnogo polffl, mi znaȷdemo za dopomogo (21) vs˛ hvil~ov˛ funkc˛Ý osnovnogo stanu z nul~ovo enerİ˛‚ dlffl dov˛l~nogo orb˛tal~nogo momentu L_z = m^′ ta sp˛nom S_z = −1/2

R^−_0 = sρ^{−m′ +1/2}(βρ + 1)^{−(γa2−γ/β2 +1)/2}(ρ + a)^{βa/(βa+1)} exp [ − 1 2 ( γ β + 2β βa + 1 ) ρ ] , (50)

de −m^′ = 0, 1, 2, . . .. Zbudıeniȷ stan z enerİ˛‚ ε ‚ dvokratno virodıeniȷ, ȷomu v˛dpov˛dat~ dv˛ hvil~ov˛ funkc˛Ý z orb˛tal~nim momentom L_z = m − 1 ˛ S_z = 1/2

R^+_ε = cρ^{−m+1/2}(βρ + 1)^{−(γa2−γ/β2 −1)/2}(ρ + a)^{−βa/(βa+1)} exp [ − 1 2 ( γ β − 2β βa + 1 ) ρ ] (51)

ta orb˛tal~nim momentom L_z = m ˛ S_z = −1/2

R^−_ε = cρ^{−m+1/2}(βρ + 1)^{−(γa2 −γ/β2+1)/2}(ρ + a)^{1/(βa+1)}(ρ − a) exp [ − 1 2 ( γ β − 2β βa + 1 ) ρ ] . (52)

V. M. TKAQUK, S. ¨. VAKARQUK

Zaznaqimo, wo zbudıeniȷ stan ‚ toqno v˛domim t˛l~ki dlffl f˛ksovanogo povnogo momentu k˛l~kosti ruhu J_z = m − 1/2. C˛kavo zauvaıiti, wo pri

2β^2 βa + 1 > γ = 2 a^2

(−m + 1) (53)

R^+_ε ˛ R^−_ε rozb˛gat~sffl pri ρ → ∞, ne ‚ kvadratiqno ˛nteİrovnimi ˛ ne naleıat~ do vlasnih stan˛v. Takim qinom, pri umov˛ (53) zbudıeniȷ stan z enerİ˛‚ ε v˛dsutn˛m.

V. VISNOVKI

U c˛ȷ statt˛ mi rozvinuli supersimetriqniȷ metod dlffl pobudovi kvaz˛toqno rozv’fflzuvanih magnetnih pol˛v dlffl dvovim˛rnogo r˛vnfflnnffl Paul˛ ta v fflvnomu viglffld˛ znaȷxli hvil~ov˛ funkc˛Ý nul~ovogo ȷ odnogo zbudıenogo enerİetiqnogo r˛vn˛v. Zaproponovaniȷ metod da‚ zmogu znahoditi r˛znoman˛tn˛ KTR magnetn˛ polffl, vibiraqi r˛zn˛ İeneruq˛ funkc˛Ý.

Zauvaıimo, wo obmeıennffl aks˛ffll~no-simetriqni-mi polfflmi da‚ zmogu zvesti zadaqu pro dvovim˛rniȷ ruh elektrona do odnovim˛rnogo rad˛ffll~nogo r˛vnfflnnffl. Same ce dozvolilo zastosuvati rozvinutiȷ ran˛xe dlffl odnovim˛rnih sistem supersimetriqniȷ metod İeneruvannffl KTR potenc˛ffll˛v do zadaq˛ pro dvovim˛rniȷ ruh elektrona v magnetnomu pol˛. Znahodıennffl dov˛l~nih dvovim˛rnih neodnor˛dnih KTR magnetnih pol˛v ‚ skladn˛xo zadaqe ˛ bude predmetom nastupnih prac~.

[1] V. G. Bagrov, D. M. Gitman, I. M. Ternov, V. R. Halilov, V. N. Xapovalov, Toqnye rexeniffl relffltivistskih volnovyh uravneniȷ (Nauka, Novosibirsk, 1982).

[2] V. Singh, S. N. Biswas, K. Dutta, Phys. Rev. D 18, 1901

(1978).

[3] G. P. Flessas, Phys. Lett. A 72, 289 (1979). [4] M. Razavy, Am. J. Phys. 48, 285 (1980); Phys. Lett. A

82, 7 (1981).

[5] A. Khare, Phys. Lett. A 83, 237 (1981).

[6] A. V. Turbiner, A. G. Ushveridze, Phys. Lett. A 126,

181 (1987).

[7] A. V. Turbiner, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 94, 33 (1988). [8] A. V. Turbiner, Commun. Math. Phys. 118, 467 (1988). [9] M. A. Shifman, Int. J. Mod. Phys. A 4, 2897 (1989). [10] A. G. Ushveridze, Quasi-exactly solvable models in quantum mechanics (Institute of Physics Publishing, Bristol, 1994).

[11] O. B. Zaslavskii, V. V. Ul’yanov, V. M. Tsukernik, Fiz.

Nizk. Temp. 9, 511 (1983).

[12] O. B. Zaslavsky, V. V. Ulyanov, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 87,

1724 (1984).

[13] V. V. Ulyanov, O. B. Zaslavskii, J. V. Vasilevskaya, Fiz.

Nizk. Temp. 23, 110 (1997).

[14] A. Gangopadhyaya, A. Khare, U. P. Sukhatme, Phys.

Lett. A 208, 261 (1995).

[15] V. M. Villabla, R. Pino, Phys. Lett. A 238, 49 (1998). [16] Chun-Ming Chiang, Choon-Lin Ho, Phys. Rev. A 63, 062105 (2001).

[17] O. D. Zaslavskii, e-print solv-int/9812031 (1998). [18] S. M. Klishevich, M. S. Plyushchay Nucl. Phys. B 616, 403 (2001).

[19] D. P. Jatkar, C. Nagaraja Kumar, A. Khare, Phys. Lett.

A 142, 200 (1989).

[20] P. Roy, Y. P. Varshni, Mod. Phys. Lett. A 6, 1257 (1991). [21] F. Cooper, A. Khare, U. Sukhatme, Phys. Rep. 251, 267 (1995).

[22] V. M. Tkachuk, Phys. Lett. A 245, 177 (1998). [23] V. M. Tkachuk, J. Phys. A 32, 1291 (1999). [24] V. M. Tkachuk, J. Phys. A 34, 6339 (2001). [25] T. V. Kuliy, V. M. Tkachuk, J. Phys. A 32, 2157 (1999). [26] A. Caticha, Phys. Rev. A 51, 4264 (1995). [27] S. N. Dolya, O. V. Zaslavskii, J. Phys. A 34, 1981 (2001). [28] L. E. Gendenshteyn, Jadern. Fiz. 41, 261 (1985). [29] Y. Aharonov, A. Casher, Phys. Rev. A 19, 1461 (1978). [30] Yu. A. Sitenko, Teor. Mat. Fiz. 81, 369 (1989). [31] Yu. A. Sitenko, Jadern. Fiz. 51, 1416 (1990).

QUASI-EXACTLY SOLVABLE PAULI EQUATION

V. M. Tkachuk, S. I. Vakarchuk Ivan Franko National University of Lviv, Department for Theoretical Physics, 12 Drahomanov Str., Lviv, UA–79005, Ukraine

We consider the motion of the electron in the plane perpendicular to the axially-symmetric magnetic field. Using supersymmetric method the quasi-exactly solvable magnetic field with explicitly known wave functions for zero and one excited energy levels is found.