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Uperxe na osnovi vari�
i�nogo metodu Bete, �ki� dozvol�
 vrahovuvati ne lixe diskretni

stani neperervnogo spektra, rozvinuta zagal~na teori� eksitonnogo spektra u sferiqnih

kvantovih toqkah, roztaxovanih u masivnomu seredoviwi.
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I. VSTUP

Lokalizovani� eksiton u sferiqnih kvantovih

toqkah, roztaxovanih u masivnomu seredoviwi, do-

kladno vivqali v bagat~oh pra
�h [1{9℄. Voni �run-

tu�t~s� na dvoh p�dhodah: m�kroskop�qnomu [1℄ �

makroskop�qnomu [2{9℄. M�kroskop�qn� model� de-

tal~no vrahovu�t~ molekul�rno-atomarnu struktu-

ru KT � 
 matematiqno skladnimi ta grom�zdkimi.

Makroskop�qn� model� ��noru�t~ detal~nu strukturu

seredoviw � bazu�t~s� na vikoristann� takih para-

metr�v, �k efektivn� masi kvaz�qastinok, d�elekt-

riqn� proniknost� skladovih element�v nanosistemi

ta poten
��l kvaz�qastok u KT stosovno navkolix-

n~ogo seredoviwa.

�kwo spektr � hvil~ov� funk
�Ý lokal�zovanogo

eksitona znahodimo var��
��nim metodom R�t
a abo

�ogo r�znovidami [7℄, to otriman� rezul~tati vi�vl�-

�t~s� zadov�l~nimi dl� KT � velikih, � malih roz-

m�r�v. Odnak pri 
~omu dobr� probn� hvil~ov� funk-


�Ý m�st�t~ tak bagato var��
��nih parametr�v � 
 na-

st�l~ki skladnimi, wo vikoristovuvati Ýh pri po-

budov� teor�Ý eksiton-fononnoÝ vza
mod�Ý sta
 prak-

tiqno nemo�livo.

Na�prost�xe eksitonni� spektr � hvil~ov� funk
�Ý

otrimati metodom teor�Ý zburen~, koli ener��� elek-

trona � d�rki 
 malo� v rozum�nn� teor�Ý zburen~. Z

f�ziqnih m�rkuvan~ zrozum�lo, wo umovi zastosov-

nosti teor�Ý zburen~ pog�rxuvatimut~s� pri zmenxe-

nn� rad�usa kvantovoÝ toqki, vnasl�dok qogo elekt-

ron � d�rka budut~ zbli�atis� � ener��� Ýh vza
mod�Ý

zb�l~xuvatimet~s�.

Z teor�Ý atomnih spektr�v v�domo, wo znaqno po-

l�pxu
 rezul~tati teor�Ý zburen~ metod Bete [10℄, u

�komu var��
��n� parametri vvod�t~s� v gam�l~ton��n

sistemi. U tak�� teor�Ý nab�r hvil~ovih funk
�� 
 do-

statn~o prostim, wob Ýh vikoristovuvati dl� dosl�-

d�enn� vza
mod�� kvaz�qastinki z �nximi p�dsiste-

mami (zokrema fononno�), a spektr znaqno toqn�xi�,

n�� u teor�Ý zburen~.

Meto� 
�
Ý roboti 
 pobudova r�znovidu var��
��noÝ

teor�Ý Bete v zastosuvann� do eksitona, lokal�zova-

nogo u kvantov�� toq
�, wo roztaxovana v masivnomu

seredoviw�. Dl� 
~ogo bude vvedeno f�ktivn� zar�di

v 
entr sferiqnoÝ nanogeterosistemi, u efektivnomu

pol� �kih � ruha�t~s� eksitonn� elektron � d�rka.

II. GAM�L^TON��N, SPEKTR TA HVIL^OV�

FUNKC�Õ LOKAL�ZOVANOGO EKSITONA

U PROST�� ZAKRIT�� SFERIQN��

NANOGETEROSISTEM�

Rozgl�n~mo nap�vprov�dnikovu sferiqnu kvantovu

toqku rad�usom r

0

z d�elektriqno� pronikn�st� E

0

,

�ka vm�wena v masivne nap�vprov�dnikove seredoviwe

z d�elektriqno� pronikn�st� E

1

. U tak�� nanogetero-

sistem� mo�e utvor�vatis� lokal�zovani� eksiton,

�ki� sklada
t~s� z elektrona ta d�rki, wo harakte-

rizu�t~s� rad�us-vektorami r

e

� r

h

v�dpov�dno, efek-

tivnimi masami m

e

(r) � m

h

(r), poten
��l~nimi ba-

r'
rami wodo navkolixn~ogo seredoviwa V

e

, V

h

ta

ener��
� vza
mod�Ý kulon�vs~kogo tipu z d�elektriq-

no� pronikn�st� �(r

e

; r

h

) (ris. 1).

U sferiqn�� sistem� koordinat z poqatkom u 
entr�

nanosistemi efektivn� masi � poten
��li vva�a�t~-

s� v�domimi eksperimental~no vim�r�vanimi para-

metrami.

m

i

(r

i

) =

�

m

i

0

; r

i

< r

0

;

m

i

1

; r

i

� r

0

:

; i = e; h (1)

U

i

(r

i

) =

�

0; r

i

< r

0

;

V

i

; r

i

� r

0

:

; i = e; h (2)

Ot�e, gam�l~ton��n eksitona mo�na zapisati tak:

H = E

g

+ T

e

+ U

e

+ T

h

+ U

h

�

e

2

Ejr

e

� r

h

j

; (3)

de E

g

| ener��� zaboronenoÝ zoni masivnogo kris-

tala, z �kogo utvorena kvantova toqka, T

e;h

ta U

e;h

|

k�netiqn� ta poten
��l~n� ener��Ý elektrona � d�rki

v�dpov�dno.
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Ris. 1. Geometriqna � ener�etiqn� shemi lokal�zova-

nogo eksitona.

Rozv'�zati r�vn�nn� Xredin�era z gam�l~ton��nom

(3) nemo�livo, tomu vikorista
mo metod Bete [10℄.

Dl� sistemi, �ku vivqa
mo, metod Bete mo�na modi-

f�kuvati tak. Osk�l~ki elektron � d�rka ruha�t~s�

v 
entral~no-simetriqnomu pol� KT, to gustina roz-

pod�lu �mov�rnosti Ýh roztaxuvann� u prostor� KT

rozpod�lena tak, wo zar�d ko�noÝ z kvaz�qastinok

n�bi \rozmiva
t~s�" po prostoru KT. Tomu, za ana-

log�
� do metodu Bete dl� atomnih zadaq, nabli�eno

mo�na vva�ati, wo \rozmitt�" ekv�valentne d�Ý de-

�kogo efektivnogo zar�du (

p

�

i

e), �ki� roztaxova-

ni� u 
entr� KT. Ot�e, uv�vxi f�ktivn� zar�di v


entr kvantovoÝ toqki, podamo gam�l~ton��n (3) v ek-

v�valentnomu vigl�d�

H = H

e

+H

h

+W + E

g

; (4)

de

H = �

~

2

2

r

i

1

m

i

(r

i

)

r

i

�

�

i

e

2

E(r

i

)r

i

+ U

i

(r

i

) (i = e; h)

(5)

| gam�l~ton��ni elektrona (i = e) qi d�rki (i = h),

�k� vza
mod��t~ z v�dpov�dnim f�ktivnimi zar�dami

(�

i

e), roztaxovanimi v 
entr� kvantovoÝ toqki.

W =

�

e

e

2

E(r

e

)r

e

+

�

h

e

2

E(r

h

)r

h

�

e

2

E(r

e

; r

h

)jr

e

� r

h

j

(6)

| poten
��l~na ener���, �ka v�d�gra
 rol~ zburenn�.

R�vn�nn� Xredin�era z 
entral~no-simetriqnimi

gam�l~ton��nami (5) dl� elektrona qi d�rki (i =

e; h), wo znahod�t~s� v pol� v�dpov�dnih f�ktivnih

zar�d�v (�

i

e), �k� perebuva�t~ u 
entr� kvantovoÝ

toqki,

H

i

0

(r
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; �

i
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(�

i

)	

n

i

;l

i

;m

i

(�

i
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) (7)

ma
 toqni� rozv'�zok dl� ener�etiqnogo spektra

E

n

i

;l

i

ta normovanih hvil~ovih funk
��, �k�, pri-

rodno, tako� ma�t~ 
entral~nu simetr��

	

n

i
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) = R

n

i

;l
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(�
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; r

i

)Y
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(�

i

; �

i

): (8)

Tut Y

l

i

;m

i

(�

i

; �

i

) | sferiqn� funk
�Ý, a �vni� ana-

l�tiqni� vigl�d rad��l~nih funk
�� R

n

i

;l

i

(�

i

; r

i

) (�k

� ener�etiqni� spektr E

n

i

;l

i

) bude otrimano v nastup-

nomu paragraf�.

Vibravxi hvil~ov� funk
�Ý eksitona u vigl�d�
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otrima
mo z (5) funk
�onal

E

n

h

;l

h

;m

h

n

e

;l

e

;m

e

(�

e

; �

h

) =

Z Z

	

�n

h

;l

h

;m

h

n

e

;l

e

;m

e

(�

e

; �

h

; r

e

; r

h

)H(�

e

; �

h

; r

e

; r

h

)	

n

h

;l

h

;m

h

n

e

;l

e

;m

e

(�

e

; �

h

; r

e

; r

h

)dr

e

dr

h

= E

g

+E

n

e

l

e

(�

e

) + E

n

h

l

h

(�

h

) + �

n

e

l

e

(�

e

) + �

n

h

l

h

(�

h

) + �

n

h

;l

h

;m

h

n

e

;l

e

;m

e

(�

e

; �

h

) (10)
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| rad��l~n� �nte�rali, wo pohod�t~ v�d funk
��
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 qastkovim vipadkom v�domih [11℄ �nte�ral�v v�d sferiqnih funk
��
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Õh rozv'�zok da
 znaqenn� parametr�v

�
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;

�

�

h

, �k� pri

zadanomu nabor� kvantovih qisel viznaqa�t~ abso-

l�tni� m�n�mum funk
�onala, a ot�e � ener�etiqni�

spektr eksitona
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� nab�r �ogo hvil~ovih funk
��
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h
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Teper potr�bno zna�ti spektr ener��� E

n

i

;l

i

ta �v-

ni� vigl�d rad��l~nih funk
�� R

n

i

;l

i

, tobto, po sut�,

rozv'�zati zadaqu Xredin�era dl� qastinki, �ka ru-

ha
t~s� v superpozi
�Ý pol�v z kulon�vs~kim poten
�-

�lom � rad��l~nim pr�mokutnim poten
��lom, sili

d�Ý �kih ma�t~ sp�l~ni� 
entr. Pod�bnu sprowenu

zadaqu u qastkovomu vipadku (m

0

= m

1

, E

0

= E

1

) �

lixe dl� zv'�zanih stan�v rozv'�zano v pra
� [12℄, a

zagal~ni� rozv'�zok zadaq� rozgl�nemo v nastupnomu

paragraf�.

III. SPEKTR TA HVIL^OV� FUNKC�Õ

KVAZ�QASTINKI, �KA RUHA�T^S�

V SUPERPOZIC�Õ KULON�VS^KOGO

� RAD��L^NOGO PR�MOKUTNOGO

POTENC��L�V

Rozgl�n~mo kvaz�qastinku z efektivno� maso�

m(r) � zar�dom �e, �ka ruha
t~s� v seredoviw� sfe-

riqnoÝ kvantovoÝ toqki (rad�usa r

0

), u 
entr� �koÝ 


zar�d e. Gam�l~ton��n ma
 vigl�d

H = �r

~

2

2m(r)

r�

e

2

E(r)r

+ U (r); (19)

de
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E(r) =
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0
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;

m(r) =
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m

0
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1

;

U (r) =

�

�V

0

; r < r

0

;

0; r � r

0

:

(20)

Osk�l~ki gam�l~ton��n (19) 
entral~no-simetriq-

ni�, to rozv'�zok sta
�onarnogo r�vn�nn� Xredin-

�era do
�l~no xukati u tak�� sferiqn�� sistem� ko-

ordinat:

	(r; �; ') = R(r)Y

lm

(�; '); (21)

vnaslidok qogo kutova qastina v�dd�l�
t~s�, a dl�

rad��l~noÝ hvil~ovoÝ funk
�Ý otrimu
mo r�vn�nn�
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Anal�tiqni� vigl�d rozv'�zk�v 
~ogo r�vn�nn� za-

le�it~ v�d d�l�nok ener��� ta rad�usa r. Z ris. 2

baqimo, wo, vibravxi poqatok v�dl�ku ener��Ý tak,

wob v�n zb�gavs� z verhom poten
��l~nogo bar'
ra,

otrimu
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;
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.
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Tod�, vrahovu�qi umovi neperervnosti hvil~ovoÝ

funk
�Ý ta gustini potoku �mov�rnosti na me�� se-

redoviw
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u d�l�n
� v�d'
mnih ener��� (E < 0) otrimu
mo dis-

pers��ne r�vn�nn�, z �kogo viznaqa
mo ener�etiqni�

spektr
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� lnR

0

(r)

�r

�

�

�

r

0

= m

0

� lnR

1

(r)

�r

�

�

�

r

0

; (25)

a z urahuvann�m umovi normuvann�

1

Z

0

jR(r)j

2

r

2

dr = jC

0

j

2

r

0

Z

0

jR

0

(r)j

2

r

2

dr

+ jC

1

j

2

1

Z

r

0

jR

1

(r)j

2

r

2

dr = 1 (26)

odnoznaqno znahodimo koef�
�
nti C

0

; C

1

, a ot�e �

hvil~ov� funk
�Ý R(r).

1
0

W
í

W
â

Ris. 2. Geometriqna shema sferiqnoÝ nanosistemi ta

poten
��l elektrona v nanosistem�.

U d�l�n
� E > 0 umovi (24) vikonu�t~s� pri dov�-

l~nih znaqenn�h E, a umova normuvann� taka:

Z

R

�

E

0
(r)R

E

(r)r

2

dr = Æ(E �E

0

): (27)

Rad��l~nu funk
�� R(r) dl� ko�noÝ d�l�nki bu-

demo xukati, pere�xovxi do funk
�Ý �(r)

R(r) =

1

r

�

C

0

�

0

(r)

C

1

�

1

(r)

: (28)

Zna�demo rozv'�zki r�vn�nn� Xredin�era dl�

ko�noÝ z d�l�nok ener��Ý v r�znih d�l�nkah zm�ni ra-

d�usa.

191



M. V. TKAQ, �. M. BEREZOVS^KI�

1. Rozgl�n~mo vipadok E < W

n

= �

�

e

2

E

0

r

0

+ V

�

.

a) v d�l�n
� (0) zm�ni r, de r < r

0

, vrahovu�qi,

wo jEj > jV j, ta vikoristavxi (28), �z (22) oder�imo

r�vn�nn� U�ttekera

�

2

�

0

(r)

��

2

0

+

�

�

1

4

+

�

I

0

�

0

+

1=4� (l + 1=2)

2

�

2

0

�

�

0

(r) = 0;

(29)

de

�

0

= �

I

0

r;

�

I

0

= i

r

8m

0

(V +E)

~

2

;

�

I

0

= i

e

2

E

0

~

r

m

0

2(V +E)

; (30)

�ogo rozv'�zkom 
 funk
�� U�ttekera

�

0

(r) = �

l+1

0

e

��

0

=2

F(l + 1� �

I

0

; 2l + 2; �

0

): (31)

F(a; b; x) | virod�ena g�pergeometriqna funk
��

[13℄.

Vikoristovu�qi (28) ta (30), oder�imo rad��l~nu

funk
�� R

I

0

(r):

R

I

0

(r) = (�

I

0

)

l+1

r

l

e

��

I

0

r=2

F(l + 1� �

I

0

; 2l + 2; �

I

0

r): (32)

b) v d�l�n
� (1) zm�ni r, de r > r

0

, de jEj > V =

0, analog�qno do poperedn~ogo tako� oder�imo r�v-

n�nn� U�ttekera

�

2

�

1

(r)

��

2

1

+

�

�

1

4

+

�

I

1

�

1

+

1=4� (l + 1=2)

2

�

2

1

�

� �

1

(r) = 0; (33)

de

�

1

= �

I

1

r; �

I

1

= i

r

8m

1

E

~

2

; �

I

1

= i

e

2

E

1

~

r

m

1

2E

; (34)

Rozv'�zkom r�vn�nn� (33) 
 funk
�� U�ttekera

�

1

(r) =

�

�

I

1

1

e

��

1

=2

G(l + 1� �

I

1

)

1

Z

0

t

l��

I

1

e

�t

�

1 +

t

�

1

�

l+�

I

1

dt (35)

Ot�e, z vikoristann�m (28) ta (34) rad��l~na fun-

k
�� R

I

1

(r) matime vigl�d

R

I

1

(r) =

(�

I

1

)

�

I

1

r

�

I

1

�1

e

��

I

1

r=2

G(l + 1� �

I

1

)

�

1

Z

0

t

l��

I

1

e

�t

�

1 +

t

�

I

1

r

�

l+�

I

1

dt: (36)

2. Rozgl�n~mo vipadok W

n

< E < W

v

= �

e

2

E

1

r

0

.

a) pri zm�n� r u me�ah �dra sistemi (d�l�nka 0,

r < r

0

).

Vrahovu�qi, wo jEj < jV j, ta vikoristovu�qi (28),

�z (22) oder�imo r�vn�nn� Kulona

�

2

�

0

(r)

��

2

0

+

�

1�

2�

II

0

�

0

�

l(l + 1)

�

2

0

�

�

0

(r) = 0; (37)

de

�

0

= �

II

0

r;

�

II

0

=

r

2m

0

(V + E)

~

2

;

�

II

0

= �

e

2

E

0

~

r

m

0

2(V +E)

; (38)

rozv'�zkom �kogo 
 funk
�� Kulona

�

0

(r) =

2

l

e

���

II

0

=2

G(l + 1 + i�

II

0

)

G(2l + 2)

� �

l+1

0

e

�i�

0

F(l + 1� i�

II

0

; 2l+ 2; 2i�

0

); (39)

a ot�e, vikoristovu�qi (28) ta (38), oder�imo rad�-

�l~nu funk
��

R

II

0

(r)R

II

0

(r) =

2

l

e

���

II

0

=2

G(l + 1 + i�

II

0

)

G(2l + 2)

�(�

II

0

)

l+1

r

l

e

�i�

II

0

r

F(l + 1� i�

II

0

; 2l+ 2; 2i�

II

0

r); (40)

b) pri zm�n� r u me�ah navkolixn~ogo seredoviwa

(d�l�nka 1, r > r

0

).

Situa
�� povn�st� analog�qna do 1b), tomu tut

�

II

1

= �

I

1

ta �

II

1

= �

I

1

. Takim qinom, rad��l~na funk-


�� R

II

1

(r) v 
�� d�l�n
� matime vigl�d

R

II

1

(r) =

(�

I

1

)

�

I

1

r

�

I

1

�1

e

��

I

1

r=2

G(l + 1� �

I

1

)

�

1

Z

0

t

l��

I

1

e

�t

�

1 +

t

�

I

1

r

�

l+�

I

1

dt: (41)

3. Rozgl�n~mo vipadok W

v

< E < 0.
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a) koli r zm�n�
t~s� v me�ah �dra sistemi (d�-

l�nka 0, r < r

0

).

Situa
�� povn�st� analog�qna do 2a). Ot�e, �

III

0

=

�

II

0

ta �

III

0

= �

II

0

. Tod� rad��l~na hvil~ova funk
��

dl� 
�
Ý d�l�nki bude tako�:

R

III

0

(r) =

2

l

e

���

II

0

=2

G(l + 1 + i�

II

0

)

G(2l + 2)

�(�

II

0

)

l+1

r

l

e

�i�

II

0

r

F(l + 1� i�

II

0

; 2l + 2; 2i�

II

0

r): (42)

b) pri zm�n� r u me�ah navkolixn~ogo seredoviwa

(d�l�nka 1, r > r

0

) situa
�� analog�qna do 1a), � os-

k�l~ki V = 0, to vvod�qi

�

III

1

= i

r

8m

1

E

~

2

; �

III

1

= i

e

2

E

1

~

r

m

1

2E

: (43)

Rad��l~nu funk
�� R

III

1

(r) poda
mo �k �nte�ral~ne

zobra�enn� qerez funk
�Ý U�ttekera:

R

III

1

(r) =

(�

III

1

)

�

III

1

r

�

III

1

�1

e

��

III

1

r=2

G(l + 1� �

III

1

)

�

1

Z

0

t

l��

III

1

e

�t

�

1 +

t

�

III

1

r

�

l+�

III

1

dt: (44)

4. Narext� v d�l�n
� pozitivnih znaqen~ ener��Ý

(E > 0), zg�dno z [11℄, otrima
mo taki� viraz dl�

rad��l~noÝ hvil~ovoÝ funk
�Ý:

R

E

l

(r) =

C

0E

l

e

p

2~E

�

m

0

E

�

1=4

(4~

�1

p

2m

0

Er)

l

2l + 1

�F

�

ie

2

2~E

0

r

m

0

E

; 2(l + 1); 4i~

�1

p

m

0

Er

�

�

�

�

r�r

0

+

C

1E

l

e

p

2~E

�

m

1

E

�

1=4

(4~

�1

p

2m

1

Er)

l

2l + 1

�F

�

ie

2

2~E

1

r

m

1

E

; 2(l + 1); 4i~

�1

p

m

1

Er

�

�

�

�

r�r

0

: (45)

Takim qinom, zadaqa pro spektr � hvil~ov� fun-

k
�Ý zar�d�enoÝ kvaz�qastinki (elektrona qi d�rki)

u superpozi
�Ý kulon�vs~kogo � rad��l~nogo pol� z

pr�mokutnim poten
��lom rozv'�zana toqno, a ot�e

modif�kovanim metodom Bete v zastosovanomu p�d-

hod� rozv'�zana zadaqa � pro spektr ta hvil~ov� fun-

k
�Ý eksitona v KT v seredoviw�.

Dosl�d�enn� spektr�v � hvil~ovih funk
�� eksito-

n�v u kvantovih toqkah, wo roztaxovan� v masivnih

seredoviwah, dl� konkretnih nanogeterosistem bu-

dut~ vikonan� v nastupnih robotah.
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BETHE'S METHOD IN THE THEORY OF ELECTRON LOCALIZED IN SPHERICAL

QUANTUM DOTS EMBEDDED INTO MASSIVE MEDIUM
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A general theory of ex
iton spe
trum in spheri
al quantum dots embedded into the massive medium has been

developed in the framework of Bethe's variational method whi
h makes it possible to take into a

ount not only

dis
rete states but also states of the 
ontinuous spe
trum.
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