
ЖУРНАЛ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ
т. 8, № 3 (2004) с. 211–222

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES
v. 8, No. 3 (2004) p. 211–222

КЛАСИФIКАЦIЯ РIВНЯНЬ РАРIТИ–ШВIНҐЕРА
В РIМАНОВОМУ ПРОСТОРI

Ю. М. Кудря
Астрономiчна обсерваторiя Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка

вул. Обсерваторна, 3, Київ, 04053, Україна
(Отримано 2 липня 2004 р.; в остаточному виглядi — 29 жовтня 2004 р.)

Проблему сумiсности в рiмановому просторi рiвнянь для пробного незарядженого масив-
ного поля спiну 3/2 розглянуто у два-спiнорному формалiзмi з погляду точних сукупностей
(за Пенроузом) спiнорних полiв. Рiвняння Рарiти–Швiнґера узагальнено шляхом побудови
всiх можливих лiнiйних диференцiяльних спiввiдношень мiж двома частинами вектор-спiнора
Рарiти–Швiнґера. Проведено класифiкацiю узагальнених рiвнянь, яка природно виникає при
побудовi точних сукупностей. Для тих випадкiв, коли це можливо, шляхом розгляду повно-
го набору умов iнтеґровности побудовано точнi сукупностi спiнорних полiв спiнiв 3/2 та 1/2.
Розглянуто приклади рiзних форм рiвнянь для масивного поля спiну 3/2, що трапляються
в лiтературi. Доведено калiбрувальну еквiвалентнiсть у просторах Айнштайна точних сукуп-
ностей на основi рiвнянь Дiрака–Фiрца–Паулi та точних сукупностей на основi узагальнених
рiвнянь Рарiти–Швiнґера, незалежно вiд їх класу.
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I. ВСТУП

Перше формулювання релятивiстської теорiї ма-
сивних полiв довiльного спiну дав Дiрак [1] у термiнах
незвiдних двовимiрних спiнорiв. Узагальнення теорiї
Дiрака в зовнiшньому електромагнетному полi приво-
дить, як це показали Фiрц та Паулi [2], до виникнення
умов сумiсности, якi взаємно обмежують структури
поля Максвелла та поля великого спiну. Для досяг-
нення сумiсности, а також для можливости виведення
рiвнянь з варiяцiйного принципу Фiрц та Паулi ввели,
зокрема при розглядi полiв спiну 3/2, додатковi поля
спiну 1/2. Включення ґравiтацiйної взаємодiї спричи-
няє подальшi проблеми. Несумiснiсть рiвнянь Дiрака–
Фiрца–Паулi у викривленому просторi-часi (ПЧ) за-
гальної теорiї вiдносности (ЗТВ) показав Бухдал [3].
Для сумiсности рiвнянь Бухдал також уводить додат-
ковi поля менших спiнiв [4].

На сьогоднi до опису полiв спiну 3/2 загальноприй-
нятим є пiдхiд Рарiти–Швiнґера [5]. У ньому викорис-
товується вектор-спiнор, який є звiдним представлен-
ням (1, 1)⊗[(1/2, 0)⊕(0, 1/2)] групи Лоренца та, отже,
мiстить, крiм незвiдних полiв спiну 3/2, також поля
спiну 1/2.

На основi пiдходу Рарiти–Швiнґера розроблено де-
кiлька варiянтiв лаґранжевих теорiй поля спiну 3/2
та вiдповiдних рiвнянь Рарiти–Швiнґера (РРШ), що,
зокрема, викликано неоднозначнiстю у виборi лаґ-
ранжiяна (див., наприклад, [6–10]). При цьому до-
датковi поля спiну 1/2 здебiльшого вважають нефi-
зичними i рiвняння для вектор-спiнора формулюють
так, щоб позбутися їх. (Зауважимо, що в ориґiналь-
ному формулюваннi [5] поля спiну 1/2 вилучаються
додатковими умовами.) З iншого боку, є свiдчення
того, що для опису барiонних резонансiв спiну 3/2
∆ (1232) та iнших додатковi ступенi вiльности спiну

1/2 мають фiзичний сенс [11,12]. Несумiснiсть РРШ
(принаймнi найуживанiшої їхньої версiї [7]) у зовнiш-
ньому електромагнетному полi в ПЧ, що не є прос-
тором Айнштайна, спричиняє, як показано в роботi
[13], аномальну поведiнку розв’язкiв (вiдомi явища
Джонсона–Судершана [14] та Вело–Цванцiґера [7]).

За таких обставин постає питання про можливе роз-
ширення кола версiй РРШ для отримання їхньої су-
мiсної системи як у плоскому, так i в загальному ви-
кривленому ПЧ, у якiй суттєву роль вiдiгравали б
поля спiну 1/2.

У нашiй статтi проблему сумiсности рiвнянь для
масивних незаряджених полiв спiну 3/2 розглянуто
з погляду можливости побудови точних сукупнос-
тей (ТС, exact set) незвiдних спiнорних полiв, якi
виникають при використаннi вектор-спiнора Рарiти–
Швiнґера. Поняття ТС сформулював Пенроуз [15]
для опису взаємодiючих спiнорних полiв. Концепцiя
ТС безпосередньо пов’язана з два-спiнорним форма-
лiзмом, але не поширилась належно внаслiдок ак-
тивнiшого використання чотирикомпонентних спiно-
рiв Дiрака. Побудова ТС є потрiбною для однознач-
ного подання розв’язкiв спiнорних рiвнянь методом
коварiянтних рядiв Тейлора та формулювання зада-
чi з початковими даними на iзотропному конусi [15].
Приклади ТС можна знайти у книзi [15], а також у
[16,17].

Ми не обмежуємося певною версiєю РРШ, а уза-
гальнюємо їх на основi всiх можливих диференцiяль-
них спiввiдношень мiж триiндексними два-спiнорами,
якi є частинами вектор-спiнора Рарiти–Швiнґера. Вi-
домi версiї РРШ можна отримати як частковi випад-
ки узагальнених РРШ.

У другому роздiлi роботи введено потрiбнi позна-
чення, визначено ТС спiнорних полiв, подано умови
iнтеґровности (УI) спiнорних рiвнянь у термiнах не-
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звiдних квазiдиференцiяльних операторiв для довiль-
ного поля у формi, зручнiй для аналiзу ТС. (Доклад-
нiше див. у [18]). Обґрунтовано найзагальнiшу форму
РРШ у два-спiнорному формалiзмi у третьому роздi-
лi, де також наведено необхiднi для подальшого УI
для полiв спiну 3/2 та спiну 1/2. У четвертому роз-
дiлi зроблено класифiкацiю узагальнених РРШ, яка
природно з’являється при побудовi ТС у довiльному
викривленому ПЧ ЗТВ. У тих випадках, коли це мож-
ливо, ТС побудовано. Приклади рiвнянь для масив-
них полiв спiну 3/2, якi наявнi в лiтературi, проаналi-
зовано за побудованою класифiкацiєю в п’ятому роз-
дiлi. У шостому роздiлi показано калiбрувальну еквi-
валентнiсть пiдходiв Дiрака–Фiрца–Паулi та Рарiти–
Швiнґера до опису незаряджених полiв у просторах
Айнштайна ЗТВ. У висновках обговорено отриманi
результати.

II. ТОЧНI СУКУПНОСТI СПIНОРНИХ ПОЛIВ

Нехай у ПЧ {M, g} ЗТВ iснує незвiдне (симет-
ричне за нештрихованими та штрихованими iндек-
сами) спiнорне поле ξA1...AmB′

1...B′
n

типу (m,n) спiну
s = (m+ n) /2 та спiральности h = (n−m) /2. Ко-
варiянтна похiдна вiд нього ∇EF ′ξA1...AmB′

1...B′
n
є звiд-

ним спiнорним полем типу (m,n) ⊗ (1, 1). У загаль-
ному випадку вона розкладається на чотири незвiднi
складовi:

(Aξ)A1...AmEB′
1...B′

nF ′ = ∇(F ′|(EξA1...Am)|B′
1...B′

n),

(Bξ)A2...AmB′
1...B′

nE′ = ∇X
(F ′|ξXA2...Am|B′

1...B′
n),

(Cξ)A1...AmEB′
2...B′

n
= ∇X′

(EξA1...Am)X′B′
2...B′

n
,

(Dξ)A2...AmB′
2...B′

m
= ∇XX′

ξXA2...AmX′B′
2...B′

n

типу (m+ 1, n+ 1), (m− 1, n+ 1), (m+ 1, n− 1) та
(m− 1, n− 1) вiдповiдно. (Iндекси в дужках симетри-
зованi, за винятком тих, що обмеженi вертикальними
рисками.) Оператор коварiянтного диференцiювання
визначає, отже, сукупнiсть чотирьох квазiдиференцi-
яльних операторiв {A,B,C,D}, i навпаки — за ре-
зультатами дiї цих операторiв на деяке спiнорне поле
вiдновлюється його коварiянтна похiдна. Дiя A визна-
чена при будь-яких m, n; B — приm ≥ 1, С — при n ≥
1, D — при m,n ≥ 1. У термiнах незвiдних операторiв
спiнорнi рiвностi є простiшими, їхнiй сенс стає прозо-
рiшим. Для спрощення формул уводимо позначення
〈ξ, η〉i,j для згортки спiнора ξ типу (m,n) зi спiнором
η типу (p,q) за i нештрихованими та j штрихованими
iндексами, (i ≤ min{m, p}, j ≤ min{n, q}). При цьо-
му приймаємо, що решта iндексiв симетризована та
iндекси пiдсумовування пiднятi у другого множника
у згортцi. Зокрема вираз 〈ξ, η〉0,0 означає симетризо-
ваний тензорний добуток спiнорiв ξ та η.

Нехай Σ={ξ,η, . . . } є сукупнiстю спiнорних полiв
рiзних спiнiв та спiральностей, якi задовольняють де-

якi диференцiяльнi рiвняння першого порядку з ко-
варiянтними похiдними. Сукупнiсть Σ є точною су-
купнiстю (ТС) спiнорних полiв за Пенроузом, якщо
виконуються двi умови:
а) усi симетризованi незвiднi похiднi

ξ(k) ≡ Akξ, η(k) ≡ Akη, ..., k = 0, 1, ..., (2.1)

можуть бути довiльно заданi в будь-якiй точцi p ∈M ;
b) усi iншi незвiднi похiднi всiх порядкiв визначають-
ся за спiнорами (2.1).

Сукупнiсть B =
{
ξ(k), η(k), ..., k = 0, 1, ...

}
утворює

спiнорний базис ТС Σ. З означення ТС випливає,
що коварiянтнi похiднi ∇kξ,∇kη, ..., k = 0, 1, ..., мож-
на визначити в термiнах базису B. В аналiтично-
му випадку це означає можливiсть обчислення спiн-
тензорних коефiцiєнтiв коварiянтного розкладу Тей-
лора для полiв iз Σ в околi деякої точки p ∈M , якщо
базиснi спiнори фiксованi в цiй точцi.

Для побудови ТС нам потрiбнi будуть УI спiнор-
них рiвнянь у формi комутацiйних спiввiдношень мiж
операторами A,B,C,D. Для їх отримання ми вико-
ристовуємо спiнорнi тотожности Рiчi для довiльного
спiн-вектора ζA у виглядi:

�EF ζA = ΨAEFXζ
X + 2ΛεA(EξF );

�EF ζA′ = ΦEFA′X′ζX′
, (2.2)

де �EF = ∇X′(E∇X′

F ) , ΨABCD та ΦABA′B′ — спiнори
Вейля та Рiчi вiдповiдно, 24Λ — скалярна кривина.
Тотожностi Рiчi, що застосованi для довiльного спiн-
тензора ξ типу (m, n), дають шiсть незвiдних умов,
якi ми подiляємо на двi групи. Умовами першої гру-
пи є [18]:

Bξ(1) =
m

m+ 1
ABξ − n〈Ψ̄, ξ〉0,1 −m〈Φ, ξ〉1,0, (2.3)

Cξ(1) =
n

n+ 1
ACξ −m〈Ψ, ξ〉1,0 − n〈Φ, ξ〉0,1, (2.4)

Dξ(1) =
n(n+ 2)(m+ 1)
(n+ 1)(m− n)

BCξ − m(m+ 2)(n+ 1)
(m+ 1)(m− n)

CBξ

+
m(m− 1)(n+ 2)

(m− n)
〈Ψ, ξ〉2,0 −

n(n− 1)(m+ 2)
(m− n)

〈Ψ̄, ξ〉0,2

−mn〈Φ, ξ〉1,1 − (m+ 2) (n+ 2)Λξ. (2.5)

Вони дають змогу обчислити B-, C- та D-компоненти
похiдних ξ(1) ≡ Aξ через поле ξ, спiнори кривини та
незвiднi похiднi вiд полiв Bξ,Cξ, якщо останнi є за-
даними. (Зауважимо, що умову (2.5) ми записали у
зручному для нас виглядi при m 6= n; але iснують
форми цiєї умови при m = n.) Аналогiчнi умови мож-
на записати для базисного спiнора ξ(k) ≡ Akξ; тодi
цi формули являтимуть собою формули диференцiю-
вання базисних спiн-тензорiв. Послiдовне застосуван-
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ня формул диференцiювання базисних спiнорiв дає
змогу обчислити коварiянтнi похiднi спiнорного поля,

якщо вiдомi похiднi першого порядку Bξ,Cξ.
Умовами другої групи є [18]:

DBξ − n

n+ 1
BDξ + (m− 2) 〈Ψ, ξ〉3,0 + n〈Φ, ξ〉2,1 = 0, m ≥ 2, (2.6)

DCξ − m

m+ 1
CDξ + (n− 2) 〈Ψ̄, ξ〉0,3 +m〈Φ, ξ〉1,2 = 0, n ≥ 2, (2.7)

CBξ −BCξ + (m− n)
{

ADξ

(m+ 1) (n+ 1)
+ 〈Φ, ξ〉1,1 + Λξ

}
+(n− 1) 〈Ψ̄, ξ〉0,2 − (m− 1) 〈Ψ, ξ〉2,0 = 0, m, n ≥ 1. (2.8)

Вони є диференцiяльними обмеженнями для незвiд-
них похiдних Bξ,Cξ,Dξ та виникають лише за вказа-
них умов на m та n.

Аналiз повної серiї УI (2.3-2.8) дає змогу побачити,
що сукупнiсть спiнорних полiв Σ={ξ,η, . . . } утворює
ТС тодi та лише тодi, коли всi незвiднi B-, C-, D-
компоненти коварiянтних похiдних ∇ξ,∇η, . . . визна-
чено через самi поля з Σ i, можливо, їхнi A-похiднi, та
коли УI другої групи (2.6)–(2.8), що записанi для кож-
ного з полiв iз Σ, стають тотожностями з урахуванням
указаних вище незвiдних похiдних [18]. Аналогiчний
пiдхiд для дослiдження ТС розроблено у працi [16].

Спiнорнi тотожностi Бiанкi в наших позначеннях
мають вигляд:

a) BΨ = CΦ; b) DΦ = −3AΛ. (2.9)

Далi ми припускаємо, що поля спiну 3/2 та 1/2 є проб-
ними та незарядженими, а фоновий викривлений ПЧ
визначається полями спiнорiв кривини, що задоволь-
няють тотожностi Бiанкi (2.9).

III. УЗАГАЛЬНЕНI РIВНЯННЯ
РАРIТИ–ШВIНҐЕРА

Нехай S є модулем спiн-векторних полiв на {M, g}
та S∗ є модулем комплексно-спряжених полiв. Розгля-
ньмо такi два модулi спiн-тензорних полiв:

H = S ⊗ S ⊗ S∗, Θ = S ⊗ S∗ ⊗ S∗. (3.1)

У формулюваннi Рарiти–Швiнґера масивне поле
спiну 3/2 описується вектор-спiнором ψα. У два-
спiнорному формалiзмi вiн еквiвалентний двом спiн-
тензорам:

ψα =
(
η̂AA′B

ϑ̂AA′B′

)
. (3.2)

Спiнори η̂AA′B ∈ H та ϑ̂AA′B′ ∈ Θ у загальному ви-
падку є звiдними. Ми приймаємо такий їхнiй розклад
на незвiднi складовi:

η̂AA′B = ηABA′ + εABρA′ , (3.3)

ϑ̂AA′B′ = ϑAA′B′ + γAεA′B′ . (3.4)

За допомогою оператора коварiянтного диференцiю-
вання та згортки зi спiнорною метрикою можна ви-
значити взаємнi лiнiйнi вiдображення модулiв (3.1).
Унаслiдок звiдности спiнорiв η̂AA′B та ϑ̂AA′B′ такi
вiдображення неоднозначнi. Далi ми запишемо най-
загальнiшу їхню форму, розглядаючи їх як дифе-
ренцiяльнi спiввiдношення для незвiдних компонент
ηABA′ , ϑAA′B′ спiну 3/2 та компонент ρA′ , γA спiну 1/2
полiв η̂AA′B и ϑ̂AA′B′ .

Вiдображення H → Θ. Є шiсть варiянтiв конструю-
вання спiн-тензора ϑ̂AA′B′ ∈ Θ з коварiантної похiдної
∇AA′ η̂BB′C (беручи до уваги перестановку штрихо-
ваних iндексiв) шляхом згортки з контраварiянтною
нештрихованою спiнорною метрикою. Вiдповiднi не-
звiднi диференцiяльнi спiввiдношення мають вигляд:

a) k0Bη + k1Aρ = ϑ, b) k2Dη + k3Cρ = 2γ, (3.5)

де коефiцiєнти ki, i = 0, ..., 3 для кожного з варiянтiв
згорток визначаються таблицею 1.

n Згортка k0 k1 k2 k3

1 ∇X
B′ η̂AA′X 1 −1 1 −1

2 ∇X
A′ η̂AB′X 1 −1 −1 1

3 ∇X
B′ η̂XA′A 1 1 1 1

4 ∇X
A′ η̂XB′A 1 1 −1 −1

5 ∇AB′ η̂ X
XA′ 0 2 0 2

6 ∇AA′ η̂ X
XB′ 0 2 0 −2

Таблиця 1. Коефiцiєнти залежностей (3.5).
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Загальне лiнiйне вiдображення H → Θ ми отриму-

ємо замiною ki → ki =
6∑

j=1

kj
i lj у (3.5) з довiльними

(комплексними в загальному випадку) коефiцiєнтами
l j . З урахуванням двох спiнорних тотожностей (тре-
тiй рядок у таблицi 1 є сумою першого та п’ятого, чет-
вертий — другого та шостого) загальне вiдображення
H → Θ є чотирипараметричним. Координатами та-
кого вiдображення є в нашому випадку коефiцiєнти
ki.

Вiзьмемо до уваги також можливiсть так зва-
них контактних перетворень вектор-спiнора Рарiти–
Швiнґера (див., наприклад, [10]):

ψα → ψα + dγαγβψ
β (3.6)

з деяким параметром d. (Тут γα — гамма-матрицi Дi-
рака.) Цi перетворення при незмiнностi ηABA′ , ϑAA′B′

означають рескалювання спiн-векторiв ρA′ та γA, що
еквiвалентно ототожненню лiнiйних комбiнацiй згор-
ток з таблицi 1 не зi спiнором ϑ̂AA′B′ , а зi спiнором
ϑ̂AA′B′ + aεA′B′ ϑ̂ X′

AX′ ≡ (1 + a) ϑ̂AA′B′ − aϑ̂AB′A′ , де
параметр а зв’язаний з d (точний вигляд зв’язку за-
лежить вiд два-спiнорної форми матриць Дiрака γα).
Тодi найзагальнiше вiдображення H → Θ є таким:

a) k0Bη + k1Aρ = ϑ, b) k2Dη + k3Cρ = k4γ, (3.7)

де k4 = 2 (2a+ 1). (Для повноти розгляду ми не вiд-
кидаємо синґулярний випадок a = − 1

2 .) Спiввiдно-
шення (3.7.b) вiдрiзняється вiд загальної залежности
трьох спiн-векторних полiв Dη,Cρ, γ завдяки сталим
коефiцiєнтам.

Вiдображення Θ → H приймаємо спряженим до
H → Θ. Тодi, роблячи у (3.7) замiну полiв та опе-
раторiв η ↔ ϑ, ρ↔ γ, B ↔ C та комплексне спря-
ження коефiцiєнтiв ki, маємо загальне вiдображення
Θ → H:

a) k̄0Cϑ+ k̄1Aγ = η, b) k̄2Dϑ+ k̄3Bγ = k̄4ρ. (3.8)

Унiтарний множник комплексного числа k0 завжди
можна внести у спiнори η̂AA′B та ϑ̂AA′B′ , тодi k0 мож-
на вважати дiйсним.

Спiввiдношення (3.7) та (3.8) (з дiйсним k0) ми на-
зиваємо узагальненими РРШ. Приклади їхнiх окре-
мих випадкiв буде наведено в роздiлi 5.

Далi, базуючись на рiвняннях (3.7), (3.8), шля-
хом дослiдження їхнiх УI ми будемо конструюва-
ти ТС полiв, якi мiститимуть насамперед чоти-
ри незвiднi складовi ηABA′ , ϑAA′B′ , ρA′ , γA вектор-
спiнора Рарiти–Швiнґера та ще два поля спiну 3/2
ζABC , ξA′B′C′ , що визначаються незвiдними похiдни-
ми полiв ηABA′ , ϑAA′B′ :

a) Cη = ζ, b) Bϑ = ξ. (3.9)

Для зручности ми також уводимо до розгляду поля
спiну 1/2: диверґенцiї αA, µA′ полiв спiну 3/2

a) Dη = α, b) Dϑ = µ (3.10)

та ротори βA, νA′ полiв спiну 1/2

a) Cρ = β, b) Bγ = ν. (3.11)

Рiвняння (3.7.b) та (3.8.b) встановлюють лiнiйнi за-
лежностi зi сталими коефiцiєнтами мiж трьома поля-
ми αA, βA, γA спiральности −1/2 та трьома полями
µA′ , νA′ , ρA′ спiральности 1/2. Побудованi нижче ТС
мiститимуть щонайбiльше чотири поля спiну 3/2 та
чотири з шести незалежнi поля спiну 1/2. Побудова
ТС означає визначення дванадцяти незвiдних В-, С-,
D-похiдних

Bζ,Cη,Dη,Bη,Cϑ,Dϑ,Bϑ,Cξ,Bβ,Bγ,Cν,Cρ (3.12)

вiд восьми полiв

{ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , βA, γA, νA′ , ρA′},

якщо за незалежнi прийняти поля βA, γA та νA′ , ρA′ .
Далi за незалежнi в деяких випадках ми будемо при-
ймати також iншi поля спiну 1/2, а саме, поля αA, γA

та µA′ , ρA′ . Тодi у списку (3.12) слiд замiнити Bβ на
Bα та Cν на Cµ.

Вихiднi спiввiдношення (3.7)–(3.11) визначають
щонайбiльше вiсiм похiдних

Cη,Dη,Bη,Cϑ,Dϑ,Bϑ,Bγ,Cρ

зi списку (3.12). Решту похiдних ми отримаємо з УI
вихiдних рiвнянь. Для чотирьох полiв спiну 3/2 пов-
ний набiр УI другої групи (умов зв’язку) вигляду
(2.6)–(2.8) складають такi шiсть умов:

DBζ + 〈Ψ, ζ〉3,0 = 0; (3.13)

CBη −BCη +
1
6
ADη − 〈Ψ, η〉2,0

+〈Φ, η〉1,1 + Λη = 0; (3.14)

DBη − 1
2
BDη + 〈Φ, η〉2,1 = 0; (3.15)

BCϑ− CBϑ+
1
6
ADϑ− 〈Ψ̄, ϑ〉0,2

+〈Φ, ϑ〉1,1 + Λϑ = 0; (3.16)

DCϑ− 1
2
CDϑ+ 〈Φ, ϑ〉1,2 = 0; (3.17)

DCξ + 〈Ψ̄, ξ〉0,3 = 0. (3.18)
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Поля спiну 1/2 умов зв’язку не дають. Для них пов-
ний набiр УI вичерпується умовами першої групи
(2.3)–(2.5). Для спiнорiв αA, µA′ спiральности −1/2 та
1/2 вони мають вiдповiдно вигляд:

a) BAα =
1
2
ABα− 〈Φ, α〉1,0;

b) CAα = −〈Ψ, α〉1,0;

c) DAα = −3
2
CBα− 6Λα; (3.19)

a) CAµ =
1
2
ACµ− 〈Φ, µ〉0,1;

b) BAµ = −〈Ψ̄, µ〉0,1;

c) DAµ = −3
2
BCµ− 6Λµ. (3.20)

Для iнших полiв спiну 1/2 маємо аналогiчнi умови.

IV. КЛАСИФIКАЦIЯ РIВНЯНЬ
РАРIТИ–ШВIНҐЕРА

Розгляньмо можливостi побудови ТС, ґрунтуючись
на узагальнених РРШ (3.7), (3.8). Похiднi Bη,Cϑ ви-
значаються з (3.7.a) та (3.8.a), якщо k0 6= 0. У цьому
випадку

a) Bη = mϑ+ kAρ, b) Cϑ = mη + k̄Aγ, (4.1)

де позначено m = k−1
0 , k = −k1k

−1
0 . Якщо до то-

го ж k2 6= 0, то з (3.7.b) та (3.8.b) можна визначити
похiднi

a) Dη = pβ + qγ (≡ α) , b) Dϑ = p̄ν + q̄ρ (≡ µ) , (4.2)

де p = −k3k
−1
2 , q = k4k

−1
2 .

Пiдстановка похiдних Bη, Dη, Сϑ, Dϑ з (4.1), (4.2)
в умови зв’язку (3.14) i (3.16) та врахування (3.19.а),
(3.20.а) приводить до рiвнянь для додаткових полiв
спiну 3/2, що визначенi у (3.9):

Bζ = (m2 + Λ)η +
1
6
Aλ− k〈Φ, ρ〉0,1

− 〈Ψ, η〉2,0 + 〈Φ, η〉1,1, (4.3.a)

Cξ = (m2 + Λ)ϑ+
1
6
Aω − k̄〈Φ, γ〉1,0

− 〈Ψ̄, η〉0,2 + 〈Φ, ϑ〉1,1. (4.3.b)

Тут уведено позначення для полiв:

a) λ ≡ ∆1β + ∆2γ, b) ω ≡ ∆̄1ν + ∆̄2ρ, (4.4)

де також позначено сталi:

∆1 ≡ p+ 3k, ∆2 ≡ q + 6mk̄. (4.5)

Пiдстановка похiдних Bη, Dη, Сϑ, Dϑ з (4.1), (4.2) в
умови зв’язку (3.15) i (3.17) та врахування (3.19.с),
(3.20.с) пiсля деяких обчислень дають вiдповiдно та-
кi рiвняння:

∆1Bβ = (2mp̄− q) ν + 2mq̄ρ+ 2K1, (4.6.a)

∆̄1Cν = (2mp− q̄)β + 2mqγ + 2K2, (4.6.b)

де через K1 та K2 позначено комiтанти спiнора Рi-
чi, скалярної кривини та незвiдних складових вектор-
спiнора Рарiти–Швiнґера:

a) K1 ≡ 〈Φ, η〉2,1 − 6kΛρ,

b) K2 ≡ 〈Φ, ϑ〉1,2 − 6k̄Λγ. (4.7)

Решта умов зв’язку, а саме (3.13) та (3.18), стають
тотожностями пiсля пiдставляння похiдних Bζ,Cξ з
(4.3).

Випадок 1 (загальний). Таким чином, якщо
∆1 6= 0, то дванадцять незвiдних рiвнянь (4.1),
(4.2), (3.9), (3.11), (4.3), (4.6) iз урахуванням позна-
чень (4.4), (4.5) та (4.7) визначають усi дванадцять
похiдних списку (3.12) i, отже, вiсiм полiв Σ1 =
{ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , βA, γA, νA′ , ρA′} утворю-
ють ТС.

Випадок 2. Якщо ∆1 = 0, то рiвняння (4.6) не
визначають похiдних Bβ,Cν, а набирають вигляду:

a) ∆2ν = 2mq̄ρ+ 2K1, b) ∆̄2β = 2mqγ + 2K2. (4.8)

Якщо ∆2 6= 0, то замiсть диференцiяльних рiвнянь
для βA, νA′

, як у випадку 1, (4.8) дають алґебраїч-
нi вирази для цих полiв через iншi поля, i, отже, цi
поля вилучаються зi сукупности полiв. Замiсть (3.11)
маємо рiвняння:

a) Bγ = 2∆−1
2 (mq̄ρ+K1) ,

b) Cρ = 2∆̄−1
2 (mqγ +K2) , (4.9)

а рiвняння (4.2) набирають вигляду:

a) Dη = ∆̄−1
2 (qq̄γ − 6kK2),

b) Dϑ = ∆2
−1(qq̄ρ− 6k̄K1). (4.10)

У цьому випадку шiсть полiв

Σ2 = {ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , γA, ρA′}
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утворюють ТС. Десять похiдних

Bζ,Cη,Dη,Bη,Cϑ,Dϑ,Bϑ,Cξ,Bγ,Cρ

визначаються десятьма рiвняннями (4.1), (3.9), (4.3)
(з урахуванням позначень (4.4) при ∆1 = 0), (4.9),
(4.10) (з урахуванням позначень (4.7)).

Випадок 3. Якщо на додаток до ∆1 = 0 покласти
∆2 = 0, то умови (4.8) перетворюються на алґебраїчнi
умови сумiсности (умови Бухдала), якi з урахуванням
(4.7) можна записати так:

a) 6
(
m2 + Λ

)
kρ = 〈Φ, η〉2,1 ,

b) 6
(
m2 + Λ

)
k̄γ = 〈Φ, ϑ〉1,2 . (4.11)

Умови (4.11) є взаємними обмеженнями незвiдних
складових поля Рарiти–Швiнґера та спiнорiв криви-
ни. Якщо ПЧ не є Айнштайновим, Φ 6= 0, так само,
як i k 6= 0, то (4.11) дають змогу алґебраїчно вира-
зити поля γA, ρA′ спiну 1/2 через поля ηABA′ , ϑAA′B′ ,
та, таким чином, виключити поля спiну 1/2 зi сукуп-
ности полiв, що розглядаються. Але побудова ТС у
цьому разi є проблематичною або навiть неможли-
вою. Справдi, пiдстановка γA, ρA′ з (4.11) у вихiднi
РРШ (4.1) та (4.2) приводить до ситуацiї, коли по-
хiднi Bη,Dη,Cϑ,Dϑ, якi спочатку були в лiвих час-
тинах рiвнянь, з’являються пiсля незвiдних диферен-
цiювань комiтантiв 〈Φ, η〉2,1 та 〈Φ, ϑ〉1,2 також у пра-
вих частинах рiвнянь у виглядi згорток зi спiнором
Рiчi. Можливiсть алґебраїчного розв’язання цих рiв-
нянь стосовно похiдних Bη,Dη,Cϑ,Dϑ та прийняття
за незалежнi А-похiднi полiв спiну 3/2 залежить вiд
алґебраїчної структури спiнора Рiчi та має бути дослi-
джена додатково. Це, однак, виходить за межi нашої
роботи.

При k = 0 або m2 + Λ = 0 (скалярна кривина при
цьому мусить бути сталою) умови (4.11) набирають
вигляду:

a) 〈Φ, η〉2,1 = 0, b) 〈Φ, ϑ〉1,2 = 0. (4.12)

Тодi в загальних просторах (Φ 6= 0) задовольнити
умови Бухдала вибором полiв γA, ρA′ неможливо, так
само неможливо й побудувати ТС.

У ПЧ Айнштайна (Φ = 0) є три можливостi задо-
вольнити умови Бухдала (4.11).

1) Якщо m2 + Λ = 0 (у ПЧ Айнштай-
на скалярна кривина R ≡ 24Λ є сталою),
то поля γA, ρA′

можуть бути вiдмiнними вiд
нуля. Тодi маємо сукупнiсть восьми полiв
{ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , βA, γA, νA′ , ρA′} з рiв-
няннями:

a) Bζ = −〈Ψ, η〉2,0, b) Cη = ζ,

c) Dη = −3(kβ + 2mk̄γ), d) Bη = mϑ+ kAρ,

e) Bϑ = mη + k̄Aγ, f) Dϑ = −3(k̄ν + 2mkρ),

g) Bϑ = ξ, h) Cξ = −〈Ψ̄, ϑ〉0,2,

i) Bγ = ν, j) Cρ = β. (4.13)

Рiвняння (4.13) у цьому випадку є повним набором
рiвнянь, що мiстять вихiднi рiвняння та повну серiю
їхнiх УI. Але пiсля врахування всiх УI похiднi Bβ та
Cν лишаються довiльними, i, отже, сукупнiсть полiв
{ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , βA, γA, νA′ , ρA′} не є ТС.
Рiвняння для полiв βA, νA′

, тобто вирази для похiд-
них Bβ та Cν, або вирази для самих полiв βA, νA′

можуть бути для отримання ТС заданими довiльно.
Наприклад, можна покласти βA = 0, νA′ = 0, тоб-
то вважати γA, ρA′

розв’язками рiвнянь Вейля, тодi
сукупнiсть {ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , γA, ρA′} стає
ТС.

2) Якщо k = 0, то поля γA, ρA′
, узагалi кажучи, вiд-

мiннi вiд нуля, як i в попередньому випадку, але вони
не входять у рiвняння для чотирьох полiв спiну 3/2,
тобто в цьому разi вiдокремлюється точна пiдсукуп-
нiсть Σ3,0 = {ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′} лише полiв
спiну 3/2 з рiвняннями:

a) Bζ = (m2 + Λ)η − 〈Ψ, η〉2,0, b) Cη = ζ,

c) Dη = 0, d) Bη = mϑ,

e) Bϑ = mη, f) Dϑ = 0,

g) Bϑ = ξ, h) Cξ = (m2 + Λ)ϑ− 〈Ψ̄, ϑ〉0,2. (4.14)

При цьому поля спiну 1/2 не утворюють ТС. Cистема
рiвнянь для них не визначена, вона складається лише
з означень (3.11) полiв βA, νA′ .

3) Якщо γA = 0, ρA′ = 0, то тодi у просторах Ай-
нштайна маємо ТС Σ3,0 з рiвняннями (4.14).

Випадок 4. Якщо k2 = 0, k3 6= 0, то визначити
з рiвнянь (3.7.b), (3.8.b) похiднi Dη ≡ α та Dϑ ≡ µ
через iншi поля спiну 1/2 неможливо. У цьому ра-
зi ми вважаємо поля αA, µA′ незалежними. Рiвняння
(3.7.b) та (3.8.b) тодi є лiнiйними залежностями мiж
βA, γA та νA′ , ρA′ або, що еквiвалентно, дають
рiвняння:

a) Bγ = h̄ρ, b) Cρ = hγ, (4.15)

де h = k4/k3. Поля βA, νA′ виключаються зi сукупнос-
ти. УI (3.14), (3.16) дають рiвняння для ζABC , ξA′B′C′

у формi (4.3), але з iншими виразами для λA, ωA′ :

a) λ = α+ 3(2mk̄ + hk)γ,

b) ω = µ+ 3(2mk + h̄k̄)ρ. (4.16)

УI (3.15) та (3.17) набирають вигляду рiвнянь для αA

та µA′ :
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a) Bα = 2mµ− 3khh̄ρ+ 2K1,

b) Cµ = 2mα− 3k̄hh̄γ + 2K2. (4.17)

Дванадцять незвiдних рiвнянь (4.1), (3.9), (3.10),
(4.15), (4.17) та (4.3) з урахуванням (4.16) визнача-
ють усi дванадцять похiдних вiд полiв сукупности
Σ4 = {ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , αA, γA, µA′ , ρA′},
яка, таким чином, є ТС.

Випадок 5. Якщо k2 = 0 та k3 = 0, але k4 6=
0, то ρA′ = 0, γA = 0, за незалежнi приймає-
мо поля αA, µA′ та приходимо до ТС шести полiв
Σ5 = {ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , αA, µA′} iз систе-
мою рiвнянь, якi отримуємо зi системи рiвнянь ви-
падку 4 при k = 0 та виключенням рiвнянь (4.15).

Випадок 6. Якщо k2 = k3 = k4 = 0, то за вихiд-
нi маємо лише рiвняння (4.1). Вiдсутнiсть будь-якої
залежности мiж полями спiну 1/2 не дає змоги роз-
дiлити похiднi Bα,Bβ та Cµ,Cν в УI (3.15) та (3.17),
якi набирають форми:

a) B(α+ kβ) = 2mµ+ 2K1,

b) C(µ+ k̄ν) = 2mα+ 2K2. (4.18)

З УI (3.14) та (3.16) випливають рiвняння (4.3) з

a) λ = α+ 3kβ + 6mk̄γ,

b) ω = µ+ 3k̄ν + 6mkρ. (4.19)

Отже, ми маємо дванадцять рiвнянь (4.1),
(3.9), (3.10), (3.11), (4.18), (4.3) з урахуван-
ням (4.19), якi визначають дванадцять iз чотир-
надцяти B -, C -, D-похiдних для десяти полiв
{ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , αA, βA, γA, µA′ , νA′ , ρA′}.
ТС можна отримати пiсля накладання додаткових
умов, якi б роздiлили похiднi Bα,Bβ та Cµ,Cν у
(4.18).

Якщо k = 0, то вiдокремлюється ТС {ζABC , ηABA′ ,
ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , αA, µA′} випадку 5, а система рiвнянь
для решти полiв зводиться до визначень (3.11).

Для повноти розгляду ми беремо до уваги можли-
вiсть виконати умову k0 = 0, яка означає вилучення
полiв спiну 3/2 зi сукупности, оскiльки з (3.7.а) та
(3.8.а) маємо:

a) η = k̄1Aγ b) ϑ = k1Aρ. (4.20)

УI зв’язку (3.13)–(3.18) для цього випадку стають то-
тожностями з урахуванням УI (3.19) та (3.20) для по-
лiв спiну 1/2. Пiдстановкою (4.20) у (3.7.b) та (3.8.b)
отримуємо:

a) 3k̄1k2Cν = 2k3β − 2
(
k4 + 6k̄1k2Λ

)
γ,

(4.21)

b) 3k1k̄2Bβ = 2k̄3ν − 2
(
k̄4 + 6k1k̄2Λ

)
ρ.

Випадок 7. Якщо k1k2 6= 0 , то система (4.21)
дає вираз для Cν,Bβ. Разом з (3.11) ми маємо вирази
для всiх чотирьох похiдних Bβ,Bγ,Cν,Cρ та, таким
чином, сукупнiсть {βA, γA, νA′ , ρA′} є ТС.

Випадок 8. Якщо k0 = 0 та k1k2 = 0 , але
k3 6= 0 , то (4.21) дає змогу алґебраїчно визначити
ν, β через ρ, γ. Тодi маємо рiвняння вигляду (4.15) при
h = k4/k3 та ТС двох полiв{γA, ρA′}. Перевизна-
ченням {γA, ρA′} множник h можна зробити дiйсним,
тодi рiвняння (4.15) є рiвняннями Дiрака.

Випадок 9. Якщо k0 = 0, k1k2 = 0, k3 = 0, то
або всi поля перетворюються в нуль, або для них не
виникає нiяких рiвнянь.

V. ПРИКЛАДИ СУКУПНОСТЕЙ
РАРIТИ–ШВIНҐЕРА

У цьому роздiлi ми розглянемо з погляду побудова-
ної класифiкацiї версiї рiвнянь для масивних пробних
незаряджених полiв спiну 3/2, якi трапляються в лi-
тературi.

5.1 У пiдходi Дiрака–Фiрца–Паулi [1,2] масивне по-
ле спiну 3/2 описується незвiдними спiнорами. У на-
ших позначеннях - це спiнори ηABA′ , ϑAA′B′ з рiвнян-
нями:

a) ∇BA′ηB
AB′ = −mϑAA′B′ ,

b) ∇AB′ϑB′

BA′ = −mηABA′ . (5.1)

Цi рiвняння мають незвiдну форму (4.1), (4.2) при

k = 0, p = 0, q = 0. (5.2)

У цьому разi ∆1 = 0,∆2 = 0 i отримуємо випадок 3
з обмеженнями Бухдала (4.12). У ПЧ Айнштайна —
ТС Σ3,0.

5.2. Cиметризацiя iндексiв у лiвих частинах рiвнянь
(5.1) дає змогу уникнути обмежень Бухдала (4.12). У
такiй формi рiвняння використовували багато авторiв
(див., наприклад, [17]). Вiдповiднi незвiднi рiвняння
мають форму (4.1) з k = 0, рiвняння (4.2) при цьому
не з’являються. Маємо ТС випадку 5. Рiвняння для
цiєї ТС автор ранiше отримав у роботi [18].

5.3. У працi [19] лiнеарiзованi рiвняння суперґравi-
тацiї для поля спiну 3/2 записано в ПЧ Айнштайна в
такiй два-спiнорнiй формi:

∇XA′ η̂ X
AB′ −∇AB′ η̂ X

XA′

= ig
[
2 (η̂B′AA′)∗ − (η̂A′AB′)∗

]
, g2 = −Λ, (5.3)

(зiрочка тут означає комплексне спряження, яке та-
кож у простiших формулах позначається рискою).
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Опис зроблено в термiнах спiнора Майорани у вигля-
дi (3.2) з умовою:

ϑ̂AA′B′ = −i(η̂AA′B)∗. (5.4)

Незвiдна форма рiвняння (5.3):

a) Bη = −Aρ− igη̄; b) Dη = 3Cρ− 6igρ̄. (5.5)

Якщо вiдмовитися вiд умови (5.4), що означає замiну
в (5.5) −iη̄,−iρ̄ на ϑ, γ вiдповiдно, то приходимо до
рiвнянь (4.1), (4.2) з параметрами:

m = g, k = −1, p = 3, q = 6m. (5.6)

Тодi ∆1 = 0,∆2 = 0 i ми маємо частковий випадок 3
зi сумiсною системою рiвнянь (4.13) для восьми полiв,
яку необхiдно доповнювати для побудови ТС.

5.4 В ориґiнальному формулюваннi РРШ мають ви-
гляд [5]:

(γα∇α +m′)ψβ = 0. (5.7)

з додатковою умовою

γαψα = 0. (5.8)

Ми приймаємо для матриць Дiрака такий два-
спiнорний запис [15]:

γε =
√

2
(

0 εEAε
B′

E′

εE′A′ε B
E 0

)
, (5.9)

(при цьому γ(αγβ) = −gαβI) та отримуємо два-
спiнорну форму рiвнянь (5.7):

a) ∇BB′ η̂ B
AA′ =

m′
√

2
ϑ̂AA′B′ ,

b) ∇̂BB′ ϑ̂ B′

AA′ =
m′
√

2
η̂AA′B . (5.10)

(Тут i далi ми перетворюємо рiзнi записи РРШ у
два-спiнорний, використовуючи зображення гамма-
матриць Дiрака у просторi Мiнковського, а потiм уза-
гальнюємо рiвняння шляхом замiни часткової похiд-
ної коварiянтною.)

Рiвняння (5.10) мають незвiдну форму (4.1), (4.2) з
параметрами:

m = −m
′

√
2
, k = 1, p = 1, q = 2m. (5.11)

При цьому ∆1 ≡ p + 3k = 4 6= 0, i ми
одержуємо перший випадок рiвнянь та ТС Σ1 =
{ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′ , βA, γA, νA′ , ρA′} з двома
парами полiв спiну 1/2.

Додатковi умови (5.8) означають γA = 0, ρA′ = 0,
звiдси також βA = 0, νA′ = 0. Тодi з (4.6) у за-
гальних ПЧ отримуємо обмеження Бухдала (4.12).
У ПЧ Айнштайна маємо ТС чотирьох полiв спiну
3/2 Σ3,0 = {ζABC , ηABA′ , ϑAA′B′ , ξA′B′C′} з рiвняння-
ми (4.14). Зокрема звiдси випливає, що формулюван-
ня Дiрака–Фiрца–Паулi, описане у роздiлi (5.1), є ек-
вiвалентним формулюванню Рарiти–Швiнґера з рiв-
няннями (5.7) та (5.8), якщо врахувати повний набiр
УI. Додатковi умови (5.8), крiм того, що вони приво-
дять до появи умов Бухдала та порушення точности
сукупности полiв, зазнають критики також з iнших
мiркувань [20].

5.5. Ґ. Вело та Д. Цванцiґер [7] використовували
РРШ у такому виглядi (ми розглядаємо лише “неза-
ряджений” варiянт рiвнянь):

(
iγ5ε

γδ
αβ γβ∇γ +m′γ δ

α

)
ψδ = 0, (5.12)

де γ[αγβ] = γαβ . Приймаючи для γ-матриць два-
спiнорну форму, як у (5.9), але з додатковим множен-
ням правої частини на уявну одиницю i для забезпе-
чення спiввiдношення γ(αγβ) = gαβI, прийнятого в
статтi [7], та для γ5 форму [15]:

iγ5 =
(
ε B

A 0
0 −ε B′

A′

)
,

ми отримуємо два-спiнорний запис рiвнянь (5.12):

∇BA′ η̂ B
AB′ −∇AB′ η̂ B

BA′ =
m′
√

2

(
ϑ̂AA′B′ − 2ϑ̂AB′A′

)
; (5.13.a)

∇AB′ ϑ̂ B′

BA′ −∇BA′ ϑ̂ B′

AB′ =
m′
√

2
(η̂AA′B − 2η̂BA′A) . (5.13.b)
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Параметри незвiдних рiвнянь (4.1), (4.2) в цьому ви-
падку такi:

m =
m′
√

2
, k = −1, p = 3, q = 6m. (5.14)

Маємо ∆1 = 0, ∆2 = 0 та належнiсть до випадку 3
з обмеженнями Бухдала. Значення параметрiв (5.14)
такi, як у (5.6) прикладу (5.3), але тут немає додат-
кових умов m2 + Λ = 0 та Φ = 0.

Зауважимо, що в роботi Фрауендiнера [13] помил-
ково з (5.12) отримано два-спiнорну форму, вiдмiнну

вiд (5.13) та не еквiвалентну до (5.13). Але незвiднi
рiвняння (4.1), (4.2) записанi правильно, вони вiдповi-
дають параметрам (5.14). Тому основний висновок ро-
боти [13] про необхiднiсть взяти до уваги умови Бух-
дала (4.11) (якi для незаряджених полiв збiгаються
з умовою (23) у [13]) ранiше всiх iнших розглядiв є
правильним.

5.6. Бухдал у працi [4] описує метод узагальнення
рiвнянь Фiрца–Паулi для масивного поля довiльного
спiну шляхом уведення додаткових членiв для забез-
печення сумiсности рiвнянь у довiльному ПЧ ЗТВ.
Для спiну 3/2, узагальнюючи рiвняння (5.1), вiн при-
ходить до таких рiвнянь (у наших позначеннях):

∇BA′ηB
AB′ = −mϑAA′B′ + 2∇AB′ρA′ −∇AA′ρB′ + 3mεA′B′γA, (5.15.a)

∇AB′ϑ B′

BA′ = −mηABA′ + 2∇BA′γA −∇AA′γB + 3mεABρA′ . (5.15.b)

Цi рiвняння еквiвалентнi до рiвнянь (5.13), їх отримуємо з (5.13)з урахуванням розкладу на незвiднi складовi
(3.3) та (3.4). Незвiдна форма має параметри, як у (5.14). Зауважимо, що вирази для полiв спiну 1/2, якi подав
Бухдал у рiвняннi (4.3), еквiвалентнi обмеженням (23) Фрауендiнера [13] та нашим виразам (4.11).

5.7. У [8] РРШ взято у виглядi:

γαβγ∇βψγ +m1ψ
α +m2γ

αβψβ = 0. (5.16)

де γαβγ = γ[αγβγγ]. Застосовуючи для гамма-матриць вираз (5.9), отримуємо два-спiнорну форму рiвнянь
(5.16):

∇BA′ η̂ B
AB′ −∇AB′ η̂ B

BA′ =
m2 −m1√

2
ϑ̂AA′B′ − 2m2√

2
ϑ̂AB′A′ , (5.17.a)

∇AB′ ϑ̂ B′

BA′ −∇BA′ ϑ̂ B′

AB′ =
m2 −m1√

2
η̂AA′B −

2m2√
2
η̂AB′A. (5.17.b)

Незвiднi рiвняння (4.1), (4.2) в цьому разi мають такi параметри:

m =
m1 +m2√

2
, k = −1, p = 3, q =

√
2(3m2 −m1). (5.18)

Тодi ∆1 = 0, ∆2 = −4
√

2m1. Якщо m1 6= 0, то маємо випадок 2 з однiєю парою полiв спiну 1/2. Якщо
m1 = 0, то приходимо до випадку 3, еквiвалентного формi рiвнянь Вело–Цванцiґера [7].

5.8. Сучасна теорiя масивного поля спiну 3/2 (див.,наприклад, [10]) ґрунтується на однопараметричнiй сiм’ї
лаґранжiянiв L = ψ̄αLαβψ

β , де

Lαβ = Oαβ(a)
i

2
(γβγ∇̃+ ∇̃γβγ)Oγδ(a) (5.19)

та ∇̃ = γα
(
∇α + 1

4 im
′γα

)
, Oαβ (a) = gαβI + 1

4 (ea − 1) γαγβ . Польовi рiвняння

(
γβγi∇̃+ i∇̃γβγ

)
Oγδ (a)ψδ = 0 (5.20)

мають такий два-спiнорний запис (гамма-матрицi вибираємо такими, як i у прикладi 5.5):

∇BA′ η̂ B
AB′ + (ea − 2)∇AB′ η̂ B

BA′ +
1
2

(1− ea)∇AA′ η̂ B
BB′ =

m′

2
√

2

[
(3ea − 7) ϑ̂AB′A′ − (3ea − 5) ϑ̂AA′B′

]
, (5.21.a)
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∇AB′ ϑ̂ B′

BA′ + (ea − 2)∇BA′ ϑ̂ B′

AB′ +
1
2

(1− ea)∇AA′ ϑ̂ B′

BB′ =
m′

2
√

2
[(3ea − 7) η̂BA′A − (3ea − 5) η̂AA′B ] . (5.21.b)

Параметри незвiдних рiвнянь (4.1) та (4.2):

m = −m
′

√
2
, k = ea − 2, p = −3k, q = −6mk. (5.22)

Рiвняння належать до випадку 3 при будь-якому a.
При a = 0 маємо вигляд рiвнянь Вело–Цванцiґера.

Зазначимо, що варiювання лаґранжiяна L =
ψ̄αLαβψ

β з Lαβ у формi (5.22) за спряженим спiнором
ψ̄α дає, точно кажучи, не рiвняння (5.20), а рiвняння,
що отримуються з (5.20) множенням злiва на Oαβ(a).
Тодi замiсть (5.21) одержуємо iншу два-спiнорну фор-
му рiвнянь. При цьому незвiднi рiвняння (4.1) лиша-
ються тими ж, а рiвняння (4.2) будуть помноженими
на k = ea − 2. Отже, рiвняння Ейлера–Лаґранжа для
лаґранжiяна зi спiнор-матрицею (5.19) мiстять також
i синґулярний випадок k = 0, що еквiвалентно при-
йняттю симетризованих рiвнянь Дiрака–Фiрца–Паулi
прикладу (5.2), якi дають ТС випадку 5.

5.9. У роботi [9] використано РРШ у виглядi:

(
∇̃+ im′

)
ψα −

1
3

(∇αΓ + γα∇ • ψ)

+
1
3
γα

(
∇̃ − im′

)
Γ = 0, (5.23)

де ∇̃ = γα∇α, Γ = γαψα, ∇ • ψ = ∇αψα. Викорис-
товуючи для гамма-матриць запис, як у прикладi 5.5,
отримуємо два-спiнорну форму (5.21) при ea = 7/3.

5.10. Альтернативне до (5.19) подання однопара-
метричної сiм’ї лаґранжiянiв запропоновано в [6,12]:

Lαβ =
(
i∇̃ −m′

)
gαβ + 2iaγ(α∇β)

+
ib

2
γα∇̃γβ + cm′γαγβ , (5.24)

де a є довiльним параметром, 2a + 1 6= 0, b = 3a2 +
2a+1, c = 3a2 +3a+1, оператор ∇̃ такий самий, як у
попередньому прикладi 5.9. Два-спiнорний запис по-
льових рiвнянь при 2a + 1 6= 0 має вигляд (5.21) при
ототожненнi:

ea0 − 2 = k = 2a+ 1, (5.25)

де параметр а0 є тим же параметром a, що й у прикла-
дi 5.8. Так само, як i у прикладi 5.8, незвiднi рiвняння
(4.2) треба додатково помножити на k ≡ 2a+1, тобто
незвiднi рiвняння мiстять також синґулярний випа-

док, який приводить до ТС випадку 5.

VI. КАЛIБРУВАЛЬНА ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ
ТС ДIРАКА–ФIРЦА–ПАУЛI ТА

РАРIТИ–ШВIНҐЕРА У ПРОСТОРАХ
АЙНШТАЙНА

Неважко побачити, що в ПЧ Айнштайна
(ΦABA′B′ = 0) у тих чотирьох випадках 1, 2, 4, 5,
коли однозначно будуються ТС, у рiвняннях для по-
лiв спiну 1/2 зникають члени, що мiстять поля спiну
3/2, тобто вiдокремлюються точнi пiдсукупностi по-
лiв спiну 1/2, якi, крiм того, внаслiдок сталости у ПЧ
Айнштайна скалярної кривини, стають iнварiянтни-
ми (за визначенням Р.Пенроуза) ТС. Для шостого
випадку при Φ = 0 з недовизначеної системи рiвнянь
для полiв спiну 1/2 також зникають члени з полями
спiну 3/2. Крiм того, неважко показати, що в усiх
цих п’яти випадках при m2 + Λ 6= 0 калiбрувальними
перетвореннями полiв спiну 3/2

η → η′ = η +
Aλ

6 (m2 + Λ)
,

ϑ→ ϑ′ = ϑ+
Aω

6 (m2 + Λ)
(6.1)

та вiдповiдними перетвореннями iнших полiв з рiв-
нянь для полiв спiну 3/2 можна усунути члени, якi
мiстять поля спiну 1/2. Поля λA, ωA′ мають вигляд,
отриманий у роздiлi 4 (у випадку 1 вони визначаю-
ться рiвняннями (4.4); у випадку 2 додатково треба
прийняти ∆1 = 0; у випадку 4 — рiвняннями (4.16);
у випадку 5 додатково k = 0; у випадку 6 — рiвнян-
нями (4.19)). (Зауважимо, що наведенi в (6.1) вира-
зи для калiбруючих спiн-векторiв вiдповiдають три-
вiяльним розв’язкам твiсторних рiвнянь, якi виника-
ють у розглядi. Ми тим самим нехтуємо додаткови-
ми можливостями одержати роз’язки цих рiвнянь у
ПЧ Айнштайна типу N за Петровим–Пенроузом та
в просторi сталої кривини. Докладнiший розгляд ка-
лiбрувальних перетворень ТС буде проведено в iншiй
працi.)

Пiсля калiбрування ми приходимо до ТС чотирьох
полiв спiну 3/2 зi системою рiвнянь (4.14), яка вiдпо-
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вiдає вихiдним рiвнянням Дiрака–Фiрца–Паулi (5.1).
Отже, у всiх цих п’яти випадках у просторах Айн-
штайна побудованi ТС є калiбрувально еквiвалентни-
ми прямiй сумi двох точних пiдсукупностей полiв спi-
ну 3/2 i полiв спiну 1/2. Iнакше кажучи, якщо у прос-
торах Айнштайна вiдомi роз’язки рiвнянь Дiрака–
Фiрца–Паулi (5.1), то перетворення (6.1) дають роз-
в’язки узагальнених рiвнянь Рарiти–Швiнґера та вiд-
повiдних додаткових рiвнянь для полiв спiну 1/2. У
цьому сенсi використання в теорiї звiдного спiнор-
вектора Рарiти–Швiнґера еквiвалентне використанню
тiльки незвiдних полiв спiну 3/2 у пiдходi Дiрака–
Фiрца–Паулi.

У третьому випадку у ПЧ Айнштайна, внаслiдок
умов Бухдала, поля спiну 1/2 при m2 +Λ 6= 0 та k 6= 0
перетворюються в нуль. Тобто i в цьому разi ми при-
ходимо до ТС чотирьох полiв спiну 3/2 iз системою
рiвнянь (4.14) так само, як i у випадку k = 0, коли вi-
докремлюється точна пiдсистема з рiвняннями (4.14).

При m2 + Λ = 0 у ПЧ Айнштайна калiбрувальної

еквiвалентности двох пiдходiв до опису масивних по-
лiв спiну 3/2 немає, рiвняння є коректними для всiх
випадкiв (у третьму випадку умови Бухдала задово-
льняються), ступенi вiльности спiну 1/2 є суттєвими.

У ПЧ, якi не є просторами Айнштайна, калiбру-
вальної еквiвалентности, взагалi кажучи, немає, рiв-
няння для полiв спiну 1/2, внаслiдок наявности членiв
зi згортками 〈Φ, η〉2,1 та 〈Φ, θ〉1,2, не вiдокремлюють-
ся вiд повної системи рiвнянь, i наявнiсть додаткових
ступенiв вiльности спiну 1/2 є суттєвою.

VII. ВИСНОВКИ

Ми отримали, що формальний пiдхiд до конструю-
вання РРШ для масивного незарядженого поля спiну
3/2 та розгляд можливости побудови ТС приводить
до шести випадкiв сукупностей незвiдних полiв спiну
3/2 та 1/2 та двох випадкiв сукупностей лише полiв
спiну 1/2. Усiх їх можна звести в таблицi 2.

1 k0 6= 0 k2 6= 0 ∆1 6= 0 ТС {ζ, η, ϑ, ξ, β, γ, ν, ρ}
2 ∆1 = 0 ∆2 6= 0 ТС {ζ, η, ϑ, ξ, γ, ρ}
3 ∆2 = 0 Обмеження Бухдала (4.11)
4 k2 = 0 k3 6= 0 ТС {ζ, η, ϑ, ξ, α, γ, µ, ρ}
5 k3 = 0 k4 6= 0 ТС {ζ, η, ϑ, ξ, γ, ρ}
6 k4 = 0 Не ТС {ζ, η, ϑ, ξ, α, β, γ, µ, ν, ρ}
7 k0 = 0 k1k2 6= 0 ТС {β, γ, ν, ρ}
8 k1k2 = 0 k3 6= 0 ТС {γ, ρ}
9 k3 = 0 Тривiяльний випадок

Таблиця 2. Класифiкацiя узагальнених РРШ.

Вiдсутнiсть умов у клiтинi лiвiше вiд першої умови
в рядку означає виконання умов попереднього рядка.

Суттєвими є випадки (1–6), оскiльки вони мiстять
незвiднi поля спiну 3/2, випадки (7–9) розглянуто для
повноти класифiкацiї узагальнених РРШ. У випадках
1, 2, 4, 5 iз полями спiну 3/2 дослiдження УI вихiд-
них рiвнянь однозначно приводить до побудови ТС у
довiльному ПЧ. У двох iз цих випадкiв (1 та 4) по-
будованi ТС мiстять, крiм чотирьох полiв спiну 3/2,
також по двi пари полiв спiну 1/2 рiзних спiральнос-
тей. У двох iнших випадках (2 та 5) ТС мiстять одну
пару полiв спiну 1/2. РРШ у цих чотирьох випадках
є математично коректними. Можливiсть фiзичної iн-
терпретацiї цих ТС вимагає додаткового вивчення.

Бiльшiсть варiянтiв рiвнянь Рарiти–Швiнґера, якi
використовують у лiтературi (приклади 5.1, 5.3, 5.5,
5.6, 5.7 (при m1 = 0), 5.8–5.10), належать випадку 3
за нашою класифiкацiєю, коли побудова ТС у загаль-
них ПЧ ЗТВ є проблематичною, якщо взагалi можли-
вою. Така ситуацiя є наслiдком появи умов Бухдала
(4.11), якi дають змогу в загальному випадку алґеб-
раїчно визначити складовi спiну 1/2 вектор-спiнора
Рарiти–Швiнґера через складовi спiну 3/2 та спiнор
Рiчi (безслiдову частину тензора Рiчi). Цим самим до-

датковi ступенi вiльности вилучаються зi сукупности
полiв, але платою за це є некоректнiсть вихiдних рiв-
нянь Рарiти–Швiнґера внаслiдок невизначености не-
звiдних похiдних полiв спiну 3/2. Можливiсть їх ви-
значення потребує додаткового дослiдження залежно
вiд алґебраїчної структури тензора Рiчi.

У просторах Айнштайна при m2 + Λ 6= 0 для всiх
шести класiв 1–6 узагальнених РРШ з полями спi-
ну 3/2 iснує калiбрувальна еквiвалентнiсть пiдходiв
Рарiти–Швiнґера та Дiрака–Фiрца–Паулi. Iнакше ка-
жучи, додатковi ступенi вiльности спiну 1/2, що з’яв-
ляються в пiдходi Рарiти–Швiнґера, є суттєвими ли-
ше в загальних ПЧ, що не є ПЧ Айнштайна. При цьо-
му тi форми РРШ, якi частiше використовуються (ви-
падок 3), є математично некоректними. Натомiсть ми
показали, що iснують сумiснi коректнi форми РРШ
(випадки 1, 2, 4, 5) з однiєю та двома парами полiв
спiну 1/2. Можливiсть фiзичної iнтерпретацiї таких
форм РРШ вимагає додаткового вивчення.

Автор висловлює подяку О. М. Александрову за
увагу до роботи.

Робота виконана за пiдтримки ґрантом NN43
Науково-технологiчного центру України.
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A CLASSIFICATION OF THE RARITA–SCHWINGER
EQUATIONS IN RIEMANNIAN SPACE

Yu. N. Kudrya
Taras Shevchenko National University of Kyiv, Astronomical observatory

3, Observatorna St., Kyiv, UA–04053, Ukraine

The compatibility problem of the equations for noncharged massive test spin 3/2 fields is considered in two-
spinor framework of general relativity from the point of view of exact sets (in concordance with Penrose) of
spinorial fields. The Rarita–Schwinger equations are generalized basing on all possible linear differential relations
between two parts of the Rarita–Schwinger vector-spinor. The classification of generalized equation that naturally
follows from the exactly set construction are performed. In these cases, if it is possible, the exact sets of spin-1/2
and spin-3/2 fields are constructed by way of an investigation of intergability conditions of the initial spin 3/2
equations. Some examples of various form of the Rarita–Schwinger equations are considered with the view of their
classification. In Einstein spaces the gauge equivalence of the exact set based on Dirac-Fierz-Pauli equations and
the exact sets based on the generalized Rarita–Schwinger equations is shown regardless of their class.
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