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Розглянуто багатокомпонентну рiдку систему. Для неї запропоновано метод, що дає змогу
знаходити несинґулярнi вирази для парних кореляцiйних функцiй флюктуацiй параметра по-
рядку (густини компонентiв сумiшi). Метод полягає у використаннi iнтеґрального та диферен-
цiяльного рiвнянь Орнштайна–Цернiке для знаходження асимптотичних виразiв для парних
кореляцiйних функцiй багатокомпонентної системи й послiдовного їх уточнення. Отриманi ре-
зультати проаналiзовано з огляду на їх можливе застосування при дослiдженнi кореляцiйної
поведiнки багатокомпонентних рiдких систем.
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ВСТУП

Рiдкi системи з багатьма компонентами виклика-
ють певний iнтерес у дослiдникiв [1, 2]. Однак як те-
оретичне, так i експериментальне вивчення подiбних
систем стикається iз суттєвими труднощами. Перед-
усiм це стосується неможливости проведення експери-
менту для системи з довiльною кiлькiстю компонен-
тiв. Iнакше кажучи, в експериментi кiлькiсть компо-
нентiв хоча й може бути досить великою, проте має
бути фiксованою. Часто це не є проблемою. Однак
якщо необхiдно з’ясувати характер впливу кiлькости
компонентiв на якiсну поведiнку системи, ситуацiя не
дуже оптимiстична. Зрозумiло, що можна порiвнюва-
ти результати для систем з рiзною кiлькiстю компо-
нентiв. Проте без теоретичного пiдґрунтя такий по-
рiвняльний аналiз, можна очiкувати, буде малоефек-
тивним.

У статтi розглянуто проблему розрахунку пар-
них кореляцiйних функцiй багатокомпонентної рiди-
ни. Вона має певну iсторiю й у рiзних аспектах дослi-
джувалась для систем iз кiлькiстю компонентiв два
i бiльше (див., наприклад [3–5]). Ми пропонуємо ме-
тод, який дасть змогу отримувати несинґулярнi на-
ближення для парних кореляцiйних функцiй флюк-
туацiй густини компонентiв системи. Вiн поширює-
ться на систему з довiльною кiлькiстю компонентiв
iтерацiйної процедури, що ранiше була запропонова-
на (дещо в iншому виглядi) для однокомпонентних
просторово необмежених систем [6], а згодом розвине-
на для бiнарних рiдин, зокрема i просторово обмеже-
них [7]. Кореляцiйнi функцiї в межах запропоновано-
го методу є в наближеннi Орнштайна–Цернiке (ОЦ),
через що вiдповiднi вирази можна вважати коректни-
ми тiльки в лiнiйному наближеннi ε-розкладу (тобто
для критичного iндексу η = 0) [8]. Не зважаючи на
це, результат, отриманий у такому наближеннi, може

бути цiкавим, оскiльки дозволяє робити висновки що-
до характеру кореляцiйної поведiнки системи залеж-
но вiд кiлькости її компонентiв. Крiм того, кореля-
цiйнi функцiї в наближеннi ОЦ дають змогу розрахо-
вувати низку важливих статистичних характеристик.
Зокрема велика кiлькiсть експериментальних даних з
розсiяння свiтла iнтерпретується саме в межах такого
наближення [2,9].

ВИХIДНА МОДЕЛЬ

Щоб знайти парнi кореляцiйнi функцiї рiдкої сис-
теми, що складається з N компонентiв, розгляньмо
систему iнтеґральних рiвнянь ОЦ. Останню запишi-
мо в матричному виглядi в такий спосiб [7, 10]:

Ĝ(r) = F̂ (r) +
∫

F̂ (r1)Ĝ(|r− r1|)dr1. (1)

У рiвняннi (1) через Ĝ(r) позначено матрицю парних,
а через F̂ (r) — прямих кореляцiйних функцiй. Їхнi-
ми елементами є нормованi на середню густину парнi
Gij(r) та прямi Fij(r) кореляцiйнi функцiї флюктуа-
цiй густини компонентiв з iндексами i та j вiдповiдно
(i, j = 1, 2, . . . , N).

Як вiдомо, у випадку однокомпонентних систем
асимптотичний розв’язок для парної кореляцiйної
функцiї знаходимо з диференцiяльного рiвняння ОЦ,
яке, своєю чергою, можна отримати з iнтеґрально-
го рiвняння ОЦ розкладом у ряд Тейлора парної ко-
реляцiйної функцiї. Необхiдною умовою такого пере-
ходу є короткодiючий характер прямої кореляцiйної
функцiї. Аналогiчне диференцiяльне рiвняння можна
одержати й для випадку багатокомпонентної рiдини.
Якщо прямi кореляцiйнi функцiї для всiх компонен-
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тiв є локалiзованими на малих вiдстанях (а саме такi
системи будемо розглядати), то вiдповiдне диферен-
цiяльне рiвняння матиме вигляд [10,11]

Ĝ(r) = F̂ (r) + ÂĜ(r) + B̂∆Ĝ(r). (2)

У цьому рiвняннi використано матрицi Â та B̂ прос-
торових моментiв прямих кореляцiйних функцiй ну-
льового та другого порядку вiдповiдно. Вони визна-
чаються спiввiдношеннями:

Â =
∫

F̂ (r)dr, (3)

B̂ =
1
6

∫
F̂ (r)r2dr, (4)

i для того, аби симетрiя системи вихiдних рiвнянь не
порушувалась, потрiбно, щоб матрицi Â та B̂ комуту-
вали мiж собою.

Ураховуючи короткодiючий характер прямих коре-
ляцiйних функцiй i приймаючи як нульове наближен-
ня F̂ (0)(r) = Âδ(r) [7], де δ(r) є дельта-функцiєю Дi-
рака, маємо для фур’є-образу матрицi парних коре-
ляцiйних функцiй

Ĝ(0)(q) = [Êq2 + B̂−1(Ê − Â)]−1B̂−1Â, (5)

де Ê є одиничною матрицею ранґу N . Як буде пока-
зано далi, цей вираз пiсля оберненого перетворення
Фур’є i переходу до r-простору має особливiсть у ну-
лi. Таку ваду асимптотичного виразу для кореляцiй-
них функцiй можна усунути, якщо уточнити цей ви-
раз послiдовно за допомогою iнтеґрального та дифе-
ренцiяльного рiвнянь ОЦ [7,11]. Цьому питанню при-
свячено наступний роздiл. Слiд також зазначити, що
для подальшого використання (зокрема для виконан-
ня оберненого перетворення Фур’є) вираз (5) потрiбно
попередньо перетворити до простiшого i зручнiшого
вигляду. Це зробимо по тому, як знайдемо перше на-
ближення для парних кореляцiйних функцiй.

ПОСЛIДОВНI IТЕРАЦIЇ

Головна iдея iтерацiйної процедури полягає в тому,
що, за вiдомим виразом для парної кореляцiйної фун-
кцiї, з iнтеґрального рiвняння ОЦ отримують оцiн-
ку для прямої кореляцiйної функцiї, пiсля чого з ди-
ференцiяльного рiвняння ОЦ можна знайти наступне
наближення для парної кореляцiйної функцiї [6,7]. Як
правило, обмежуються першим наближенням, оскiль-
ки вже воно забезпечує реґулярну поведiнку парних
кореляцiйних функцiй у нулi.

Застосовуючи зазначену процедуру до багатоком-
понентної системи, одержуємо для фур’є-образу мат-
рицi прямих кореляцiйних функцiй у першому набли-
женнi

F̂ (1)(q) = [Êq2 + B̂−1(Ê − Â) + B̂−1Â]−1B̂−1Â. (6)

Вiдповiдно, перше наближення для матрицi парних
кореляцiйних функцiй

Ĝ(1)(q) = [Êq2 + B̂−1(Ê − Â)]−1B̂−1

−[Êq2 + B̂−1(Ê − Â) + B̂−1Â]−1B̂−1. (7)

Аналогiчнi вирази ранiше отримано для бiнарних сис-
тем у [7, 11].

Як уже зазначалось, вираз (7) для парних кореля-
цiйних функцiй забезпечує їх реґулярну поведiнку в
нулi. Щоб пересвiдчитись у цьому, виконаймо оберне-
не перетворення Фур’є. З цiєю метою скористаємось
спектральним розкладом для вiдповiдних матриць,
що визначають парнi кореляцiйнi функцiї.

СПЕКТРАЛЬНИЙ РОЗКЛАД ДЛЯ МАТРИЦЬ
КОРЕЛЯЦIЙНИХ ФУНКЦIЙ

Аби перейти до r-простору, як зазначалось ранi-
ше, треба зобразити матрицi кореляцiйних функцiй у
придатному для оберненого перетворення Фур’є ви-
глядi. Тому розглянемо матрицю, обернену до [Êq2 +
Λ̂], де Λ̂ — деяка матриця ранґу N , яка не залежить
вiд хвильового вектора q.

Використовуючи теорему про спектральний роз-
клад, матрицю [Êq2 + Λ̂]−1 зручно записати у вигля-
дi [10]

[Êq2 + Λ̂]−1 =
N∑

j=1

γ̂j

q2 + q2
j

, (8)

де q2
j (j = 1, 2, . . . , N) є власними числами матрицi

Λ̂. Матрицi спектрального розкладу γ̂j визначаються
спiввiдношеннями

γ̂j =
N∏

i=1,i 6=j

Êq2
i − Λ̂

q2
i − q2

j

. (9)

Ураховуючи цi спiввiдношення, пiсля оберненого пе-
ретворення Фур’є можемо записати для нульового на-
ближення матрицi парних кореляцiйних функцiй

Ĝ(0)(r) =
B̂−1Â

4πr

N∑
j=1

γ̂j exp(−qjr), (10)

де як матрицю Λ̂ взято матрицю B̂−1(Ê−Â). Для пер-
шого наближення матрицi парних кореляцiйних фун-
кцiй матимемо:
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Ĝ(1)(r) =
B̂−1

4πr

N∑
j=1

[γ̂j exp(−qjr) − γ̂∗j exp(−q∗j r)], (11)

а матрицi спектрального розкладу γ̂∗j i власнi числа
q∗2j визначаємо на основi матрицi Λ̂∗ = B̂−1(Ê − Â) +
B̂−1Â = B̂−1.

Для аналiзу поведiнки рiзних наближень парних
кореляцiйних функцiй слiд узяти до уваги те, що з
огляду на означення матриць спектрального розкла-
ду для них iснує таке спiввiдношення:

N∑
j=1

γ̂j =
N∑

j=1

γ̂∗j = Ê. (12)

Звiдси цiлком очевидно, що в нульовому наближеннi
парнi кореляцiйнi функцiї мають особливiсть. Однак
у першому наближеннi, якщо розумiти значення пар-
ної кореляцiйної функцiї як границю, до якої прямує
вiдповiдний вираз при наближеннi арґументу до ну-
ля, отримаємо

Ĝ(1)(r = 0) =
B̂−1

4π

N∑
j=1

[q∗j γ̂∗j − qj γ̂j ]. (13)

Слiд зазначити, що, як для однокомпонентних та бi-
нарних рiдин, парнi кореляцiйнi функцiї багатоком-
понентної системи в першому наближеннi фактично
виражаються через асимптотичнi вирази з рiзними
параметрами (маються на увазi власнi числа матриць
просторових моментiв прямих кореляцiйних функцiй)
у виглядi лiнiйної їх комбiнацiї. Справедливими є i
надалi висновки щодо якiсної вiдмiнности поведiнки

кореляцiйних функцiй, аналогiчнi до тих, що ранiше
були отриманi для простих систем [7].

ВИСНОВКИ

Отже, застосування методу послiдовних iтерацiй
дає змогу одержати несинґулярнi вирази для парних
кореляцiйних функцiй багатокомпонентної системи.
Що стосується прямих кореляцiйних функцiй, то в
першому наближеннi вони мають особливiсть. У цьо-
му легко пересвiдчитись, скориставшись виразом для
образу Фур’є матрицi прямих кореляцiйних функцiй.
Щоб отримати реалiстичнiший вираз iз реґулярною
поведiнкою в нулi, потрiбно звертатись до наступних
наближень.

Крiм того, з огляду на структуру парних кореля-
цiйних функцiй у першому наближеннi, на практи-
цi, коли система перебуває поблизу критичного стану,
можна використовувати спрощенi вирази для кореля-
цiйних функцiй, як це було показано для однокомпо-
нентних рiдин, бiнарних сумiшей та багатокомпонент-
них рiдких систем [7,11], де парнi кореляцiйнi функцiї
взято в нульовому наближеннi. Насамперед це заува-
ження стосується можливости використання набли-
женого виразу для парних кореляцiйних функцiй в
околi критичного стану. У цьому випадку очiкується,
що одне з власних чисел обертається в нуль [7,11] (яке
саме i в який спосiб — залежить вiд напрямку пiдходу
до критичної гiперповерхнi та способу фiксацiї термо-
динамiчних змiнних [1]), i тому головний внесок буде
давати доданок, що вiдповiдає цьому власному числу.
Це значить, що в околi критичного стану всi парнi ко-
реляцiйнi функцiї можна апроксимувати однотипною
залежнiстю, аналогiчною до тiєї, що використовуєть-
ся для простих рiдин [7].
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In this paper we propose a method that allows to find nonsingular expressions for pair correlation functions
of a multicomponent liquid system. The nature of the method deals with using integral and differential Ornstein–
Zernike equations for finding asymptotic expressions for pair correlation functions and their subsequent precision.
The obtained results are analyzed taking into account their possible applicability for studying the correlative
behaviour of multicomponent liquid systems.
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