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Подано результати дослiдження енерґетичного спектра електрона основного та збуджених
станiв двох зв’язаних нанокристалiв сферичної форми, системи β-HgS/CdS, для рiзних вiдста-
ней мiж ними. Визначено залежнiсть величини розщеплення енерґетичних рiвнiв вiд радiуса
нанокристала. Вивчено генезис енерґетичного спектра двох нанокристалiв рiзних радiусiв вiд
вiдстанi мiж межами подiлу. Також розглянуто енерґетичний спектр двох електронiв у цiй
структурi за допомогою двох методiв: лiнiйної комбiнацiї орбiталей квантових ям та методу
Ґайтлера–Лондона.

Ключовi слова: нанокристал, квантовi точки, енерґетичний рiвень.

PACS number(s): 79.60.Gv

I. ВСТУП

Напiвпровiдниковi гетероструктури нанорозмiрiв
на сьогоднi є одним iз центральних об’єктiв дослi-
дження фiзики твердого тiла. Структури з попарно
зв’язаними квантовими точками (КТ) широко вивча-
ють експериментально [1–3], зокрема у зв’язку з пе-
редбаченою ранiше надплиннiстю в таких системах
[4], квазiджозефсонiвськими явищами [4, 5], незви-
чайними явищами в магнетних полях. Зокрема в [6]
помiчено iндукований магнетним полем зсув непря-
мого екситона в бiк низьких енерґiй i виникнення пе-
рiодичних у часi флуктуацiй iнтенсивности лiнiй не-
прямого екситона. Виникає можливiсть керувати ту-
нелюванням носiїв у структурi з двома КТ. У статтi
[2] показано, що, залежно вiд напружености магнет-
ного поля, енерґетичнi рiвнi зсуваються в однiй з КТ
стосовно iншої КТ, що дає змогу електронам резонан-
сно тунелювати мiж квантовими точками.

Структури з тунельно-зв’язаними КТ важливi як
можлива елементарна база для наноелектронiки, для
створення на їхнiй основi напiвпровiдникових лазе-
рiв, квантових перемикачiв. Крiм того, вони висту-
пають як модельнi об’єкти для фундаментальних до-
слiджень — штучнi гiгантськi атоми та молекули з
контрольованими параметрами, такими, як вид i жор-
сткiсть утримуючого потенцiялу, кiлькiсть частинок,
характернi розмiри дiлянки їх локалiзацiї [7–9].

Наша стаття присвячена дослiдженню енерґетич-
ного спектра двох КТ сферичної форми з одним та
двома електронами. Для системи КТ β-HgS, помi-
щених у матрицю CdS, одержано залежностi енерґiй
електронiв вiд радiуса однiєї з КТ, а також вiдстанi
мiж поверхнями роздiлу КТ.

II. СИСТЕМА ДВОХ КТ З ОДНИМ
ЕЛЕКТРОНОМ

Розглядаємо систему двох близько розмiщених
квантових точок сферичної форми, центри яких пере-

бувають на вiдстанi l вiд початку координат (рис. 1).
Гамiльтонiян зарядженої квазiчастинки (електрона) в
наближеннi ефективної маси має вигляд:

Ĥ = −~2

2
∇ 1

m
∇+ U (r) , (1)

U =

 0, |r− l| < R1

0, |r + l| < R2

U0, |r− l| ≥ R1 , |r + l| ≥ R2

(2)

m — ефективна маса електрона для вiдповiдної дiлян-
ки, R1, R2 — радiуси нанокристалiв.

Рис. 1. Модель дослiджуваної гетеросистеми.

Рiвняння Шрединґера з цим гамiльтонiяном точно
розв’язати не можна. У статтi використано наближен-
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ня лiнiйної комбiнацiї орбiталей квантових ям (КЯ).
Розгляньмо КЯ таких розмiрiв, що в них є два енерґе-
тичнi рiвнi. Для квантових точок β-HgS, що помiщенi
в матрицю CdS, розмiри КТ повиннi бути в межах вiд
9 Å до 42 Å.

Хвильова функцiя квазiчастинки в наближеннi
ЛКОКЯ є такою:

Ψ(r, θ, ϕ) = C1Ψ1s (r, θ) + C2Ψ2s (r, θ)

+ C3Ψ1p (r, θ, ϕ) + C4Ψ2p (r, θ, ϕ) , (3)

де Ψis (r, θ), Ψip (r, θ, ϕ) — хвильова функцiя основно-
го (s) та першого збудженого станiв (p) i-ої iзольова-
ної КЯ,

Ψ1s (r, θ) =

{
A1s

sin kr1
r1

для |r− l| ≤ R1,

B1s
exp(−χ r1)

r1
для |r− l| > R1,

Ψ2s (r, θ) =

{
A2s

sin kr2
r2

для |r + l| ≤ R2,

B2s
exp(−χ r2)

r2
для |r + l| > R2,

Ψ1p (r, θ, ϕ) =

 A1p(
√

3
4π cos θ1 + i · sinϕ · sin θ1 ·

√
3
2π ) sin kr1−kr1·cos kr1

k2r2
1

для |r− l| ≤ R1,

B1p

(√
3
4π cos θ1 + i · sinϕ · sin θ1 ·

√
3
2π

) (
exp(−χ r1)

χr1
+ exp(−χ r1)

χ2r2
1

)
для |r− l| > R1,

Ψ2p (r, θ, ϕ) =

 A2p

(√
3
4π cos θ2 + i · sinϕ · sin θ2 ·

√
3
2π

)
sin kr2−kr2·cos kr2

k2r2
2

для |r + l| ≤ R2,

B2p

(√
3
4π cos θ2 + i · sinϕ · sin θ2 ·

√
3
2π

) (
exp(−χ r2)

χr2
+ exp(−χ r2)

χ2r2
2

)
для |r + l| > R2,

r1 = |r− l|, r2 = |r + l|, θ1 =
r · sin (θ)
|r− l|

, θ2 =
r · sin (θ)
|r + l|

, l > R1, l > R2,

k =

√
2m1

~2
(U0 − E), χ =

√
2m2

~2
E,

m1, m2 — ефективнi маси електрона нанокристала та матрицi вiдповiдно.
Пiдстановка (3) в стацiонарне рiвняння Шрединґера з гамiльтонiяном (1) дає змогу одержати таку систему

лiнiйних однорiдних рiвнянь:



(H11 − E ) C1 + (H12 − E S12) C2 + (H13 − ES13) C3 + (H14 − ES14) C4 = 0,

(H21 − ES21) C1 + (H22 − E) C2 + (H23 − ES23) C3 + (H24 − ES24) C4 = 0,

(H31 − ES31) C1 + (H32 − E S32)C2 + (H33 − E) C3 + (H34 − ES34)C4 = 0,

(H41 − ES41) C1 + (H42 − ES42) C2 + (H43 − ES43) C3 + (H44 − E) C4 = 0,

(4)

де Hij =
∫

Ψ ∗
i (r, θ) ĤΨ j (r, θ) dτ , Sij =∫

Ψi (r, θ) Ψ j (r, θ) dτ i, j = 1, 2, 3, 4 (1,2 — коефiцi-
єнти, що вiдповiдають хвильовiй функцiї основного
стану (s) 1 та 2 iзольованої КЯ; 3,4 — хвильовiй фун-
кцiї першого збудженого стану (p) 1 та 2 iзольованої
КЯ).

Система рiвнянь має розв’язок тодi, коли її детер-
мiнант дорiвнює нулевi. З одержаного рiвняння для
E визначено енерґiю розгляданої гетероструктури.

Конкретнi обчислення проведено для системи β-
HgS / CdS, у якiй нанокристал HgS, що є в матрицi
CdS, моделюється сферичною скiнченною квантовою
ямою.

Для квантових точок, розмiри яких меншi за 8 Å,
в цiй моделi зв’язаних енерґетичних станiв не вини-
кає. Коли радiуси квантових ям лежать у межах вiд
9 Å до 24 Å, кожна незалежна КЯ характеризується
одним зв’язаним станом, а для 25 Å ≤ R ≤ 42 Å —
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двома зв’язаними станами.
Як видно з рис. 2, для двох однакових за розмiром

КТ зменшення вiдстанi мiж поверхнями роздiлу:

d = 2l −R1 −R2

веде до збiльшення розщеплення ∆E енерґетичних
рiвнiв системи. Причому рiвень 1s розщеплюється
менше, нiж рiвень 1р. Зокрема для d = 5.8 Å (стала
ґратки CdS) та R1 = R2 = R = 30Å, ∆Es = 48 meV, а
∆Ep = 183 meV.

У результатi розщеплення основного та збуджено-
го станiв при зменшеннi d виникає, замiсть двох, спо-
чатку три, а при d ≤ 11.6 Å (R1 = R2 = R = 27 Å )
чотири енерґетичнi рiвнi. Енерґiя першого i третього
рiвнiв зменшується зi зменшенням вiдстанi мiж повер-
хнями роздiлу квантових точок, а другого та четвер-
того — зростає. Причому зменшення d веде до змен-
шення (збiльшення) енерґiй мiж третiм (четвертим)
та двома нижнiми рiвнями.

Величина розщеплення залежить не лише вiд вiд-
станi d для двох КТ, але й вiд розмiрiв нанокриста-
лiв. Чим менший радiус нанокристалiв, тим бiльша
величина ∆E. Зокрема, якщо d = 5.8 Å, то для КТ з
R1 = R2 = R = 35 Å одержано, що ∆Es = 38.7 meV, a
∆Ep = 133.1 meV (рис. 3). Отже, зменшення радiуса
нанокристалiв супроводжується збiльшенням взаєм-
ного впливу на змiну енерґетичного спектра системи
КТ.

Рiвняння (4) можна використати i для рiзних за
розмiрами нанокристалiв. Обчислення показали, що
ефективна взаємодiя менша мiж нанокристалами рiз-
них радiусiв. У цьому випадку система характеризу-
ється чотирма рiвнями, якi дуже слабо вiдхиляються
вiд вiдповiдних рiвнiв iзольованих КТ.

Рис. 2. Залежнiсть розщеплення s- i p- енерґетичних
рiвнiв електрона двох однакових квантових ям (R = 30 Å)
вiд вiдстанi мiж ними.

Рис. 3. Залежнiсть енерґетичних рiвнiв електрона (су-
цiльнi лiнiї) двох взаємодiючих однакових нанокристалiв
вiд їхнього радiуса для d = 5.8 Å. (Штрихова лiнiя вiдпо-
вiдає енeрґiї однiєї квантової ями).

III. ДВI КВАНТОВI ЯМИ З ДВОМА
ЕЛЕКТРОНАМИ

Розглядаємо систему двох близько розмiщених
квантових точок сферичної форми, у якiй є два елект-
рони (рис. 4.). Гамiльтонiян цiєї системи в наближеннi
ефективної маси має вигляд:

_

H = −~2

2
∇1

1
m
∇1 −

~2

2
∇2

1
m
∇2

+
e2

ε|r1 − r2|
+ U (r) , (5)

де U(r) задається формулою (2), m — ефективна маса
електрона для вiдповiдної дiлянки, R1, R2 — радiуси
нанокристалiв.

Рiвняння Шрединґера з гамiльтонiяном (5) розв’я-
зано в наближеннi Ґайтлера–Лондона (6) та лiнiйної
комбiнацiї орбiталей квантових ям (7). Розглянуто
КТ таких розмiрiв, що в них є один енерґетичний рi-
вень [10]:

ΨH−L = Ψ1 (r1) Ψ2 (r2) + Ψ2 (r1) Ψ1 (r2) , (6)

ΨLCOQW = Ψ1 (r1) Ψ2 (r2) + Ψ2 (r1) Ψ1 (r2)

+ Ψ1 (r1) Ψ1 (r2) + Ψ2 (r1) Ψ2 (r2) , (7)
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де Ψi(r) — хвильова функцiя i-ої квантової ями.
Пiдстановка вiдповiдної хвильової функцiї в стацiо-

нарне рiвняння Шрединґера з гамiльтонiяном (5) дає
змогу одержати рiвняння для енерґiї.

Знайдено енерґiю основного стану цiєї системи. З
рис. 4 видно, що збiльшення вiдстанi мiж КТ супрово-
джується зменшенням вiдхилення енерґетичного вiд
2E0 (E0 — енерґiя основного стану в однiй iзольова-
нiй КТ). Також слiд вiдзначити певну рiзницю мiж
енерґiями основного стану в наближеннях Ґайтлера–
Лондона i ЛКОКЯ.

З рис. 4. видно, що в наближеннi Ґайтлера–Лондона
одержуємо меншу енерґiю основного стану. Коли вiд-
стань мiж межами подiлу нанокристалiв становить
одну сталу ґратки, а R1 = R2 = R = 20 Å, то рiз-
ниця для енерґiй, що вiдповiдає хвильовим функцi-
ям (6) i (7), дорiвнює: ∆E = 82 meV, що становить
6.7%. Збiльшення вiдстанi веде до повiльного змен-
шення енерґiї основного стану й одночасного зрос-
тання рiзницi мiж енерґiями системи в розгляданих
наближеннях. Зокрема, для d = 30 Å (п’ять сталих
ґратки) ∆E = 87 meV.

Отже, в нашiй статтi обчислено енерґiї електрона
основного та збуджених станiв двох зв’язаних нано-
кристалiв системи β-HgS / CdS для рiзних вiдста-
ней мiж ними. Визначено залежнiсть величини роз-
щеплення енерґетичних рiвнiв вiд радiуса нанокрис-
тала. Вивчено генезис енерґетичного спектра двох на-
нокристалiв рiзних радiусiв вiд вiдстанi мiж межами
подiлу. Також дослiджено енерґетичний спектр двох

електронiв у цiй структурi за допомогою двох методiв:
лiнiйної комбiнацiї орбiталей квантових ям та методу
Ґайтлера–Лондона.

Рис. 4. Енерґiя системи двох електронiв двох зв’я-
заних квантових ям. (1 — метод ЛКОКЯ, 2 — метод
Ґайтлера-Лондона, 3 — енерґiя 2E0).
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THE ENERGY OF ONE AND TWO ELECTRONS IN TWO SPHERICAL NANO
CRYSTALS OF THE β-HgS/CdS SYSTEM

V. I. Boichuk, V. B. Holskyi
Drohobych Ivan Franko State Pedagogical University

Department for theoretical physics
24 Franko St., Drohobych UA-82100, Lviv Region, Ukraine

In the present work the results of research of a power spectrum of an electron of the basic and exited conditions
of two connected nanocrystals of the spherical form, as well as β-HgS/CdS systems for different distances between
them are submitted. The dependence of energy levels splithing on radius nano crystal is studied. The genesis of
the energy spectrum of two nanocrystals of different radii from the distance between the borders of division is
considered too. A energy spectrum of two electrons in the given structure is also investigated with the help of two
methods: that of linear combination of quantum wells orbits and the Heitler–London method.
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