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Дослiджується вплив поляронних ефектiв на джозефсонiвський струм крiзь
вiбруючу квантову точку. Сильна електрон-вiбронна взаємодiя призводить
до поляронної блокади критичного струму, яка залежить степеневим чином
вiд константи взаємодiї. Встановлено, що поляроннi ефекти можуть бути
виявленi за аномальною температурною залежнiстю критичного струму.
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Останнiм часом велику увагу привертає наноелектромеханiка – новий напря-
мок у фiзицi, що вивчає зв’язок електронної та механiчної пiдсистем у приладах
нанометрових масштабiв. Найпростiшим об’єктом дослiдження у наноелектромеха-
нiцi є вiбруюча квантова точка (QD), яка туннельно пов’язана з невзаємодiючими
електродами. Прикладами цiєї системи є: молекула C60, яка знаходиться у ван-дер-
ваальсiвському потенцiалi двох електродiв, вуглецева нанотрубка, з пiд якої була
витравлена пiдкладка, вуглецевi наностручки (carbon nano-peapods).

Серед основних фiзичних явищ наноелектромеханiки можна видiлити: (i) поля-
ронну блокаду Френка-Кондона – експоненцiйне звуження ширини рiвня на кван-
товiй точцi (Γ0 exp(−λ2), де Γ0 - ширина рiвня, λ - константа електрон-вiбронної
взаємодiї) внаслiдок нульових коливань квантової точки; (ii) зменшення поляронної
блокади iз зростанням температури (аномальна температурна залежнiсть конда-
ктансу) та (iii) з напругою (ступiнчатi I −V характеристики, якi показують вiдкри-
ття непружних каналiв розсiяння); (iv) ефект виникнення шаттлiвської нестiйкостi
при досягненнi тягнучої напруги порогового значення (див., напр., [1]).

В наноелектромеханiцi вже дослiджено багато явищ, проте залишаються пита-
ння, на якi треба знайти вiдповiдi. Наприклад, досi актуальне питання про вплив
електромеханiчних ефектiв на транспорт крiзь фазово-когерентнi системи. Саме по-
дiбним системам присвячена дана робота. Вперше цi системи дослiджувались у ро-
ботах [2,3], у яких вивчався джозефсонiвський струм крiзь контакт надпровiдник –
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квантова точка – надпровiдник (S-QD-S) з електромеханiчним зв’язком. Було пока-
зано, що електрон-вiбронна взаємодiя зменшує струм на exp(−2λ2) для нерезонан-
сного випадку, Γ0 ≪ 1, при ~ω0 ≫ ∆0 (ω0 - частота коливань квантової точки, ∆0 -
надпровiдна щiлина) [2], та на exp(−λ2) для резонансу при ∆0 → ∞ [3]. Але цi ре-
зультати не дають рецепту для експериментальної перевiрки iснування взаємодiї у
S-QD-S контактi, бо ширина рiвня Γ0 є параметром, який пiдганяють в експериментi.

Для виявлення поляронних ефектiв у джозефсонiвському струмi будемо дослi-
джувати просту модель. Вона складається з вiбруючої квантової точки з двократно
виродженим за спiном рiвнем (ε0), слабо зв’язану з масивними надпровiдниками.
Гамiльтонiан квантової точки має вигляд

HQD =
∑

σ=↑,↓

ε0d
†
σdσ +

εi√
2
(n̂↑ + n̂↓)(b

† + b) + ~ω0b
†b, (1)

де ε0 вiдраховується вiд рiвня Фермi, dσ(d
†
σ) - оператор знищення (народження)

електрона у квантовiй точцi, εi - енергiя електрон-вiбронної взаємодiї, n̂σ = d†σdσ,
b(b†) - оператор знищення (народження) кванту коливання (вiброн), ω0 - частота
коливань квантової точки. Лiвий (j = L) та правий (j = R) надпровiднi електроди
описуються гамiльтонiаном БКШ

Hj =
∑

k,σ

εkjc
†
j,kσcj,kσ −

(

∑

k

∆jc
†
j,k↑c

†
j,−k↓ + h.c.

)

(2)

(∆j = ∆0e
iϕj - параметр порядку надпровiдника). Зв’язок квантової точки з еле-

ктродами моделюється тунельним гамiльтонiаном

H
(j)
t =

∑

k,σ

tkjc
†
j,kσdσ + h.c. (3)

У подальшому будемо вважати амплiтуду тунелювання незалежною вiд енергiї,
tkj ≃ t0j . Це виправдано, коли всi енергетичнi масштаби задачi ε0, εi, ~ω0,Γj, kBT
(Γj = 2πν(εF )|t0j |2 - ширина рiвня, T - температура, ν - густина станiв) меншi за
надпровiдну щiлину ∆0.

Наголосимо, що ефекти коливань будуть рiзними для “м’яких” (Γ0 ≫ ~ω0) та
“жорстких” (Γ0 ≪ ~ω0) вiбронiв. У випадку “м’яких” вiбронiв взаємодiя з електрон-
ною пiдсистемою може змiнити (поляризувати) основний стан коливальної пiдси-
стеми (вакуум системи може вiдповiдати стану, коли квантова точка має класичний
зсув). У випадку “жорстких” вiбронiв основний стан пiдсистеми не змiнюється i ва-
жливими стають ефекти нульових флуктуацiй квантової точки. Саме такий випадок
розглядається у нашiй роботi.

Стандартним методом вирiшення подiбних задач є використання унiтарного пе-
ретворення U = exp[−λ(b† − b)d†σdσ/

√
2], де λ = −εi/~ω0 - безрозмiрна константа

електрон-вiбронної взаємодiї. Унiтарне перетворення переводить взаємодiю (другий
доданок у рiвняннi (1)) до тунельного гамiльтонiану t0j → t0j exp(−λ(b† − b)/

√
2).

Вираз для джозефсонiвського струму мiж двома надпровiдними електродами
крiзь нормальну область iз взаємодiєю можливо отримати за допомогою нерiвнова-
жної технiки функцiї Грiна Келдиша. Виконуючи стандартнi, але громiздкi розра-
хунки (детальнiше див. [4]), для випадку симетричного контакту (ΓL = ΓR = Γ0)



А. Парафiло

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2012. Вип. 47 173

та великого параметру порядку надпровiдникiв (∆0 → ∞), у нульового порядку по
∆−1

0 отримаємо

J = −2e

h
Γ2
0

∫

dεf(ε)ℑ







1
(

g
(r)−1
11 g

(r)−1
22

)∗

− Γ2
0 cos

2(ϕ/2)






sinϕ, (4)

де f(ε) - функцiя розподiлу Фермi-Дiрака, ϕ = ϕL − ϕR - рiзниця фаз надпро-
вiдникiв, grαβ - запiзнююча функцiя Грiна квантової точки у зображеннi Намбу. Iз
структури рiвняння (4) видно, що надпровiдний транспорт у S-QD-S контактi ви-
значається через уявну частину точної функцiї Грiна областi мiж надпровiдниками
(через функцiю Грiна QD та власно-енергетичну функцiю, яка характеризує ту-
нельний зв’язок з надпровiдниками). Полюси рiвняння (4) визначають дискретний
спектр у “нормальнiй” областi контакту. Для квантової точки без взаємодiї, тобто ко-
ли gr11(22) = (ε∓ε0+ i0)−1, спектр – два андрiєвських рiвнi, ε = ±

√

ε20 + Γ2
0 cos

2(ϕ/2).
Тобто S-QD-S контакт аналогiчний до короткого SINIS контакту. Для контакту без
взаємодiї джозефсонiвський струм є

J =
eΓ2

0

2~

sinϕ
√

ε20 + Γ2
0 cos

2(ϕ/2)
tanh

(

√

ε20 + Γ2
0 cos

2(ϕ/2)

2kBT

)

. (5)

З рiвняння (5) видно, що надвпровiдний транспорт у S-QD-S контактi має резонан-
сний характер, J ∝ eΓ0/~, коли рiвень на квантовiй точцi спiвпадає iз рiвнем Фермi
(ε0 = 0).

Тепер повернемося до нашої задачi з електрон-вiбронною взаэмодiєю. Спочатку
запишемо визначення запiзнюючої функцiї Грiна квантової точки у зображенi Нам-
бу,

grαβ = −iθ(t)

(

〈{d̃↑(t), d̃†↑}〉 0

0 〈{d̃†↓(t), d̃↓}〉

)

. (6)

Тут θ(t) - функцiя Хевiсайда, 〈...〉 - усереднення за гамiльтонiанами (1), (3) пi-
сля унiтарного перетворення, {•, •} - антикомутатор, d̃σ(d̃

†
σ) - оператор знищення

(народження) електрона на QD пiсля унiтарного перетворення. У явному виглядi
d̃σ(t) = dσ(t) exp[−λ(b†(t) − b(t))]. Таким чином видно, що електрон на квантовiй
точцi “одягнутий” коливаннями. Щоб знайти середнi у рiвняннi (6), ми використо-
вуємо поляронне наближення, тобто факторизуємо фермiоннi та бозоннi оператори,
i усереднимо їх за гамiльтонiанами невзаємодiючих електронної та коливальної пiд-
систем. Ця процедура оправданна в теорiї збурень за Γ0, або, бiльш строго, коли час
виникнення полярону (зв’язаного стану електрона та вiброна), τp ∼ 1/λ2ω0, набагато
менший за час тунелювання електрона в електроди (τ ∼ ~/Γ0), тобто Γ0 ≪ λ2

~ω0 [5].
Виконуючи стандартне усереднення фермiонних та бозонних операторiв, знайдемо
явний вигляд для функцiй Грiна

gr11(22) = exp(−λ2(1 + 2nB))

∞
∑

n=−∞

exp
(

− n~ω0

2kBT

)

In

(

2λ2
√

nB(1 + nB)
)

ε∓ ε0 ± n~ω0 + i0
, (7)
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де nB = (exp(~ω0/kBT ) − 1)−1 - функцiя розподiлу Бозе-Айнштайна, In - моди-
фiкована функцiя Бесселя першого роду. Як вiдомо, уявна частина функцiї Грiна
є спектральною функцiєю, тобто функцiєю розподiлу енергiї системи за частотами.
Використовуючи асимптотичний розклад функцiї Бесселя In для малих аргументiв,
перепишемо рiвняння (7) для низьких температур

gr11(22)(kBT ≪ ~ω0) = exp(−λ2)

∞
∑

n=0

λ2n

n!(ε∓ ε0 ∓ n~ω0 + i0)
. (8)

З рiвняння (8) також видно, що спектральна функцiя є набором дельта-функцiйних
пiкiв, якi знаходяться на вiдстаннi ~ω0 один вiд одного, висоти яких пiдкоряються
розподiлу Пуассона. Рiзниця мiж рiвняннями (7) та (8) полягає у тому, що при
T = 0 у системi немає реальних вiбронiв (n ≥ 0), вони можуть бути збудженi, якщо
у систему подати енергiю. При вiдмiннiй вiд нуля температурi система може як
поглинати, так i випромiнювати вiброни.

Про вигляд спектральної функцiї на основi рiвняння (8) можна сказати, що для
слабкої взаємодiї (λ < 1) висоти пiкiв з номером n будуть швидко спадати. Для
сильної взаємодiї (λ ≫ 1) висоти пiкiв зростають з номером n до значення n ≈ λ2, а
далi зменшуються (розподiл Пуассона переходить у розподiл Гаусса).

Тому оцiнимо величину критичного струму для сильної взаємодiї та при низь-
ких температурах. Оскiльки при великих λ важливими стають великi n, застосуємо
формулу Стiрлiнга: n! =

√
2πnnne−n. За її допомогою всi складовi функцiї Грiна

(8) можна переписати через експоненту. Показник експоненти має екстремум при
n ≈ λ2. Використовуючи метод Лапласа, знаходимо, що спектральна функцiя має
пiк при n ≈ λ2 та ширину ∼ λ. У головному наближеннi за λ−1 ми знехтуємо варi-
ацiєю n в енергетичному знаменнику. Це буде справедливим для (ε0 + λ2

~ω0) ≫ 1.
Тепер функцiя Грiна має вигляд

gr11(22)(λ ≫ 1, T = 0) =
1

(ε∓ ε0 ∓ λ2~ω0 + i0)

∞
∫

−∞

dq
1√
2πλ2

exp

[

− (q − λ2)2

2λ2

]

. (9)

Пiдставивши (9) у рiвняння (4), отримаємо вираз для критичного струму

Jcr(λ ≫ 1, T = 0) ≈ e

2~

Γ2
0

√

(ε0 + λ2~ω0) + Γ2
0 cos

2(ϕ/2)
. (10)

Для Γ0, ε0, менших за λ2
~ω0, критичний струм Jcr ∝ (eΓ0/~)(Γ0/λ

2
~ω0). Тобто

електрон-вiбронна взаємодiя зменшує струм (можна, також, говорити про перенор-
мування Γ0) за степеневим законом вiд константи взаємодiї, а не за експоненцiйним
законом, як у нормальному транспортi, коли в режимi послiдовного тунелювання
при низьких температурах малi тягнучi напруги (eV → 0) видiляють iз всiх можли-
вих каналiв розсiювання (каналiв, у яких електрон може випромiнити n вiбронiв
(n ∈ [0,∞])) тiльки пружний пiк, n = 0. Цей пiк експоненцiйно зменшений нульо-
вими коливаннями (експоненцiйний фактор у рiвняннi (8)). Механiзм транспорту в
S-QD-S контактi iнший – когерентний. Електрон (куперiвська пара), тунелюючи з
одного електрода, може вiртуально випромiнити вiброн та поглинути його при ту-
нелюваннi в iнший електрод (неможливо випромiнити реальний вiброн внаслiдок
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Рис. 1: Температурна залежнiсть Джозефсонiвського струму для λ = 1.5 (solid), λ = 2

(dash-dot) нормованого на критичний струм при вiдсутностi взаємодiї (λ = 0); ε0/~ω0 = 1.4.

електрон-дiркової симетрiї та закону збереження енергiї). Кiлькiсть випромiнених
вiбронiв електроном та дiркою – незалежне (двi незалежнi суми для кожної функцiї
Грiна у рiвняннi (4)). Таким чином нескiнчений набiр вiртуальних каналiв розсiяння
електрона (дiрки) при когерентному тунелюваннi знiмає поляронну блокаду (ско-
ротить експоненцiйний фактор у (8)). Це аналогiчно до модифiкованної поляронної
блокади у режимi “cotunneling” для нормального транспорту [6]. Тепер повернемося
до результатiв робiт [2, 3], бо їх результати свiдчать про експоненцiйне зменшен-
ня критичного струму. У роботi [2] тут видiляється канал розсiювання n = 0 за
допомогою параметра порядку надпровiдника. Внесок вiд iнших каналiв малий за
параметром ∆0/~ω0 (внесок вiд каналiв розсiювання у неперервному спектрi малий
у порiвняннi з внеском вiд дискретного спектру у короткому контактi). Результат
роботи [3] – некоректний. Критичний струм у роботi [3] був обчислений без ураху-
вання процесiв вiртуального випромiнювання та поглинання.

Тепер дослiдимо температурну поведiнку критичного струму. У теорiї збурення
за Γ0 вираз (4) можна спростити (усунути Γ2

0 у знаменнику). Тодi джозефсонiвський
критичний струм має вигляд

Jcr(T ) =
eΓ2

0

~
exp(−2λ2 cth(x))

∞
∑

n,l=−∞

e−(n+l)xIn(λ
2/ sh(x))Il(λ

2/ sh(x))

2ε0 − ~ω0(n+ l)
(f−

l − f+
n ),

(11)
де x = ~ω0/2kBT , f±

n(l) = f [±(ε0 − n(l)~ω0)]. Як видно з рис. 1, температурна зале-

жнiсть джозефсонiвського струму для контакту iз електрон-вiбронною взаємодiєю
вiдрiзняється вiд стандартної (без взаємодiї, λ = 0). По-перше, критичний струм
зменшується на всьому температурному iнтервалi, тобто взаємодiя перенормовує
ширину рiвня на квантовiй точцi (див. ф. (10)). По-друге, функцiональна залежнiсть
критичного струму вiдрiзняється вiд стандартної (5), при зростаннi температури
термiчно активованi вiброни частково знiмають поляронне зменшення (поляронну
блокаду iз степеневим законом) струму. У подальшому зростаннi температури ва-
жливiшим механiзмом стає зменшення парцiальних струмiв вiд андрiєвських рiв-
нiв, яке призводить до результуючого зменшення критичного струму iз температу-
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рою. Саме ця друга особливiсть i дає можливiсть експериментального виявлення
електрон-вiбронної взаємодiї у S-QD-S контактах, коли температурна залежнiсть
критичного струму буде вiдрiзнятися вiд tanh(E/2kBT )/E.

Висновки

У роботi було дослiджено вплив електрон-вiбронної взаємодiї на критичний
струм у контактi надпровiдник - квантова точка - надпровiдник. Виявлено, що ну-
льовi коливання квантової точки перенормують ширину рiвня на квантовiй точцi
(тунельнi бар’єри). Встановлено, що iснує можливiсть еспериментального пiдтвер-
дження iснування електрон-вiбронної взаємодiї в S-QD-S контактi за аномальною
температурною залежнiстю критичного струму, яка виникає внаслiдок появи ново-
го енергетичного масштабу (~ω0).
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SPECIAL FEATURES OF TEMPERATURE DEPENDENCE OF
CRITICAL CURRENT THROUGH S-QD-S JUNCTION
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Polaronic effects in Josephson current through a vibrating quantum dot are
considered. The strong electron-vibron interaction leads to a polaronic blockade
of the critical current. The polaronic effects can be detected from the anomalous
temperature dependence of Josephson current.

Key words: Josephson current, vibrating quantum dot, polaronic blockade

ОСОБЕННОСТИ ТЕМПЕРАТУРНОЙ ЗАВИСИМОСТИ
КРИТИЧЕСКОГО ТОКА В S-QD-S КОНТАКТЕ

А. Парафило

Физико-технический институт низких температур

им. Б.И. Веркина НАН Украины
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Исследуется влияние поляронных эффектов на джозефсоновский ток через
вибрирующую квантовую точку. Сильное электрон-вибронное взаимодей-
ствие приводит к поляронной блокаде критического тока, которая зависит
степенным образом от константы взаимодействия. Обнаружено, что поля-
ронные эффекты могут быть выявлены по аномальной температурной за-
висимости критического тока.

Ключевые слова: джозефсоновский ток, вибрирующая квантовая точка,
поляронная блокада


