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У роботi показано, що максимальної розрядностi чисел (19-20 значущих
цифр) найбiльш поширених мов програмування часто недостатньо для чи-
сельного розрахунку перехiдних характеристик з дiелектричних спектрiв
за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є методом апроксимацiї спе-
ктрiв кубiчними сплайнами. Значнi похибки значень перехiдних характе-
ристик можуть виникати у тих дiапазонах, де величини часiв або частот
вiдрiзняються вiд одиницi на багато порядкiв. Виникнення похибок поясне-
но утворенням математичних доданкiв великого порядку, значення яких
близькi за модулем, але протилежнi за знаками. Збiльшення розрядностi
чисел за допомогою бiблiотек високоточних обчислень з довiльною заданою
розряднiстю (GNU MP та MPFR) дає змогу отримати коректнi результати у
широких частотних та часових дiапазонах, що розширює дiапазон застосу-
вання та пiдвищує надiйнiсть методу обчислення перехiдних характеристик.

Ключовi слова: перехiдна характеристика, дiелектричний спектр, iнте-
гральнi перетворення Фур’є, високоточнi чисельнi обчислення

Перехiдна дiелектрична характеристика матерiалу за струмами поляризацiї f(t)
описує струм розряду заповненого дослiджуваним середовищем i попередньо заря-
дженого до одиничної напруги конденсатора пiсля рiзкого закорочення його виво-
дiв [1, 2]. Вона пов’язана з частотними залежностями дiйсної χ1(ω) та уявної χ2(ω)
частин комплексної дiелектричної сприйнятливостi χ∗(ω) = χ1(ω) − j χ2(ω) (дiеле-
ктричними спектрами) за допомогою iнтегрального косинус-та-синус перетворення
Фур’є, вiдповiдно

f(t) =
2

π

∞
∫

0

χ1(ω) cos(ωt) dω =
2

π

∞
∫

0

χ2(ω) sin(ωt) dω, (1)
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де j – уявна одиниця, ω – циклiчна (кутова) частота. Зворотне перетворення Фур’є
дає змогу отримати дiелектричний спектр з вiдомої перехiдної характеристики

χ1(ω) =

∞
∫

0

f(t) cos(ωt) dt χ2(ω) =

∞
∫

0

f(t) sin(ωt) dt. (2)

Прямi (1) i зворотнi (2) перетворення Фур’є часто використовують при опрацю-
ваннi експериментальних результатiв у дiелектричнiй спектроскопiї, зокрема, для
аналiзу процесiв поляризацiї у часовому просторi. Все частiше використовують зво-
ротне перетворення Фур’є для отримання частотних спектрiв за результатами вимi-
рювань перехiдних характеристик, що зумовлено значним збiльшенням швидкодiї
аналогово-цифрових перетворювачiв. Проте при обчисленнi iнтегральних перетво-
рень Фур’є часто виникають проблеми, якi насамперед пов’язанi з осциляцiйним
характером пiдiнтегральних функцiй та повiльною збiжнiстю iнтегралiв, що зумов-
лює важливiсть розробки нових досконалих методiв обчислення iнтегралiв Фур’є.

У статтях [3,4] запропоновано метод чисельного розрахунку перехiдних характе-
ристик за струмами поляризацiї середовища з експериментальних дiелектричних
спектрiв. Вiдповiдно до методу, експериментальнi дiелектричнi спектри у формi,
наприклад, частотної залежностi дiйної частини комплексної ємностi C1(ω), вiдомi
в точках ωm iнтервалу вiд ωmin до ωmax, апроксимують кубiчними сплайнами

C1(ω) = a0,m + a1,mω + a2,mω2 + a3,mω3, (3)

де m – номер iнтервалу вiд частоти ωm−1 до ωm. Комплексна ємнiсть C∗(ω) =
C1(ω)− j C2(ω) пов’язана з комплексною дiелектричною сприйнятливiстю через по-
стiйний множник, який залежить вiд геометричних розмiрiв дослiджуваного зразка.
Надалi це приводить до обчислення iнтегралiв типу

ai

ωm
∫

ωm−1

ωi cos(ωt) dω , (4)

якi можна обчислити аналiтично. Метод можна використовувати не лише для роз-
рахунку перехiдних характеристик, але i для перевiрки вiдповiдностi дiелектричних
спектрiв спiввiдношенню Крамерса-Кронiга, шляхом послiдовного обчислення пря-
мого та зворотного перетворень Фур’є. Проте в процесi застосування методу було
помiчено, що у разi його використання для розрахунку перехiдних характеристик
можуть виникати значнi вiдхилення вiд точного результату у тих дiапазонах, де
значення часiв або частот на багато порядкiв вiдрiзняються вiд одиницi. Мета цi-
єї роботи – проаналiзувати причини таких вiдхилень та запропонувати методи для
їхнього усунення.

Для з’ясування причин виникнення некоректних значень перехiдної характери-
стики у певних дiапазонах значень часу проаналiзуємо доданки, якi виникають у
процесi обчислення iнтегралiв типу (4). Для цього запишемо вираз для найскладнi-
шого з них з i = 3
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ωm
∫

ωm−1

ω3cos(ωt) dω =

{

3ω2

t2
cos(ωt)−

6

t4
cos(ωt) +

ω3

t
sin(ωt)−

6ω

t3
sin(ωt)

}
∣

∣

∣

∣

ωm

ωm−1

(5)

Вiн мiстить доданки, якi вiдрiзняються мiж собою за степенями t на три поряд-
ки. Якщо значення t i ω вiдрiзняються вiд одиницi на незначну кiлькiсть порядкiв,
то нiякої проблеми при чисельному сумуваннi не виникне. Проте якщо, наприклад,
t = 10−6 с, то рiзниця порядкiв величин доданкiв буде не меншою нiж 18. Для додан-
кiв iнтеграла з значеннями ω, на порядки меншими вiд одиницi, вiдмiннiсть порядкiв
доданкiв буде ще бiльшою. У бiльшостi мов програмування, вiдповiдно до стандар-
ту IEEE Std. 754-2008 [5], розряднiсть чисел з пiдвищеною подвiйною точнiстю ста-
новить 19-20 десяткових значущих цифр. Зрозумiло, що у такому разi чисельний
розрахунок сум доданкiв у виразi (5) з буде приводити до зовсiм неадекватних зна-
чень. До того ж, у рiзних дiапазонах за порядками значень t та ω спiввiдношення
мiж величинами доданкiв у виразi (5) та спiввiдношення мiж значеннями iнтегралiв
(4) з рiзними степенями ω переважно будуть зовсiм iншими, що ускладнює вирiше-
ння цiєї проблеми методом перегрупування доданкiв та використання наближених
виразiв для сум або рiзниць окремих з них.

Надалi проведемо дослiдження залежностi результату обчислення перехiдних ха-
рактеристики вiд розрядностi чисел. Це зробимо з використанням спектрiв з степене-
вими залежностям сприйнятливостi або ємностi вiд частоти з нецiлими значеннями
показника степеня 0 < n < 1

χ∗(ω) = χ1(ω)− j χ2(ω) = B
{

sin
nπ

2
− j cos

nπ

2

} 1

ω1−n
, (6)

де B – стала. Вибiр спектрiв саме з таким законом дисперсiї, насамперед, зумовле-
ний тим, що експериментальнi дiелектричнi спектри часто пiдлягають степеневим
залежностям (6), якi вiдображають унiверсальний закон релаксацiї [1,2]. Крiм того,
перехiднi характеристики, якi вiдповiдають дiелектричним спектрам зi степеневи-
ми залежностями вiдгуку вiд частоти, можна обчислити аналiтично з залежностi як
дiйсної, так i уявної частин комплексної сприйнятливостi вiд частоти з допомогою
виразiв

f(t) =
2

π
B sin

{nπ

2

}

∞
∫

0

cos(ωt)

ω(1−n)
dω =

1

π
B Γ(n) sin(nπ)

1

tn
(7)

f(t) =
2

π
B cos

{nπ

2

}

∞
∫

0

sin(ωt)

ω1−n
dω =

1

π
B Γ(n) sin(nπ)

1

tn
, (8)

де Γ(n) – гама-функцiя вiд n. Це дає змогу порiвнювати чисельно отриманi перехiднi
характеристики з аналiтичними функцiями.
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На рис. 1 показано залежнiсть доданкiв виразу (5) вiд частотних iнтервалiв (зна-
чення m), на яких вони обчисленi. Обчислення проведенi з застосуванням бiблiотек
високоточних розрахункiв GNU MP (GMP) та MPFR, написаних мовою Сi для про-
ведення розрахункiв з довiльно-заданою розряднiстю чисел [6, 7]. Однiєю з переваг
цих бiблiотек є те, що результати обчислень зовсiм не залежать вiд розрядностi
машинного слова mp_bits_per_limb (32, 64 бiти або бiльше) i тому вони будуть
однаковими на рiзних комп’ютерах. Також, точнiсть виражену у кiлькостi бiтiв мо-
жна встановити окремо для кожної використовуваної змiнної (включаючи навiть
дуже малi значення точностi). Наприклад, розрахунки з точнiстю 53 бiти повнiстю
вiдповiдають обчисленням, проведеним з використанням чисел подвiйної точностi
з плаваючою комою у мовi Сi. Бiблiотека MPFR, створена на базi GMP, дозволяє
проводити обчислення, зокрема, високоточних значень тригонометричних функцiй.
Фрагмент програми для обчислення найпростiшого iнтеграла типу (4) з i = 0 з
точнiстю 256 бiт (∼ 77 значущих десяткових цифр), який присвоює змiннiй y значе-
ння визначеного iнтеграла вiд om1 до om2, написаний мовою Сi++ з використанням
бiблiотеки MPFR має вигляд

# include <mpfr.h>
. . .
mpfr_t t, om1, om2, f1, f2, sin1, sin2, y;
mpfr_inits2 (256, t, om1, om2, f1, f2, sin1, sin2, y, (mpfr_ptr) 0);
. . .
mpfr_mul (f1, om1, t, MPFR_RNDU);
mpfr_mul (f2, om2, t, MPFR_RNDU);
mpfr_sin (sin2, f2, MPFR_RNDU);
mpfr_sin (sin1, f1, MPFR_RNDU);
mpfr_sub (y, sin2, sin1, MPFR_RNDU);
mpfr_div (y, y, t, MPFR_RNDU);
. . .
mpfr_clear (t, om1, om2, f1, f2, sin1, sin2, y);

З рис. 1 видно, що два доданки iнтеграла (5) дуже близькi за абсолютними зна-
ченнями, але мають протилежнi знаки; значення третього доданку приблизно того
самого порядку. Тому значення iнтегралiв, рiвнi сумi доданкiв на кожному з про-
мiжкiв, буде втрачене за недостатньої розрядностi чисел. Найбiльша вiдмiннiсть по-
рядкiв мiж рiзними доданками дорiвнює майже 18, що вже досягає критичної межi,
якщо оперувати числами пiдвищеної подвiйної точностi. З рис. 2 видно, що iз-за не-
достатньої розрядностi чисел за t . 10 Гц (за розрядностi 64 бiти) отримуємо зовсiм
некоректнi сумарнi значення iнтегралiв типу (5) з i = 3 на промiжках вiд ωm−1 до
ωm. Коливання значень iнтегралiв та його доданкiв за великих значень ω зумовленi
великими значеннями перiоду пiдiнтегральної синусоїди cos(ωt) вiд ω i не залежать
вiд розрядностi чисел.

На рис. 3 показано перехiднi характеристики отриманi за допомогою косинус
перетворення Фур’є з дiйсної частини дiелектричного спектра обчисленi методом
апроксимацiї спектрiв кубiчним сплайнами з використанням чисел з рiзною розря-
днiстю – 32, 64 та 256 бiт. Видно, що використання чисел з розряднiстю 64 бiти, якi
приблизно вiдповiдають числам з максимальною точнiстю для бiльшостi звичайних
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Рис. 1: Значення десяткових логарифмiв рiзних доданкiв iнтеграла (5) для якого i = 3,
t = 10

−5 с обчисленi у рiзних частотних iнтервалах вiд ωm−1 до ωm з використанням чисел
з розряднiстю 64 бiти
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Рис. 2: Залежностi значень десяткових логарифмiв iнтегралiв (5) вiд частотних iнтервалiв
вiд ωm−1 до ωm на яких вони обчисленi для t = 10

−5 с з використанням чисел рiзної
розрядностi (1 – 32, 2 – 64, 3 – 256 бiт)
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Рис. 3: Перехiдна характеристика, обчислена за допомогою iнтегрального косинус-
перетворення Фур’є з частотної залежностi дiйної частини ємностi, заданої у дiапазонi
вiд 10

−4 до 10
6 Гц, вiдповiдно до степеневого закону ω

−(1−n) з n = 0, 2 з використанням
чисел рiзної розрядностi (1 – 32 бiти, 2 – 64 бiти, 3 – 256 бiт). Пунктирна лiнiя (4) вiдповiдає
перехiднiй характеристицi, обчисленiй аналiтично

мов програмування (19-20 десяткових цифр), приводить до значних вiдхилень та
розкиду значень на переважнiй частинi спектра зi сторони малих значень часу. Пе-
рехiдна характеристика обчислена за ще меншої розрядностi (32 бiти) приводить до
ще бiльших вiдхилень результату вiд точних значень, що пiдтверджує те, що пробле-
ми розрахункiв пов’язанi саме з надто низькою розряднiстю чисел. Використання
чисел з розряднiстю 256 бiт у дослiдженому часовому iнтервалi не приводить до
помiтних похибок у обчисленнi перехiдної характеристики. Вiдхилення у дiапазонi
великих значень t & 102 с зумовленi вiдсутнiстю вкладу iнтеграла за частот менших
нiж ωmin i не залежать вiд розрядностi чисел.

Можливе вирiшення проблеми усунення чисельної похибки за допомогою гру-
пування доданкiв та побудови наближених у певних дiапазонах значень t− та ω−

виразiв було б доволi громiздким. Це зумовлено, насамперед, потребою попередньо-
го аналiзу спiввiдношення мiж значеннями доданкiв для отримання iнформацiї про
те, чи кiнцева сума формується вiдносно малими доданками, чи рiзницею доданкiв
великих порядкiв, залежно вiд дiапазонiв значень t та ω. Також, потрiбно було б
враховувати вплив характеру дисперсiї дiелектричної проникностi на спiввiдноше-
ння мiж рiзними доданками. Перевагою ж пiдвищенням розрядностi чисел є те, що
кiнцева програма використовує точнi вирази замiсть наближених для обчислення
iнтегралiв Фур’є спектрiв, апроксимованих кубiчними сплайнами.
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Висновки

Використання бiблiотеки обчислень з числами високої розрядностi дозволяє усу-
нути чисельну похибку, яка виникає у разi розрахунку перехiдних характеристик
за допомогою iнтегрального перетворення Фур’є дiелектричних спектрiв методом
апроксимацiї кубiчними сплайнами. Показано, що причиною значних вiдхилень ре-
зультатiв вiд точних значень є велика рiзниця порядкiв величин рiзних доданкiв, яка
при значних вiдмiнностях порядкiв часiв та частот вiд одиницi може перевищувати
значення розрядiв чисел максимальної точностi для поширених мов програмування.
Збiльшення розрядностi чисел дає змогу уникнути громiздкої процедури аналiзу по-
рядкiв величин рiзних доданкiв, робить ранiше запропонований метод надiйнiшим
та розширює часовi та частотнi iнтервали використання методу обчислення перехi-
дних характеристик.
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EFFECT OF DIGIT BIT NUMBERS ON CORRECTNESS AND

ACCURACY OF NUMERICAL CALCULATION OF

DIELECTRIC TRANSITION CHARACTERISTICS

O. Fl’unt

Ivan Franko National University of Lviv

Dragomanov St., 50, 79005 Lviv, Ukraine

e-mail: flunt@electronics.lnu.edu.ua

In the article it has been shown, that digit numbers of maximum precision
variables (19-20 significant digits) often is not enough for correct numerical
calculation of transition characteristics from dielectric spectra using integral
Fourier transformation by the method of approximation spectra by cubic spli-
nes. Significant deviations may appear in the intervals, where values of time or
frequency differ from one on many orders. Deviations origin has been explained
by presence of the terms, values of which are close by module, but opposite on si-
gn. Increasing of digit numbers of variables using the multiple precision arbitrary
arithmetic libraries (GNU MP and MPFR) allows to obtain the correct results
in wide temporal and frequency ranges, that extends the range of applicability
and improves reliability of the calculation method of transition characteristics.

Key words: transition characteristic, dielectric spectra, integral Fourier
transformations, multiprecision numerical calculations
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ВЛИЯНИЕ РАЗРЯДНОСТИ ЧИСЕЛ НА КОРРЕКТНОСТЬ И

ТОЧНОСТЬ ЧИСЛОВОГО РАСЧЕТА ПЕРЕХОДНЫХ

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК

О. Флюнт

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

ул. Драгоманова 50, 79005 Львов, Украина

e-mail: flunt@electronics.lnu.edu.ua

В работе показано, что максимальной разрядности чисел (19-20 значащих
цифр) наиболее распространенных языков программирования часто недо-
статочно для численного расчета переходных характеристик с диэлектри-
ческих спектров с помощью интегрального преобразования Фурьє методом
аппроксимации спектров кубическими сплайнами. Значительные отклоне-
ния могут возникать в тех диапазонах, где значения времен или частот
отличаются от единицы на много порядков. Возникновение ошибок объяс-
нено образованием математических слагаемых, значения которых близки
по модулю, но противоположны по знакам. Увеличение разрядности чисел
при помощи библиотек высокоточных расчетов с произвольной заданной
разрядностью (GNU MP и MPFR) дает возможность получать корректные
результаты в широких частотных и временных интервалах, что расширяет
диапазон использования и повышает надежность метода вычисления пере-
ходных характеристик.

Ключевые слова: переходная характеристика, диэлектрический спектр,
интегральные преобразования Фурьє, высокоточные численные расчеты


