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ЕЛЕКТРОН-ПЛАЗМОННИЙ ПIДХIД В
ТЕОРIЇ МЕТАЛIВ
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Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка
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Запропоновано новий варiант колективного опису електрон–iонної моделi
металу у рамках базисного пiдходу. На вiдмiну вiд звичайної теорiї збурень,
у ролi моделi нульового наближення (Reference System) виступає модель iде-
ального виродженого електронного газу i невзаємодiючих плазмонiв. Наве-
дено концентрацiйну залежнiсть характеристик електронної пiдсистеми в
широкiй областi змiни параметра неiдеальностi. Побудовано iонну модель
металу з багаточастинковими ефективними взаємодiями. Дослiджено по-
тенцiал двоiонної ефективної взаємодiї та його вiдмiнностi вiд потенцiалу,
розрахованого у рамках стандартної теорiї збурень.

Ключовi слова: електрон - плазмонна модель, електрон - iонна модель,
iонна модель металу, кореляцiйна енергiя, бiнарна функцiя розподiлу, ефе-
ктивнi мiжiоннi потенцiали.

1 Вступ

Труднощi, що виникли у серединi минулого столiття при спробах застосування
стандартної теорiї збурень до опису систем з кулонiвськими взаємодiями, привели
до усвiдомлення визначальної ролi колективних рухiв у плазмi, розчинах електро-
лiтiв та електроннiй пiдсистемi металiв. У роботах Дебая, Боголюбова, Зубарєва та
їх послiдовникiв була сформульована нова концепцiя опису систем з кулонiвськими
взаємодiями, що базувалась на врахуваннi екранування взаємодiй та колективних
збуджень – плазмових коливань, iснування яких було пiдтверджене експерименталь-
но. Один з перших варiантiв теорiї, що враховувала колективну поведiнку кулонiв-
ських систем, розвинуто в роботах Бома i Пайнса. Поряд з iндивiдуальними змiнни-
ми у цих роботах використано так званi колективнi координати, а збереження числа
ступенiв вiльностi забезпечувалось додатковими умовами, що накладались на хви-
льову функцiю. Цей пiдхiд було застосовано до побудови квантовомеханiчної теорiї
плазми i опису електронних кореляцiй в металах [1-3]. Суттєвим ускладненням цьо-
го пiдходу були громiздкi канонiчнi перетворення, що надали методу наближеного
характеру. З цiєї причини вiн був витiснений формальнiшим, але строгим методом
Гелл-Манна i Бракнера [4] пiдсумовування рядiв розбiжних дiаграм теорiї збурень
за кулонiвським потенцiалом.
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Метод змiщень i колективних змiнних, розвинутий у роботах I.Юхновського зi
спiвавторами [5,6] для опису моделi взаємодiючого електронного газу, одночасно
iз введенням розширеного простору iндивiдуальних i колективних координат ви-
користовував перетворення статистичного оператора (так зване перетворення змi-
щень), яке приводить до безмежного ланцюжка нелiнiйних iнтегро-диференцiальних
рiвнянь, що робить цей пiдхiд також наближеним. Однак на вiдмiну вiд методу
Бома-Пайнса, у методi змiщень i колективних змiнних перехiд до розширеного про-
стору виконується строго, шляхом використання функцiї переходу, як i в роботi
Д.Зубарєва [7] при розрахунку статистичної суми системи заряджених частинок у
класичнiй статистицi.

У роботах [8,9] запропоновано новий варiант колективного опису на прикладi
моделi електронної рiдини. При цьому колективнi координати, що фiгурують у цих
роботах, самостiйного значення не мають i використовуються як допомiжний еле-
мент переходу вiд опису в термiнах частинок до опису в термiнах частинок i ко-
лективних збуджень - плазмонiв. Сформульовано перенормовану теорiю збурень, у
якiй гамiльтонiан нульового наближення є гамiльтонiаном вiльних електронiв i нев-
заємодiючих плазмонiв, наслiдком чого є перенормування кулонiвських взаємодiй i
вiдсутнiсть розбiжних дiаграм, у зв’язку з чим немає необхiдностi у пiдсумовуваннi
безмежних рядiв дiаграм.

Метою даної роботи є узагальнення електрон-плазмонного пiдходу на випадок
електрон-iонної моделi металу з локальними двочастинковими взаємодiями i побу-
дова iонної моделi металу з ефективними багаточастинковими взаємодiями шляхом
усереднення за станами пiдсистеми колективiзованих електронiв.

2 Основнi спiввiдношення

Розглядаючи пiдсистему колективiзованих електронiв у полi адiабатичних iо-
нiв, у ролi стартового зображення використаємо вторинне квантування на базисi
плоских хвиль для електронної пiдсистеми та координатне зображення для iонної,
представляючи гамiльтонiан у стандартному виглядi

Ĥ = Ĥo + V̂ee + V̂ei + V̂ii + Co, (1)

Ĥo =
∑

k,s

εka
+
k,sak,s, V̂ee = (2V )−1

∑

q 6=0

V (q)Î2(q,−q),

V̂ei = V −1
∑

q 6=0

Vei(q)S−q

∑

k,s

a+k+q,sak,s,

V̂ii = (2V )−1
∑

q 6=0

Vii(q){SqS−q −Ni},

Î2(q,−q) =
∑

k1,k2

∑

s1s2

a+k1+q,s1
a+k2−q,s2

ak2,s2ak1,s1 ,

де εk = ~
2k2/2m,V (q) = 4πe2/q2, Ni – число iонiв, V – об’єм системи, Sq =

∑Ni

j=1 exp[i(q,Rj)]–структурний фактор iонної пiдсистеми, Vei(q), Vii(q) – зображен-
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ня Фур’є потенцiалiв електрон-iонних та мiжiонних взаємодiй,

Co = N2
i (2V )−1 lim

q→0
{Z2V (q) + Vii(q) + 2ZVei(q)}. (2)

Щоб сформулювати перенормовану теорiю збурень, у якiй будуть вiдсутнi
розбiжнi дiаграми i применшена роль багатоелектронних кореляцiй, узагальнимо
iдею Бома-Пайнса, представляючи оператори взаємодiї електронiв у виглядi суми
короткосяжної та далекосяжної складових,

V̂ee = V̂ e
s + V̂ e

l , V̂ei = V̂ ei
s + V̂ ei

l ,

V̂ e
s = (2V )−1

∑

q 6=0

V e
s (q)Î2(q,−q), V̂ e

l = (2V )−1
∑

q 6=0

V e
l (q)

{

ρ̂qρ̂−q − N̂e

}

,

V̂ ei
s = V −1

∑

q 6=0

V ei
s (q)S−q

∑

k,s

a+k+q,sak,s, (3)

V̂ ei
l (q) = V −1

∑

q 6=0

V ei
l (q)S−qρ̂q; ρ̂q =

∑

k,s

a+k+q,sak,s.

Розбиття потенцiалiв на складовi може бути довiльним, але V e
l (q) та V ei

l (q) по-
виннi мати кулонiвську асимптотику при малих значеннях хвильових векторiв, а
V e
s (q) – при великих (асимптотика V ei

s (q) залежить вiд конкретної форми моделi
електрон-iонної взаємодiї). Узагальнюючи методику робiт [8,9], виберемо складовi
потенцiалiв таким чином:

V e
l (q) = Vq y(q/qo), V e

s (q) = Vq {1− y(q/qo)} , (4)

V ei
l (q) = Vei(q) y(q/qo), V ei

s (q) = Vei(q) {1− y(q/qo)} .

При цьому y(q/qo) є безрозмiрною неперервною функцiєю з асимптотикою

y(q/qo) =

{

1 при q ≪ qo,
0 при q ≫ qo,

(5)

а qo ≤ 2kF , що випливає з умови загасання плазмових коливань. Оптимiзацiя вибо-
ру функцiї y(q/qo) може бути здiйснена на основi мiнiмуму повної енергiї системи,
або ж, принаймнi, порiвняння кореляцiйної енергiї моделi електронної рiдини з ре-
зультатами розрахункiв методом Монте-Карло[10].

Колективний опис далекосяжних складових операторiв V̂ee та V̂ei передбачає вве-
дення колективних координат ρq за допомогою оператора переходу [11],

Ĵ(ρ, ρ̂) =

′

∏

q

δ(ρq − ρ̂q) =

∫

(dω) exp







2πi

′

∑

q

ωq(ρq − ρ̂q)







, (6)

що є квантовим узагальненням функцiї переходу Д.Зубарєва [7] у класичнiй стати-
стицi. Тут ωq = ωc

q − iωs
q – змiнна, спряжена до ρq = ρcq + iρsq, а iндекс

”
′“ вказує на

те, що враховується лише половина всiх можливих хвильових векторiв, оскiльки ρq
i ρ−q = ρ∗q не є незалежними.
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При розрахунку статистичної суми моделi (1) за електронними змiнними у ве-
ликому канонiчному ансамблi використаємо методику робiт [8,9], переходячи вiд зо-
браження вторинного квантування до розширеного простору операторiв вторинного
квантування i колективних координат. У розширеному просторi для статистичного
оператора моделi (1) одержуємо таке зображення:

exp (−β[Ĥ − µN̂ ]) =

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp{−β
[

Ĥ∗(..., ak,s, ...|..., ρq, ...)− µN̂
]

}, (7)

де

Ĥ∗(..., ak,s, ...|..., ρq, ...) = Ĥ +
∑

q

[

εqρq +
~
2

m
f̂q

]

∂

∂ρq
− (8)

−Ne

∑

q

εq
∂2

∂ρq∂ρ−q

+
~
2

2m

∑

q1,q2

(q1,q2)ρq1+q2

∂2

∂ρq1
∂ρq2

є зображенням гамiльтонiана у цьому просторi (f̂q ≡ ∑

k,s(k,q)a
+
k+q,sak,s). Стати-

стична сума набуває вигляду

Zei = Sp

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp
{

−β[Ĥ∗(..., ak,s, ...|..., ρq, ...)− µN̂ ]
}

. (9)

Операцiя слiду вiдноситься, звичайно, до операторiв вторинного квантування ak,s,
при цьому ak,s та ρq є формально незалежними, а оператор переходу регулює зв’язки
мiж ними.

Виконаємо циклiчне перетворення статистичної суми, а саме

Zei = Sp
{

exp
[

−Φ̂(ρ̂)
]

exp
[

−β(Ĥ − µN̂)
]

exp[Φ̂(ρ̂)]
}

= (10)

= Sp

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp [−Φ(ρ)] exp
[

−β(Ĥ − µN̂)
]

expΦ(ρ),

де Φ(ρ) є зображенням у колективних змiнних оператора Φ̂(ρ̂). Виберемо оператор

Φ̂(ρ̂) =
1

4Ne

∑

q

ρ̂q ρ̂−q, (11)

який має зображення Φ(ρ) = 1
4Ne

∑

q ρqρ−q. Переставляючи expΦ(ρ) налiво через

оператор exp[−β(Ĥ∗(..., ak,s, ...|..., ρq, ...)− µN̂)], приходимо до зображення

Zei = Sp

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂) exp[−β] ˆ̃H∗(..., ak,s, ...|..., ρq, ...), (12)
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у якому

ˆ̃H∗(..., ak,s, ...|..., ρq, ...) = Ĥs + Ĥl + Ĥint + V̂ii + C;

Ĥs =
∑

k,s

(εk − µ)a+k,sak,s + V̂ e
s + V̂ ei

s ; (13)

Ĥl = (2V )−1
∑

q

{

V e
l (q) +

V

2Ne
εq

}

ρqρ−q −Ne

∑

q

εq
∂2

∂ρq∂ρ−q

+

+
~
2

2m

∑

q1,q2

(q1,q2)ρq1+q2

{

∂

∂ρq1

+
2Ne

ρ−q1

}{

∂

∂ρq2

+
2Ne

ρ−q 2

}

, q1 + q2 6= 0,

Ĥint =
~
2

m

∑

q

(

2Ne

ρ−q

+
∂

∂ρq

)

f̂q + V −1

′

∑

q

V ei
l (q)S−qρq;

C ≡ Co −
Ne

2V

∑

q

{

V e
l (q) + εq

V

Ne

}

.

Доданки гамiльтонiана ˆ̃H∗(..., ak,s, ...|..., ρq, ...) мають чiткий фiзичний змiст: Ĥs опи-
сує пiдсистему електронiв з короткосяжною взаємодiєю, що знаходяться у полi iонiв;
Ĥl – пiдсистему колективних збуджень (взаємодiючих осциляторiв); Ĥint – взаємо-
дiю осциляторiв з пiдсистемами електронiв та йонiв. Зображення (12) є точним.

З метою наближеного врахування ангармонiзмiв у пiдсистемi осциляторiв роз-
глянемо допомiжну задачу про хвильову функцiю основного стану моделi з гамiль-
тонiаном Ĥl,

Ĥlψ(ρ) =
1

2

∑

q

~ωqψ(ρ), (14)

де ~ωq – спектр збуджень квазiчастинок. Хвильову функцiю будемо шукати у ви-
глядi

ψ(ρ) = exp

{

−1

2

∑

q

γ(q)ρqρ−q − 1

6

∑

q1,q2,q3

β(q1,q2,q3)δq1+q2+q3,0ρq1
ρq2

ρq3

−1

8

∑

q1,q2

æ(q1,−q1,q2,−q2)ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

+ ...

}

. (15)

Пiдставляючи її у рiвняння (14) i прирiвнюючи коефiцiєнти при добутках ρqρ−q,
ρq1

ρq2
ρq3

, ρq1
ρ−q1

ρq2
ρ−q2

, одержуємо систему алгебраїчних рiвнянь
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V e
l (q)

2V
+

εq
4Ne

−Neγ
2(q)εq +

Ne

2

∑

q1

εq1
æ(q,−q,q1,−q1) = 0; Nεqγ(q) =

1

2
~ωq;

β(q1,q2,−q1 − q2) =
~
2

2m

(q1,q2)

2N3
e

(2Neγ(q1)− 1)(2Neγ(q2)− 1)

εq1
γ(q1) + εq2

γ(q2)
,

(εq1
γ(q1) + εq2

γ(q2))æ(q1,−q1,q2,−q2) =
1

2
(εq1

+ εq2
)β2(q1,q2,−q1 − q2)

+
~
2

2m
N−2

e {(q1,q2 + q1)[1− 2Neγ(q1)]+ (16)

+(q2,q1 + q2)[1 − 2Neγ(q2)]} β(q1,q2,−q1 − q2); ...,

яка визначає спектр збуджень i функцiї γ(q), β(q1,q2,−q1−q2), æ(q1,−q1,q2,−q2).
Оскiльки ми розглядаємо модель (1) при низьких температурах, а плазмони є

високоенергетичними збудженнями, то це дає пiдставу замiнити оператор ангармо-
нiзмiв результатом його дiї на хвильову функцiю основного стану, що приводить до
появи ефективних три- та чотиричастинкових взаємодiй:

V̂pp =
∑

q1,q2

= {φ3(q1,q2)ρq1
ρq2

ρ−q1−q2
+ φ4(q1,q2)ρq1

ρ−q1
ρq2

ρ−q2
},

φ3(q1,q2) =
~
2

2m

∑

q1,q2

(q1,q2)(2Ne)
−1(2Neγ(q1)− 1)[2Neγ(q2)− 1]; (17)

φ3(q1,q2) = − ~
2

2m

∑

q1,q2

(q1,q2)(2Ne)
−1[2Neγ(q1)− 1]ρq1

β(q1,q2,−q1 − q2).

Згiдно з фiзичним змiстом оператора Ĥl перейдемо вiд змiнних ρq до операторiв
породження i знищення квазiчастинок (плазмонiв) згiдно з вiдомими спiввiдношен-
нями Боголюбова-Зубарєва [12]:

b+−q =
1√
2

{

αqρ̃q − 1

αq

∂

∂ρ̃−q

}

, (18)

bq =
1√
2

{

αqρ̃q +
1

αq

∂

∂ρ̃−q

}

,

де

ρ̃q = ρqN
−1/2
e , αq = {~ωq/2εq}1/2 , ~ωq =

{

2
Ne

V
εqV

e
l (q) + ε2q

}1/2

. (19)

Щоб перехiд був строгим, введемо оператор переходу

Ĵ(ρ̂ b, ρ) =

′

∏

q

δ(ρ̂ b
q − ρq), ρ̂ b

q =

(

Ne

2

)1/2

α−1
q

(

bq + b+−q

)

(20)

i скористаємось тотожнiстю

exp
{

−β
[

Ĥs + Ĥp + V̂pp + Ĥint

]}

Sp bĴ(ρ̂
b, ρ) = (21)

= Sp b

{

Ĵ(ρ̂ b, ρ) exp
[

−β
(

Ĥs + Ĥp + V̂pp + V̂int

)]}

,
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де символ Sp b(...) означає операцiю слiду за станами плазмонiв, а Ĥp є гамiльтонi-
аном невзаємодiючих осциляторiв

Ĥp =
∑

q

{[

V e
l (q)

2V
+

εq
4Ne

]

ρqρ−q −Neεq
∂2

∂ρq∂ρ−q

}

. (22)

Пiд знаком iнтеграла за змiнними ρq при наявностi Ĵ(ρ̂b, ρ) перейдемо до операторiв

b+q , bq у складових Ĥp, V̂pp та Ĥint згiдно з формулами (18). Пiсля цього вiзьмемо
iнтеграл за змiнними ρq:

∫

(dρ)Ĵ(ρ, ρ̂)Ĵ(ρ̂ b, ρ)
{

Sp bĴ(ρ̂
b, ρ)

}−1

= (23)

= Ĵ(ρ̂ b, ρ̂ a)
{

Sp bĴ(ρ̂
b, ρ̂ a)

}−1

= Ĵa,b,

де ρ̂ a
q ≡ ρ̂q =

∑

k,s a
+
k+q,sak,s. Таким чином, ми приходимо до зображення статисти-

чної суми у термiнах частинок i квазiчастинок, позбувшись колективних змiнних:

Zei = SpaSpb

{

Ĵa,b exp
[

−β
(

Ĥs + Ĥp + V̂pp + Ĥint + V̂ii + C
)]}

. (24)

При цьому

Ĥp =
∑

q

~ωq

{

1

2
+ b+q bq

}

(25)

є гамiльтонiаном невзаємодiючих квазiчастинок;

Ĥint = Ĥe
int + Ĥi

int, (26)

Ĥe
int =

~
2

2m
(2Ne)

−1/2
∑

q

α−1
q B̂qf̂−q,

Ĥi
int =

1

V

(

Ne

2

)1/2
∑

q

V ei
l (q)α−1

q S−q

(

bq + b+−q

)

описує взаємодiю плазмонiв з електронами i йонами, де

B̂q =

(

~ωq

εq
+ 1

)

bq −
(

~ωq

εq
− 1

)

b+−q. (27)

Оператор плазмонних ангармонiзмiв V̂pp одержується з виразу (17) замiною ρq → ρ̂bq.

Оскiльки Sp bĴa,b = 1, то використання наближення Ĵa,b = 1 у виразi (24) вiдповiдає
нехтуванню

”
генетичним“ зв’язком мiж електронами i плазмонами, або умовою збе-

реження ступенiв вiльностi. Це наближення можна обгрунтувати тим, що плазмони
є високоенергетичними збудженнями i при низьких температурах вони

”
вимороже-

нi“, їхнi середнi числа заповнення експоненцiйно малi – плазмони є вiртуальними.
В такiй ситуацiї вiдсутнє порушення числа ступенiв вiльностi у системi.
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3 Модель однорiдної електронної рiдини

Цю модель ми використаємо як базисну систему при побудовi iонної моделi ме-
талу. В той же час модель однорiдної електронної рiдини має самостiйне значення i
служить тестом методу i прийнятих наближень [13, 14]. Для розрахунку статисти-
чної суми цiєї моделi також використаємо базисний пiдхiд, а в ролi базисної системи
виберемо модель вiльних електронiв та гармонiчних плазмонiв з гамiльтонiаном

ĤB = Ĥo − µN̂e + Ĥp −
Ne

2V

∑

q

(

V e
l (ρ) +

V

2Ne
εq

)

(28)

i використаємо зображення взаємодiї у статистичному операторi на основi цього
гамiльтонiана,

exp
{

−β[ĤB + V̂ e
s + V̂pp + Ĥe

int]
}

= exp(−βĤB)T Ŝe, (29)

де T – символ хронологiчного впорядкування,

Ŝe = exp







−
β
∫

0

[

V̂ e
s (β

′

) + V̂pp(β
′

) + Ĥe
int(β

′

)
]

dβ
′







. (30)

Для зручностi наступних обчислень перейдемо до так званого частотного зобра-
ження операторiв вторинного квантування [13,14]

ak,s(ν
∗) =

β
∫

0

ak,s(β
′

)ψν∗(β
′

)dβ
′

, (31)

bq(ν
∗) =

β
∫

0

bq(β
′

)ψν(β
′

)dβ
′

,

де ak,s(β
′

), bq(β
′

) – оператори електронiв та плазмонiв у представленнi взаємодiї,

а ψµ(β
′

) = β1/2 exp(iµβ
′

) утворюють два базиси функцiй змiнної β
′

на iнтервалi

0 ≤ β
′ ≤ β, якi задовольняють умовам ортогональностi та повноти

β
∫

0

ψ∗
µ1
(β

′

)ψµ2
(β

′

) dβ
′

= δµ1,µ2
, (32)

∑

µ

ψ∗
µ(β1)ψµ(β2) = δ(β1 − β2).

При цьому µ = ν∗ = (2n + 1)πβ−1 – частоти Фермi-Мацубари, µ = ν = 2nπβ−1 –
частоти Бозе-Мацубари: n = 0 : ±1;±2; ... .
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Умови (32) дозволяють записати Ŝe – матрицю у частотному зображеннi у ви-
глядi експоненти [13]:

Ŝe(ν) = exp
{

−V̂ e
s (ν)− V̂pp(ν)− Ĥe

int(ν)
}

,

V̂ e
s (ν) = (2βV )−1

∑

q,ν

V e
s (q)

∑

k1,k2

∑

s1,s2

∑

ν∗

1
,ν∗

2

a+k1+q,s1
a+k2−q,s2

ak2,s2ak1,s1 ;

Ĥe
int(ν) =

~
2

2m
(2βNe)

−1/2
∑

q,ν

α−1
q f̂−xB̂x; (33)

f̂x ≡ fq,ν =
∑

k,s

∑

ν∗

(k,q)a+k+q,s(ν
∗ + ν)ak,s(ν

∗);

bx ≡ bq(ν); B̂x = B̂q,ν =

(

~ωq

εq
+ 1

)

bx −
(

~ωq

εq
− 1

)

b+−x;

V̂pp = β−1/2

(

Ne

2

)3/2
∑

x1,x2

Φ3(q1,q2) {αq1
αq2

αq1+q2
×}−1

×(bx1
+ b+−x1

)(bx2
+ b+−x2

)(b−x1−x2
+ b+x1+x2

)

+β−1

(

Ne

2

)2
∑

x1,x2

Φ4(q1,q2) {αq1
αq2

}−2
(bx1

+ b+−x1
)(b−x1

+ b+x1
)×

×(bx2
+ b+−x2

)(b−x2
+ b+x2

).

Розрахунок середнiх значень добуткiв операторiв у частотному зображеннi грунту-
ється на використаннi одночастинкових функцiй Грiна базисної системи

−
〈

T
{

ak1,s1(ν
∗
1 )a

+
k2,s2

(ν∗2 )
}〉

B
= Ge

k1,s1(ν
∗
1 )δk1,k2

δs1,s2δν∗

1
,ν∗

2
;

−
〈

T
{

bx1
b+x2

}〉

B
= Gp

q1
(ν1)δq1,q2

δν1,ν2 ; (34)

Ge
k,s(ν

∗) = {iν∗ − εk + µ}−1 ; Gp
q(ν) = {iν − ~ωq}−1 .

Термодинамiчний потенцiал моделi електронної рiдини представимо у такому ви-
глядi:

Ωe = −β−1 lnZe = ΩB − β−1 ln
〈

T Ŝe

〉

B
, (35)

де

ΩB = −β−1
∑

k,q

ln
[

1 + e−β(εk−µ)
]

+ (36)

+β−1
∑

q

ln
[

1− e−β~ωq
]

+
1

2

∑

q

{

~ωq − Ne

V
V e
l (q)− εq

}

– термодинамiчний потенцiал базисної системи. Наступний розрахунок термодина-
мiчного потенцiалу, енергетичних i структурних характеристик моделi електронної
рiдини виконано за методикою роботи [9], з тiєю лише рiзницею, що плазмоннi ан-
гармонiзми у цiй роботi враховувались згiдно з формулою (13), а не (17). Електрон-
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плазмонна взаємодiя, що описується оператором Ĥe
int, у другому порядку теорiї збу-

рень за плазмонами приводить до слабкої ефективної взаємодiї електронiв, якiй вiд-
повiдає оператор

V̂eff (ν) = (2βV )−1
∑

q, ν

Ṽl(x)f̂xf̂−x, Ṽl(x) = V e
l (q)

(

~
2

m

)2
{

ν2 + (~ωq)
2
}−1

. (37)

Внесок оператора V̂eff (ν) враховано у першому i другому порядку теорiї збурень за
електронними змiнними, а також внесок змiшаної дiаграми другого порядку, що ви-
никає вiд добутку операторiв V̂eff (ν) i V̂ e

s (ν). Плазмоннi ангармонiзми враховано у

першому i другому порядку теорiї збурень. Оператор V̂ e
s (ν) не породжує розбiжних

дiаграм i також може враховуватись за теорiєю збурень. Однак з метою бiльшої
точностi результатiв ми розраховували його внесок у кореляцiйну енергiю у набли-
женнi локального поля

Es
corr = (2V β)−1

1
∫

0

dλ
∑

x

V e
s (q) {µs

2(x,−x|λ)− µo
2(x,−x)} , (38)

де
µo
2(x,−x) ≡ β−1 〈T {ρ̂x ˆρ−x}〉B (39)

– двочастинкова кореляцiйна функцiя базисної системи,

µs
2(x,−x|λ) = µo

2(x,−x)
{

1 + λ
Vq
V
µo
2(x,−x) [1− y(q/qo)−Gs(x|λ)]

}−1

(40)

– парна кореляцiйна функцiя модельної системи, у якiй зображенням Фур’є потен-
цiалу є λV e

s (q), Gs(x|λ) – поправка на локальне поле цiєї ж моделi [9]. У практичних
розрахунках використовувалась "обрiзаюча"функцiя

y(q/qo) = 1− 2

π
arctg

(

q

qo

)4

, (41)

qo = kF r
1/2
s

{

2 + 0.6r1/2s

}−1

,

де rs =
(

3V
4πN

)1/3
a−1
o – так званий параметр Вiгнера-Бракнера (ao = ~

2/me2 ), що
є маштабом неiдеальностi моделi. У таблицi 1 наведено результати нашого розра-
хунку кореляцiйної енергiї при T = 0K, а також вiдповiднi результати, одержанi в
iнших роботах, зокрема у роботi [10] за методом Монте-Карло, що вiдiграють роль
еталонних (результати числових розрахункiв роботи[10] апроксимованi аналiтичним
виразом у роботi [19]). Як видно з таблицi, результати наших розрахункiв кореля-
цiйної енергiї найближчi до результатiв розрахунку методом Монте-Карло в дуже
широкiй областi параметра неiдеальностi.

На рис. 1 наведено залежнiсть кореляцiйної енергiї моделi вiд параметра не-
iдеальностi rs, а також її складових εs та εl, що породженi короткосяжними та
далекосяжними складовими потенцiалу мiжелектронної взаємодiї (εcorr = εs + εl).
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Табл. 1: Кореляцiйна енергiя моделi електронної рiдини (−103εcorr(rs))

rs 1 3 5 10 15 20 25 30

STLS 124 75 56 36 22
VS 112 75 35 21 12
EZ 122 73.8 56.0 37.0 23.6
I 117.4 71.1 53.8 35.0 26.5 21.3

CA 120.0 56.3 37.2 23.0
VWN 120.0 73.8 56.3 37.1 29.08 23.1 19.7 17.6
(*) 119.7 73.48 56.7 37.10 28.84 23.46 20.20 17.92

STLS – [15]; VS – [16]; EZ – [17]; I – [18]; CA – [10]; VWN – [19]; (*) – результати цiєї
роботи.

Результати розрахунку бiнарної функцiї розподiлу

F2(r) = 1 + (Ne − 1)−1
∑

q

{

S e
q − 1

}

ei(q,r) (42)

для основного стану моделi електронної рiдини наведено на рис. 2. При цьому еле-
ктронний структурний фактор визначався з одержаного термодинамiчного потенцi-
алу моделi Ωe

Se
q − 1 = N−1

e

〈

Î2(q,−q)
〉

He

= N−1Z−1
e Sp

{

Î2(q,−q)×

× exp
[

−β(Ĥe − µN̂e)
]}

= − V

Neβ

δ

δVq
lnZe =

V

Ne

δ

δVq
Ωe, (43)

де Ze – статистична сума моделi електронної рiдини, Ĥe – її гамiльтонiан. Як видно з
наведених результатiв, електрон-плазмонний пiдхiд дає можливiсть описувати енер-
гетичнi i структурнi характеристики моделi електронної рiдини в широкiй областi
параметра неiдеальностi з високою точнiстю.

4 Ефективнi мiжiоннi взаємодiї

Врахування доданкiв, лiнiйних за структурним фактором iонної пiдсистеми Sq,
у показнику експоненти формули (24) приводить до появи непрямих мiжiонних вза-
ємодiй. Використовуючи представлення взаємодiї та переходячи до частотного зо-
браження операторiв вторинного квантування, зведемо задачу до розрахунку сере-
днього значення оператора
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Рис. 1: Залежнiсть кореляцiйної енергiї мо-
делi електронної рiдини та її складових вiд
параметра неiдеальностi rs
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Рис. 2: Бiнарна функцiя розподiлу моделi
електронної рiдини в областi параметра не-
iдеальностi 1 ≤ rs ≤ 10

Ŝi(ν) = exp{−Ĥi
int(ν)− V̂ ei

s (ν)},

Ĥi
int(ν) =

1

V

(

β
Ne

2

)1/2
∑

q 6=0

V ei
l (q)α−1

q S−q{bq,0 + b+−q,0}, (44)

V̂ ei
s (ν) =

1

V

∑

q 6=0

V ei
s (q)S−qρ̂q,0

за станами моделi однорiдної електронної рiдини. Тут bq,0 ≡ bq,ν при ν = 0, ρ̂q,0 ≡ ρ̂x
при ν = 0 – статичнi границi вiдповiдних операторiв. Наявнiсть двох складових у
формулi (44) вiдповiдає двом механiзмам взаємодiї електронної пiдсистеми з iонами
металу, породженим двома типами рухiв електронiв – колективним та одночастин-
ковим.

Як i в попередньому роздiлi, використаємо наближення Ĵa,b = 1 i теорiю збурень

за степенями операторiв Ĥi
int(ν) та V̂ ei

s (ν), представляючи внесок Ŝi(ν)-матрицi у
термодинамiчний потенцiал рядом за степенями структурного фактора Sq iонної
пiдсистеми:

Ωi =
∑

n≥2

1

n!
V −n

∑

q1,...,qn

Φn(q1, ...,qn)Sq1
· · · Sqn

δq1,...,qn,0
. (45)
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Використаємо спiввiдношення

SqS−q = Ni + S2(q,−q);

Sq1
Sq2S−q1−q2 = Ni + S2(q1,−q1) + S2(q2,−q2) + S2(q1 + q2,−q1 − q2) +

+ S3(q1,q2,−q1 − q2); (46)

Sq1
S−q1

Sq2
S−q2

= Ni(N1 + 1) +Ni{S2(q1,−q1) + S2(q1,−q2)}
+S2(q1,−q1)S2(q2,−q2),

i т. д., де

Sn(q1, ...,qn) ≡
Ni
∑

j1 6=j2 6=...jn=1

exp{i[q1,Rj1) + (q2,Rj2) + ... (qn,Rjn)]} (47)

– n – частинковий структурний фактор iонної пiдсистеми. Враховуючи пряму мiж-
iонну взаємодiю та Ωi, представимо енергiю основного стану електронної моделi у
такому виглядi:

Eei = Ee + C0 +Niω +
∑

n≥2

1

n!
V 1−n

∑

q1,...,qn

Ṽn(q1, ...,qn)δq1+q2+...+qn,0
Sn(q1, ...,qn).

(48)
Тут Ee – енергiя моделi однорiдної електронної рiдини,

ω =
1

2!V 2

∑

q

Φ2(q,−q) +
1

3!V 3

∑

q1,q2

Φ3(q1,q2,−q1 − q2) +

+
Ni

4!V 4

∑

q1,q2

Φn(q1,−q1,q2,−q2) + ... − (49)

енергiя окремого iона в середовищi електронної рiдини (енергiя впровадження);

Ṽ2(q,−q) = V ii(q) +
1

V
Φ2(q,−q) +

1

V 2

∑

q1

Φ3(q,q1,−q− q1) +

+
Ni

3!V 3

∑

q1

Φ4(q,−q,q1 − q1) + ... ; (50)

Ṽ3(q1,q2,−q1 − q2) =
1

V
Φ3(q1,q2,−q1 − q2) +

1

V 2
Φ4(q1,−q1,q2,−q2) + ... ;

Ṽ4(q1,−q1,q2 − q2) =
1

V
Φ4(q1,−q1,q2,−q2) + ...

– фур’є-зображення ефективних iстинно n-частинкових потенцiалiв мiжiонної взає-
модiї.

У наближеннi хаотичних фаз за плазмонами та при врахуваннi оператора Ĥe
int(ν)

одержуємо такий вираз для Φ2(q,−q):

Φ2(q,−q) = −
{

(V ei
s (q))2µs

2(q,−q|0, 0) + 2
Neεq
(~ωq)2

(V ei
l (q))2+

+ 2V ei
s (q)V ei

l (q)µs
2(q,−q|0, 0)

ε2q
(~ωq)2

+ ...

}

. (51)
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Тут µs
2(q,−q|0, 0) – статична границя двоелектронної кореляцiйної функцiї моде-

лi електронної рiдини з потенцiалом V e
s (q). Вона визначається виразом (40) при

λ = 1, ν = 0. Довгохвильова асимптотика ефективного двоiонного потенцiалу ви-
значається плазмонним механiзмом,

Ṽ2(q,−q) ≈ 4πe2z2

k2F

(

q

kF

)2 {
16

3πkFa0
+

(

q

kF

4
)}−1

. (52)

У традицiйнiй теорiї збурень асимптотика потенцiалу є iншою, а саме

Ṽ2(q,−q) = Vii(q)−
1

V
V 2
ei(q)µ2(q,−q) ≈ 4πe2z2

k2F

{

4

πa0kF
+

(

q

kF

)2
}−1

. (53)

Зауважимо, що останнiй доданок у формулi (51), породжений врахуванням операто-
ра Ĥe

int(ν), є малим при всiх значеннях хвильового вектора. Тому при розрахунках

функцiй Φn(q1, ...,qn) при n ≥ 3 ми не будемо враховувати оператор Ĥe
int(ν), що

значно спрощує обчислення без суттєвої втрати точностi. У цьому наближеннi

Φn(q1, ...,qn) = (−1)n+1µs
n(q1, ...,qn|0, .., 0)

n
∏

j=1

V ei
s (qj), (54)

де µs
n(q1, ...,qn|0, .., 0) – статична границя n-частинкової динамiчної кореляцiй-

ної функцiї моделi електронної рiдини з короткосяжним потенцiалом, фур’є-
зображенням якого є V e

s (q). Вона одержується iз вiдповiдних формул робiт [14,20]
замiною фур’є-зображення кулонiвського потенцiалу Vq на V e

s (q),

µs
n(q1, ...,qn|0, .., 0) ∼= µ0

n(q1, ...,qn|0, .., 0)
n
∏

j=1

ε−1
eff (qj), (55)

εeff (q) = 1 +
4πe

q2
µ0
2(q,−q|0, .., 0){1− y(q/q0)−Gs(q|0)},

де µ0
n(q1, ...,qn|0, .., 0) – статична границя n-частинкової динамiчної кореляцiйної

функцiї iдеальної системи електронiв [21], а Gs(q|0) – статична поправка на локальне
поле модельної системи з короткосяжною взаємодiєю.

З метою аналiзу вiдмiнностей, зумовлених рiзними пiдходами, ми розглянули
електрон-iонну модель з наступними стартовими взаємодiями, що фiгурують у га-
мiльтонiанi (1): Vei(q) = −Vq, Vii(q) = Vq. При невеликих значеннях параметра rs
така модель вiдповiдає металiчному водню. Крiм того, ми використали статичну
границю поправки на локальне поле роботи [14], яка забезпечує добрi результа-
ти при розрахунках енергетичних (кореляцiйна енергiя, хiмпотенцiал, стисливiсть)
i структурних (бiнарна функцiя розподiлу, структурний фактор ) характеристик
основного стану моделi електронної рiдини в областi слабкої та промiжної неiде-
альностi (rs ≤ 10, 0). Таким чином, можливi вiдмiнностi ефективних мiжiонних по-
тенцiалiв можуть служити тестом щодо опису електронних кореляцiй в електрон-
плазмонному пiдходi i стандартнiй теорiї збурень.
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Рис. 3: Потенцiал ефективної мiжiонної вза-
ємодiї при rs = 1: суцiльна крива – ф.(56),
пунктирна – ф. (57)
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Рис. 4: Потенцiал ефективної мiжiонної вза-
ємодiї при rs = 2: суцiльна крива – ф.(56),
пунктирна – ф. (57)

Результати розрахунку двочастинкового мiжiонного потенцiалу ефективної вза-
ємодiї у наближеннi двоелектронних кореляцiй

V
(2)
2 (R) =

1

V

∑

q

{

Vq +
1

V
Φ2(q,−q)

}

ei(q,R) (56)

наведено на рис. 3-6 (суцiльна лiнiя). Для порiвняння наведено аналогiчний потен-
цiал, розрахований за стандартною теорiєю збурень (пунктирна лiнiя),

V2(R) =
1

V

∑

q

Vq

{

1− Vq
V
µ2(q,−q)

}

ei(q,R) (57)

при використаннi тої ж поправки на локальне поле [20], при значеннях параметра
неiдеальностi в областi 1 ≤ rs ≤ 5. Як видно з рисункiв, вiдмiнностi є суттєвими
фактично у всiй металiчнiй областi, а особливо значними в областi rs ≤ 3, 0, до
якої належить бiльшiсть металiв. В областi rs ≈ 5, 0 вiдмiнностi мiж потенцiалами
є незначними.

Концентрацiйну залежнiсть форми потенцiалiв в електрон-плазмонному пiдходi
iлюструє рис. 7, а в стандартнiй теорiї збурень – рис. 8.

Висновки

Як випливає з розрахункiв характеристик моделi електронної рiдини та потенцi-
алiв мiжiонних взаємодiй, в областi параметра неiдеальностi, що вiдповiдає металам,
вплив далекосяжних i короткосяжних кореляцiй є спiвмiрним. При виборi параме-
тра qo згiдно зi спiввiдношенням (41) парцiальний внесок далекосяжних взаємодiй у
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Рис. 5: Потенцiал ефективної мiжiонної вза-
ємодiї при rs = 3: суцiльна крива – ф.(56),
пунктирна – ф. (57)
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Рис. 6: Потенцiал ефективної мiжiонної вза-
ємодiї при rs = 5: суцiльна крива – ф.(56),
пунктирна – ф. (57)

кореляцiйну енергiю в областi металiв є меншим за внесок короткосяжних. В обла-
стi промiжної i сильної неiдеальностi rs ≥ 5, 0 внесок далекосяжних взаємодiй є
переважаючим.

В той же час вплив далекосяжних взаємодiй у рамках колективного опису на
форму мiжiонних потенцiалiв є суттєвiшим в областi невеликих значень параметра
неiдеальностi ( rs ≤ 3, 0). Потенцiали, розрахованi у рамках електрон-плазмонного
пiдходу, вiдрiзняються формою першого мiнiмуму вiд розрахованих у стандартнiй
теорiї збурень. Цей мiнiмум має значно бiльшу глибину i ширину (див. рис 3, 4).
Характерну особливiсть iлюструє рис. 5, що вiдповiдає rs = 3, 0: перший i другий
мiнiмуми злитi, а максимум мiж ними знаходиться у вiд’ємнiй областi енергiй, чого
не спостерiгається на пунктирнiй кривiй. Зменшенння розходжень мiж суцiльними
i пунктирними кривими на рис. 3-6 при збiльшеннi параметра неiдеальностi цiлком
зрозумiле, адже з теорiї збурень вiдомо, що роль багаточастинкових мiжелектрон-
них кореляцiй, якi при n ≥ 3 є короткосяжними, зростає при переходi вiд слабко
неiдеальних до сильно неiдеальних систем. У зв’язку з цим електрон-плазмонний
пiдхiд здається коректнiшим вiд стандартної теорiї збурень по вiдношенню до мо-
делей реальних металiв.

Список використаної лiтератури

1. Bohm D. A collective description of electron interactions: II. Collective and individual
particle aspects of the interactions / Bohm D., Pines D. // Phys. Rev.- 1952.- Vol.
85, № 2.- P. 338-353.

2. Pines D. A collective description of electron interactions: III. Coulomb interactions in
a degenerate electron gas/Pines D. // Phys. Rev.- 1953.- Vol. 92, № 3.- P. 609-625.



М. Ваврух, Н. Тишко, П. Якiбчук

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2012. Вип. 47 73

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

rs = 1
2

3

5

V
(2)
2 (R), Ry

RkF

Рис. 7: Концентрацiйна залежнiсть потенцi-
алу ефективної мiжiонної взаємодiї ф.(56)

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

rs = 1
2

3

5

V
(2)
2 (R), Ry

RkF

Рис. 8: Концентрацiйна залежнiсть потенцi-
алу ефективної мiжiонної взаємодiї ф.(57)

3. Pines D. A collective description of electron interactions: IV. Electron interactions in
metals/ Pines D. // Phys. Rev.- 1953.- Vol. 92, № 3.- P. 626-636.

4. Gell-Mann M. Correlation energy of an electron gas at high density / Gell-Mann M.,
Brueckner K.A. // Phys. Rev.- 1957.- Vol. 106.– P. 364-368.

5. Юхновский И.Р., Статистический оператор и коллективные переменные/ Юхнов-
ский И.Р. // УФЖ.- 1964.- Т. 9, № 7.– С. 702-714.

6. Юхновский И.Р., Квантовая статистическая сумма и коллективные перемен-
ные/Юхновский И.Р. // УФЖ.- 1964.- T. 9, № 8.– С. 827-838.

7. Зубарєв Д.Н., Вычисление конфигурационных интегралов для системы частиц с
кулоновским взаимодействием/ Зубарєв Д.Н. // ДАН СССР.- 1954.- T. 95, № 4.–
С. 757-760.

8. Vavrukh M. Electron-plasmon model in the electron liquid theory / Vavrukh M.,
Slobodyan S. // Cond. Matt. Phys.- 2005.- Vol. 8, № 3.- P. 453-472.

9. Ваврух М.В. Новий варiант колективного опису моделi сильно неiдеальної еле-
ктронної рiдини / Ваврух М.В., Тишко Н.Л. // Журн. фiз. досл.-2007.- T. 11, №
1.– С. 89-107.

10. Ceperly D.M. Ground state of the electron gas by a stohastic method / Ceperly D.M.,
Alder B.J.// Phys. Rev. Lett.- 1980.- Vol. 45, № 7.– P. 566-569.

11. Ваврух М.В. Вiсник Львiв. держ. ун-ту, серiя фiзична.- 1968.- T. 3.– С. 26.
12. Боголюбов Н.Н. Волновая функция нижнего состояния системы взаимодейству-

ющих бозе-частиц / Боголюбов Н.Н., Зубарєв Д.Н. // Журн. експ. теор. физ.-
1955.- T. 28, Вып. 2.- С. 129-139.

13. Vavrukh M. Reference system approach in the electron liquid theory. I. General relati-
ons. Vavrukh M., Krokhmalskii T. // Phys. stat. sol. (b). -1991.- Vol. 168.- P. 519-539.

14. Vavrukh M. Reference system approach in the electron liquid theory. III. Dynamic
function of local-field correction / Vavrukh M., Solovjan V. and Vavrukh N. // Phys.
stat. sol. (b).- 1993.- Vol. 177.–P. 361-371.

15. Singwi K.S. Electron correlation at metallic densities. IV / Singwi K.S., Sjolander



74

М. Ваврух, Н. Тишко, П. Якiбчук

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2012. Вип. 47

A., Tosi M.P., Land R.H. // Phys. Rev.–1970.– Vol. 1, № 3, – P. 1044-1053.
16. Vashishta P. Electron correlation at metallic densities. V / Vashishta P., Singwi K.S.

// Phys. Rev. B. –1972. – Vol. 6, № 3.– P. 875-887.
17. Emrich K. Electron correlations in the Bogoljubov coupled-cluster formalism / Emri-

ch K., Zabolitsky J. G. // Phys. Rev.– 1984.– Vol. 30.–P. 2049.
18. Ichimaru S. Strongly coupled plasas: hihg-density classical plasmas and degenerate

electron liquids / Ichimaru S. // Rev. Mod. Phys. – 1982, –Vol. 54, № 4.– P. 1017-1059
19. Ceperly D.M. Groud state of the electron gas by a stohastic / Ceperly D.M., Alder

B.J. // Phys. Rev. Lett. – 1980. – Vol. 45, № 7. – P. 566-569.
20. Ваврух М. Обобщение концепции локального поля в теории ферми-жидкостей

/ Ваврух М. // ФНТ,- 1996.- Т. 22, № 9.- С. 1005-1017.
21. Ваврух М. n-частичные корреляционные функции взаимодействующего эле-

ктронного газа / Ваврух М. // ТМФ,- 1982.- Т. 50, № 3.- С. 438-449.

Стаття надiйшла до редакцiї 11.08.2012
прийнята до друку 17.10.2012

ELECTRON-PLASMON APPROACH IN THE METAL THEORY

M. Vavrukh, P. Yakibchuk, N. Tyshko

Ivan Franko National University of Lviv

Kyrylo and Mefodiy St., 8, 79005 Lviv, Ukraine

A new variant of the collective description for the electron–ions metal model
was proposed within the reference system approach. In this approach the model
of ideal degenerate electron gas and noninteracting plasmons was used as the
reference system, unlike to the standart perturbations theory. The concentrati-
on dependence of the electron subsystem characteristics was calculated in the
wide range of the coupling parameter rs. The ionic metal model with the many–
particle effective interactions was constructed. The two-ions effective interacti-
on potential and its difference from the potential obtained in the standard
perturbation theory framework was investigated.

Key words: electron–plasmon model, electron–ion model, ions metal model,
correlation energy, binary distribution function, effective interions potential.
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ЭЛЕКТРОН-ПЛАЗМОННЫЙ ПОДХОД В ТЕОРИИ
МЕТАЛЛОВ

М. Ваврух, П. Якибчук, Н. Тышко

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

Предложен новый вариант коллективного описания электрон–ионной мо-
дели металла в рамках базисного подхода. В отличие от обычной теории
возмущений, моделью нулевого приближения (Reference System) служит
модель идеального вырожденного электронного газа и невзаимодействую-
щих плазмонов. Приведена концентрационная зависимость характеристик
электронной подсистемы в широкой области параметра неидеальности. По-
строена ионная модель металла с многочастичными эффективными взаи-
модействиями. Исследован потенциал двухионного эффективного взаимо-
действия и его отличия от потенциала, рассчитанного в рамках стандартной
теории возмущений.

Ключевые слова: электрон-плазмонная модель, электрон-ионная модель,
ионная модель металла, корреляционная энергия, бинарная функция рас-
пределения, эффективные межионные потенциалы.


