ȷURNAL F�ZIQNIH DOSL�DȷEN^ t. 1, ˝ 1 (1996) s. 12{24^{JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES}

v. 1, No 1 (1996) p. 12{24

APROKSIMAC�`NI` STATISTIQNI` OPERATOR DL˚ SIL^NO NE�DEAL^NIH FERM�–SISTEM

M. Vavruh^1, . Kuxtaȷ^2

1¨nstitut f˛ziki kondensovanih sistem NAN UkraÝni, UkraÝna, 290011, L~v˛v, vul.Sv‚nc˛c~kogo, 1 2L~v˛vs~kiȷ torgoviȷ koledı, UkraÝna, 290000, L~v˛v, vul. Mencins~kogo, 8

(Otrimano 15 bereznffl 1996)

Na osnov˛ modif˛kovanogo metodu zm˛wen~ rozrobleno spos˛b pobudovi efektivnogo statistiqnogo operatora, wo v˛d˛gra‚ rol~ aproksimac˛ȷnogo ˛ priznaqeniȷ dlffl dosl˛dıennffl sil~no ne˛deal~nih ferm˛–sistem bez vikoristannffl metod˛v teor˛Ý zburen~. Zagal~na shema zastosovana do model˛ odnor˛dnoÝ elektronnoÝ r˛dini pri niz~kih temperaturah bez obmeıennffl na znaqennffl parametra ne˛deal~nost˛.

Klqov˛ slova: metod zm˛wen~, statistiqniȷ operator, elektronna r˛dina.

PACS number(s): 05.30.Fk

I. MODIF¨KOVANE ZOBRA”ENN ZM¨WEN^ ¨ APROKSIMAC¨„NI„ STATISTIQNI„ OPERATOR

Dosl˛dıennffl vlastivosteȷ ferm˛–sistem pos˛da‚ odne z central~nih m˛sc~ u statistiqn˛ȷ f˛zic˛˛ f˛zic˛ tverdogo t˛la. kwo slabko ne˛deal~n˛ sistemi do c~ogo qasu v osnovnomu vivqen˛ metodami teor˛Ý zburen~, to vivqennffl Ýh v oblast˛ sil~noÝ ne˛deal~- nost˛ potrebu‚ zastosuvannffl nestandartnih p˛dhod˛v. Odnim z nih ‚ metod zm˛wen~ ˛ kolektivnih zm˛nnih, zaproponovaniȷ u pracfflh [1, 2] dlffl model˛ elektronnoÝ r˛dini ˛ rozvinutiȷ u ser˛Ý prac~, prisvfflqenih ferm˛– ˛ boze–sistemam [3–7].

Meto naxoÝ roboti ‚ rozrobka spec˛al~nogo var˛anta metodu zm˛wen~ [8] dlffl modeleȷ ferm˛–sistem z lokal~no dvoqastinkovo vza‚mod˛‚, v˛dm˛nnogo v˛d metodu prac˛ [1]. Vstanovleno ner˛vnost˛ dlffl termodinam˛qnogo potenc˛alu. Pobudovano aproksimac˛ȷniȷ statistiqniȷ operator, fflkiȷ da‚ zmogu rozrahovuvati f˛ziqn˛ harakteristiki bez vikoristannffl tradic˛ȷnih metod˛v teor˛Ý zburen~.

Rozglfflnemo ferm˛–sistemu z gam˛l~ton˛anom zagal~nogo viglffldu

Ĥ = Ĥ_0 + V̂ , (1.1)

de Ĥ_0 — operator k˛netiqnoÝ energ˛Ý, a V̂ — lokal~- noÝ vza‚mod˛Ý m˛ı qastinkami. Beruqi do uvagi umovu stab˛l~nost˛, budemo pripuskati dlffl oznaqenost˛, wo statistiqne seredn‚ operatora V̂ v˛d’‚mne. F˛ziqn˛ȷ sistem˛ (1.1) postavimo u v˛dpov˛dn˛st~ model~nu sistemu z gam˛l~ton˛anom

Ĥ_ζ = Ĥ_0 + ζV̂ , (1.2)

de ζ — parametr vklqennffl vza‚mod˛Ý (0 < ζ ≤ 1). Maqi na uvaz˛ nastupniȷ rozrahunok statistiqnoÝ sumi u velikomu kanon˛qnomu ansambl˛ ta uzagal~nqi peretvorennffl prac˛ [8], vikona‚mo zobraıennffl zm˛wen~ u statistiqnomu operator˛ model~noÝ sistemi

P̂_ζ = exp{−β[Ĥ_ζ − μN̂]} = {exp Û_ζ }σ̂_ζ . (1.3)

Tut β — obernena temperatura; μ — zm˛nna hem˛qnogo potenc˛alu; N̂ — operator k˛l~kost˛ qastinok. Budemo vimagati, wob nev˛domiȷ operator zm˛wen~

Û_ζ zadovol~nfflv umovu erm˛tovost˛ ˛ komutuvav z ope-

ratorami N̂ ta V̂ , tobto buv bi operatorom efektivnih bagatoqastinkovih lokal~nih vza‚mod˛ȷ. Diferenc˛qi (1.3) za zm˛nno β, oderıu‚mo operatornu r˛vn˛st~ − { ∂ ∂β Û_ζ } σ̂_ζ − ∂ ∂β σ̂_ζ = {Ĥ_0 + ζV̂ − μN̂ + K̂_ζ + L̂_ζ }σ̂_ζ ,

K̂_ζ = [Ĥ_0, Û_ζ ]_−, L̂_ζ = 1 2 [[Ĥ_0, Û_ζ ]_−, Û_ζ ]_− . (1.4)

Zg˛dno z˛ zroblenimi viwe pripuwennfflmi K̂ζ — antierm˛t˛v operator, L̂ζ — erm˛t˛v.

Nehaȷ operator Ûζ zadovol~nffl‚ r˛vnfflnnffl − ∂ ∂β Û_ζ = ζV̂ + L̂_ζ . (1.5)

V˛dpov˛dno do r˛vnost˛ (1.4) − ∂ ∂β σ̂_ζ = {Ĥ_0 − μN̂ + K̂_ζ }σ̂_ζ . (1.6)

Z (1.3) vipliva‚ graniqna umova: Ûζ → 0, σ̂ζ → 1 pri β → 0. Ce v˛dpov˛da‚ klasiqn˛ȷ granic˛, v fflk˛ȷ

P̂_ζ → exp(−βζV̂ ) × exp{−β[Ĥ_0 − μN̂]}. Vikoristovu-

qi zobraıennffl vza‚mod˛Ý na osnov˛ operatora Ĥ0, zapixemo statistiqniȷ operator model~noÝ sistemi v takomu viglffld˛:

P̂_ζ = P̂^0_ζ · Ŝ_ζ , P̂^0_ζ = exp Û_ζ exp{−β[Ĥ_0 − μN̂]},

APROKSIMAC¨„NI„ STATISTIQNI„ OPERATOR . . .

Ŝ_ζ = T exp { − ∫_β 0 K̂_ζ (β^0 )dβ^0 } , (1.7)

K̂_ζ (β^0 ) = exp(β^0 [Ĥ_0 − μN̂])K̂_ζ exp(−β^0 [Ĥ_0 − μN̂]),

de T — simvol zviqaȷnogo hronolog˛qnogo vporffldkuvannffl. Statistiqniȷ operator P̂^0_ζ v˛dpov˛da‚ defflk˛ȷ model~n˛ȷ sistem˛, wo ma‚ statistiqnu sumu

Z^0_ζ = SpP̂^0_ζ = exp[−βΩ^0_ζ (μ)] . (1.8)

Do c˛‚Ý sistemi bliz~ka ˛nxa model~na sistema, fflku opisu‚ statistiqniȷ operator

P̂^Γ_ζ = exp{−β[Γ̂_ζ − μN̂]} , Γ̂_ζ = Ĥ_0 − ∂ ∂β Û_ζ . (1.9)

ÕÝ termodinam˛qniȷ potenc˛al

Ω^Γ_ζ (μ) = −β^{−1} ln SpP̂^Γ_ζ (1.10)

pov’fflzaniȷ z termodinam˛qnim potenc˛alom sistemi

(1.1)

Ω(μ) = −β^{−1} ln SpP̂_1 (1.11)

tako ner˛vn˛st:

0 ≤ Ω(μ) − Ω^Γ_1 (μ) ≤ ⟨V̂ + ∂ ∂β Û_1⟩_{P Γ1} . (1.12)

Pri c~omu simvol < ... >P oznaqa‚ zviqaȷne statistiqne seredn‚: < Â >= {SpP̂ }^{−1}Sp{ÂP̂ }. Zg˛dno z (1.12) termodinam˛qniȷ potenc˛al model˛, wo opisu‚t~sffl operatorom P̂^Γ_1 , obmeıu‚ znizu termodinam˛qniȷ potenc˛al f˛ziqnoÝ sistemi (1.1). Dlffl dovedennffl skorista‚mos~ v˛domim metodom [9] oc˛nki termodinam˛qnogo potenc˛alu. Osk˛l~ki v˛n İruntu‚t~sffl na vikoristann˛ gam˛l~ton˛an˛v, a ne statistiqnih operator˛v, rozglfflnemo dopom˛ınu model~nu sistemu z “gam˛l~ton˛anom”

Ĥ_1(t) = Γ̂_ζ + tK̂_ζ , (1.13)

de 0 < t ≤ 1. Pri t = 1 operator Ĥ1(t) nabuva‚ znaqennffl

Ĥ_1(1) = Ĥ_0 − ∂ ∂β Û_ζ + K̂_ζ = e^{−Û}ζ Ĥ_ζ e^Ûζ . (1.14)

Zavdfflki vlastivost˛ cikl˛qnost˛ xpuru statistiqna suma sistemi z “gam˛l~ton˛anom” Ĥ1(1) zb˛ga‚t~sffl z˛ statistiqno sumo model~noÝ sistemi (1.2), osk˛l~- ki

Sp{exp[−β(Ĥ_1(1) − μN̂)]} (1.15)

= Sp{exp[−β(Ĥ_ζ − μN̂)]} = Z_ζ (μ) = exp[−βΩ_ζ (μ)] .

U c~omu sens˛ operatorov˛ Ĥ_1(t) ekv˛valentniȷ “gam˛l~ton˛an”

Ĥ_2(t) = Γ̂_ζ − t^2L̂_ζ = e^{tÛ}ζ Ĥ_1(t)e^{−tÛ}ζ , (1.16)

fflkiȷ pri t = 1 zb˛ga‚t~sffl z Ĥζ . Obidv˛ skladov˛ “gam˛l~ton˛ana” (1.16) — erm˛tov˛.

Gam˛l~ton˛an f˛ziqnoÝ sistemi (1.1) zapixemo u viglffld˛ takih dvoh dodank˛v:

Ĥ = Γ̂_ζ + { V̂ + ∂ ∂β Û_ζ } . (1.17)

Z v˛domoÝ ner˛vnost˛ Bogolbova (div. [9]) znahodimo, wo ⟨V̂ + ∂ ∂β Û_ζ ⟩_{P1} ≤ Ω(μ) − Ω^Γ_ζ (μ) ≤ ⟨V̂ + ∂ ∂β Û_ζ ⟩_{P Γζ} .

(1.18)

Rozglfflnemo statistiqnu sumu Z(μ|t) ˛ termodinam˛qniȷ potenc˛al Ω(μ|t) dopom˛ınoÝ model~noÝ sistemi (1.13) pri ζ = 1:

Z(μ|t) = Sp{exp[−β(Γ̂_1 − μN̂ + tK̂_1)]}

= exp[−βΩ(μ|t)] . (1.19)

V˛dpov˛dno do (1.11), (1.14) Ω(μ|1) = Ω(μ), Ω(μ|0) =

Ω^Γ_1 (μ). Z meto oc˛niti zm˛nu Ω(μ|t) za rahunok ope-

ratora K̂1 metodom [9] na osnov˛ totoınost˛ Ω(μ|t) − Ω(μ|0) = ∫_t 0 d dt Ω(μ|t)dt (1.20) rozrahu‚mo poh˛dn˛ d dt Ω(μ|t) = ⟨K̂_1⟩_{P1(t)}, (1.21)

β^{−1} d^2 dt^2 Ω(μ|t) = ⟨K̂_1⟩^2_{P1(t)}

−Z^{−1}(μ|t) ∫_1 0 Sp{K̂_1e^{−βγĤ01}K̂_1e^{−β(1−γ)Ĥ01} }dγ, P̂_1(t) = exp{−β[Ĥ_1(t) − μN̂]} ≡ exp(−βĤ^0_1) .

U dodatku dovedeno, wo^d_{dt} Ω(μ|t) ‚ monotonno nespadno funkc˛‚ parametra t, wo dor˛vn‚ nulev˛ pri t = 0. Vnasl˛dok c~ogo z totoınost˛ (1.20) vipli-

M. VAVRUH, . KUXTA„

va‚ ner˛vn˛st~

0 ≤ Ω(μ) − Ω^Γ_1 ≤ {⟨K̂_1⟩_{P1(t)}}_{|t=1}, (1.22)

fflka viznaqa‚ znak r˛znic˛ Ω(μ) − Ω^Γ_1 (μ), na v˛dm˛nu v˛d ner˛vnost˛ (1.18). Komb˛nuqi c˛ dv˛ ner˛vnost˛, oderıu‚mo ner˛vn˛st~ (1.12). Zaznaqimo, wo vona vikonu‚t~sffl dlffl kvantovih sistem z gam˛l~ton˛anami tipu (1.1) nezaleıno v˛d statistiki ˛ konkretnogo viglffldu operatora V̂ .

Ner˛vn˛st~ (1.12) ‚ p˛dstavo dlffl pobudovi takogo statistiqnogo operatora P̂^Γ_ζ , fflkiȷ v˛d˛gra‚ rol~ aproksimac˛ȷnogo dlffl danoÝ f˛ziqnoÝ sistemi. Pripustimo, wo statistiqne seredn‚ operatora vza‚mod˛Ý v˛d’‚mne. Por˛vnqi ner˛vnost˛ (1.12) ta (1.18), znahodimo, wo 0 ≤ ⟨V̂ + ∂ ∂β Û_1⟩_{P Γ1} . (1.23)

Za umovi, wo ⟨V̂ ⟩_P Γ_1 < 0, oderıu‚mo ner˛vn˛st~ ⟨ ∂ ∂β Û_1⟩_{P Γ1} ≥ 0 . (1.24)

k vipliva‚ z r˛vnfflnnffl (1.5), ȷogo rozv’fflzok moına zapisati u viglffld˛

Û_ζ = ζ^{1/2}φ̂(β^∗), β^∗ ≡ βζ^{1/2}, (1.25)

de operator φ̂(β^∗) zadovol~nffl‚ r˛vnfflnnffl − ∂ ∂β φ̂(β) = V̂ + 1 2 [[Ĥ_0, φ(β)]_−, φ(β)]_−. (1.26)

Otıe, u tih oblastfflh parametr˛v sistemi, de zaleın˛st~ φ̂(β) v˛d β ‚ monotonno, operator Ûζ ma‚ monotonnu zaleın˛st~ v˛d parametra ζ. Taku ı zaleın˛st~ ma‚ ⟨^∂_{∂β} Ûζ ⟩_P Γ_ζ .

U silu ner˛vnosteȷ (1.23), (1.24) ˛ monotonnost˛

⟨^∂_{∂β} Û_ζ ⟩_P Γ_ζ ‚ moıliv˛st~ reİulvati meı˛ v˛dhilennffl

Ω^Γ_ζ (μ) v˛d Ω(μ) v˛dpov˛dnim viborom parametra ζ < 1.

Viznaqaqi ζ_0 umovo −⟨V̂ + ∂ ∂β Û_{ζ0} ⟩_{P1} = ⟨V̂ + ∂ ∂β Û_{ζ0} ⟩_{P Γζ0} (1.27)

˛ vvodfflqi veliqinu

Δ(ζ_0) = ⟨V̂ + ∂ ∂β Û_{ζ0} ⟩_{P Γζ0} , (1.28)

zapixemo ner˛vn˛st~ (1.18) u tak˛ȷ form˛:

−Δ(ζ_0) ≤ Ω(μ) − Ω^Γ_{ζ0} (μ) ≤ Δ(ζ_0) . (1.29)

Veliqina Δ(ζ0) zada‚ m˛n˛mal~n˛ simetriqn˛ meı˛ dlffl r˛znic˛ termodinam˛qnih potenc˛al˛v f˛ziqnoÝ sistemi ˛ model~noÝ (1.9): |Ω^Γ_{ζ0} (μ)−Ω(μ)| ≤ Δ(ζ0). Qerez mal˛st~ Δ(ζ_0) statistiqniȷ operator P̂^Γ_ζ v˛d˛gra‚ rol~ aproksimac˛ȷnogo dlffl sistemi (1.1). U klasiqn˛ȷ granic˛ z ner˛vnost˛ (1.12) vipliva‚ oqevidna r˛vn˛st~ Ω(μ) = Ω^Γ_1 (μ), osk˛l~ki Û1 → −βV̂ .

Pokaıemo, wo statistiqniȷ operator P̂^Γ_{ζ0} bliz~kiȷ do P̂^0_ζ . Spravd˛, vikoristovuqi vlastiv˛st~ cikl˛qnost˛ xpuru ˛ r˛vnfflnnffl (1.5), ma‚mo Sp{exp[−β(Γ̂_ζ − μN̂)]} = Sp{exp Û_ζ · exp[−β(Γ̂_ζ − μN̂)] exp(−Û_ζ )}

= Sp{exp[−β(Ĥ_ζ − μN̂ − K̂_ζ + 2L̂_ζ )]}. (1.30)

Nad operatorom p˛d znakom xpuru vikona‚mo peretvorennffl zm˛wen~

exp{−β[Ĥ_ζ − μN̂ − K̂_ζ + 2L̂_ζ ]} = {exp Û_ζ }σ̂^{(1)}_ζ (1.31)

z operatorom Ûζ , fflkiȷ zadovol~nffl‚ r˛vnfflnnffl (1.5). Dlffl nev˛domogo σ̂^{(1)}_ζ znahodimo take operatorne r˛vnfflnnffl: − ∂ ∂β σ̂^{(1)}_ζ = { Ĥ_0 − μN̂ + β ∂ K̂_ζ ∂β

−β[K̂_ζ , ∂Û_ζ ∂β ]_− } σ̂^{(1)}_ζ . (1.32)

k bude pokazano dal˛, operatori^{∂K̂ζ}_{∂β} , [K̂ζ ,^{∂Ûζ}_{∂β} ]− ‚ eksponenc˛ȷno malimi v oblast˛ niz~kih temperatur. Nehtuqi nimi, znahodimo, wo σ̂^{(1)}_ζ ≃ exp[−β(Ĥ0 −

μN̂)], a P̂^Γ_ζ ≃ P̂^0_ζ .

II. OPERATOR ZM¨WEN^ DL MODEL¨ ELEKTRONNOÕ R¨DINI

Pobudu‚mo operator Ûζ dlffl model˛ elektronnoÝ r˛dini, vikoristovuqi zobraıennffl vtorinnogo kvantuvannffl dlffl gam˛l~ton˛ana (1.1):

Ĥ_0 = ∑ k,s ϵ_ka^+_{k,s}a_{k,s}, N̂ = ∑ k,s a^+_{k,s}a_{k,s}, (2.1)

V̂ = 1 2V ∑ q≠0

V_q ∑ k1,k2 ∑ s_1 ,s_2

a^+_{k1+q,s1} a^+_{k2−q,s2} a_{k2,s2} a_{k1,s1} .

APROKSIMAC¨„NI„ STATISTIQNI„ OPERATOR . . .

Tut ϵ_k = h^2k^2/2m, V_q = 4πe^2/q^2 — fur’‚–obraz potenc˛alu Kulona, V — ob’‚m sistemi, a_{k,s} — operatori vtorinnogo kvantuvannffl na bazis˛ ploskih hvil~. R˛vnfflnnffl (1.5) zadovol~nffl‚ operator u viglffld˛ sumi bagatoqastinkovih lokal~nih vza‚mod˛ȷ

Û_ζ = N̂ν_1(ζ, β, μ) + ∑ n≥2 û_n(ζ, β, μ),

û_n(ζ, β, μ) = (n!)^{−1}V^{1−n} ∑ q1,...,qn ν_n(q_1, ..., q_n|ζ, β, μ)Î_n(q_1, ..., q_n)δ_{q1+...+qn,0}, (2.2)

Î_n(q_1, ..., q_n) = ∑ k1,...,kn ∑ s_1 ,...,s_n a^+_{k1+q1,s1} ...a^+_{kn+qn,sn} a_{kn,sn} ...a_{k1,s1} . Vikonu‚t~sffl umova q_1, ..., q_n ≠ 0. Nev˛dom˛ funkc˛Ý ν_n(q_1, ..., q_n|ζ, β, μ) moına ˛nterpretuvati fflk fur’‚–obrazi n-qastinkovih efektivnih vza‚mod˛ȷ, fflk˛ ne zvodfflt~sffl do vza‚mod˛ȷ niıqogo porffldku. Voni zaleıat~ v˛d zm˛nnoÝ hem˛qnogo potenc˛alu μ, osk˛l~ki mi prac‚mo u velikomu kanon˛qnomu ansambl˛. Obqislqi komutator [[Ĥ0, Ûζ ]−, Ûζ ]_− u fflvnomu viglffld˛, vikona‚mo zam˛nu N̂În(...) → N(μ)În(...), de N(μ) = ⟨N̂⟩ — statistiqne seredn‚ operatora qisla qastinok. Taka zam˛na obİruntovana tim, wo peretvorennffl (1.3) v˛dbuva‚t~sffl p˛d znakom Sp{...}. Pohibka, wo v c~omu vipadku vinika‚, ma‚ porffldok N^{−1}. Prir˛vnqi koef˛c˛‚nti pri odnakovih operatorah În(...) u r˛vnfflnn˛ (1.5), oderıu‚mo lancıok r˛vnffln~ tipu zgortki dlffl koef˛c˛‚ntnih funkc˛ȷ (dal˛ dlffl skoroqennffl poznaqen~ ξ = (ζ, β, μ)): ∂ ∂β ν_1(ξ) = N(μ)V^{−2} ∑ q ϵ_qν^2_2 (q, −q|ξ), (2.3) ∂ ∂β ν_n(q_1, ..., q_n|ξ) = −V_n(q_1, ..., q_n|ξ) + ∑ m≥2 Ψ^{(m)}_n (q_1, ..., q_n|ξ) + 2N(μ)V^{−1}ν^2_2 (q_1, −q_1|ξ)ϵ_{q1} δ_{n,2}

+(1 − δ_{n,2})ν_n(q_1, ..., q_n|ξ)Φ_n(q_1, ..., q_n|ξ).

Dlffl zapisu c˛‚Ý sistemi r˛vnffln~ vikoristano tak˛ poznaqennffl:

V_2(q, −q|ξ) = ζV_q, (2.4)

V_3(q_1, q_2, q_3|ξ) = h^2(2m)^{−1}δ_{q1+q2+q3,0} 3∑ i≠j=1 (q_i, q_j )ν_2(q_i, −q_i|ξ)ν_2(q_j , −q_j |ξ),

V_4(q_1, −q_1, q_2, −q_2|ξ) = −4h^2m^{−1}ν_3(−q_1, q_2, q_1 − q_2|ξ)

× {(q_1, q_1 − q_2)ν_2(q_1, −q_1|ξ) + (q_2, q_2 − q_1)ν_2(q_2, −q_2|ξ)},

Ψ^{(2)}_2 (q, −q|ξ) = h^2m^{−1}V^{−1} ∑ q1 (q_1, q_1 − q)ν_2(q_1, −q_1|ξ)ν_2(q − q_1, q_1 − q|ξ),

Ψ^{(3)}_2 (q, −q|ξ) = 2h^2m^{−1}N(μ)V^{−2} ∑ q1 {q^2_1 + (q_1, q_1 − q)}ν_2(q_1, −q_1|ξ)ν_3(−q_1, q, q_1 − q|ξ),

Ψ^{(4)}_2 (q, −q|ξ) = h^2N^2m^{−1}V^{−3} ∑ q1 q^2_1ν_2(q_1, −q_1|ξ)ν_4(q_1, −q_1, q, −q|ξ), ................................................................ Φ_n(q_1, ..., q_n|ξ) = h^2m^{−1}N(μ)V^{−1} n∑ i=1 q^2_i ν_2(q_i, −q_i|ξ).

R˛vnfflnnffl dlffl funkc˛ȷ νn(q1, ..., qn|ξ) pri n ≥ 3 mat~ odnakovu strukturu. R˛vnfflnnffl ı dlffl parnoÝ funkc˛Ý ν2(q, −q|ξ) vir˛znffl‚t~sffl b˛l~x sil~no nel˛n˛ȷn˛st. Sistem˛ r˛vnffln~ (2.3) v˛dpov˛da‚ graniqna umova:

M. VAVRUH, . KUXTA„

ν_n(...) → 0 pri β → 0.

Dlffl skladnoÝ sistemi sutt‚vo nel˛n˛ȷnih ˛nteİro–diferenc˛al~nih r˛vnffln~ (2.3)–(2.4) ma‚ zm˛st znahodıennffl nabliıenih rozv’fflzk˛v. U c˛ȷ sistem˛ osoblive m˛sce zaȷma‚ r˛vnfflnnffl dlffl ν2(q, −q|ξ). k vidno z anal˛zu r˛vnfflnnffl, v oblast˛ nevelikih hvil~ovih vektor˛v moına znehtuvati ȷogo ˛nteİral~nimi skladovimi Ψ^{(m)}_2 (q, −q|ξ) pri m ≥ 2. V c~omu nabliıenn˛ vono zvodit~sffl do diferenc˛al~nogo r˛vnfflnnffl, a ȷogo rozv’fflzkom ‚

ν^{(0)}_2 (q, −q|ξ) = −ζ^{1/2}V_q(hω_0)^{−1} {1 − R(β)} {1 + R(β)}^{−1} ,

R(β) = exp { −2βζ^{1/2}hω_0 } , (2.5)

de ω_0 = {4πe^2N(μ)m^{−1}V^{−1}}^{1/2}. Pri μ = μ^∗ (de μ^∗ — hem˛qniȷ potenc˛al sistemi) ω_0 zb˛ga‚t~sffl z qastoto plazmovih kolivan~. Hoq rozv’fflzok (2.5) v˛dpov˛da‚ asimptotic˛ malih hvil~ovih vektor˛v, v˛n viznaqa‚ harakter zaleınost˛ ν2(q, −q|ξ) v˛d temperaturi: eksponenc˛ȷno slabku zaleın˛st~ v oblast˛ niz~kih temperatur (kBT ≤ hω0). Ce da‚ p˛dstavu rozglffldati r˛vnfflnnffl dlffl ν2(q, −q|ξ) fflk ˛nteİral~ne, nehtuqi poh˛dno ∂ ∂β ν_2(· · ·): −ζV_q + 2N(μ)V^{−1}ϵ_qν^2_2 (q, −q|ξ) + ∑ m≥3 Ψ^{(m)}_2 (q, −q|ξ)

−h^2(mV )^{−1} ∑ q1 (q_1, q − q_1)ν_2(q_1, −q_1|ξ) ν_2(q − q_1, q_1 − q|ξ) = 0. (2.6)

¨nteİral~n˛ skladov˛ Ψ^{(m)}_2 (· · ·) pri m ≥ 3 moına vrahovuvati metodom posl˛dovnih nabliıen~. Tomu rozglfflnemo spoqatku nel˛n˛ȷne ˛nteİral~ne r˛vnfflnnffl pri Ψ^{(m)}_2 (· · ·) = 0. Dlffl anal˛zu˛ nabliıenogo rozv’fflzuvannffl ȷogo vvedemo bezrozm˛rn˛ zm˛nn˛ x = qa0n^{−1/3} ˛ funkc˛ y2(x) =

ζ^{−1/2}(4πa^3_0)^{−1}n^{7/6}ν_2(q, −q|ξ), de a_0 — rad˛us Bora;

n = 4πa^3_0N(μ)/V . U cih zm˛nnih pri Ψ^{(m)}_2 (· · ·) = 0

ma‚mo take nel˛n˛ȷne r˛vnfflnnffl:

x^2y^2 (x) − x^{−2} − (2π^2)^{−1} ∫ dx_1(x_1, x − x_1)

×y_2(x_1)y_2(|x − x_1|) = 0. (2.7)

Vikonuqi peretvorennffl Fur’‚ do zm˛nnih æ, sprfflıenih zm˛nnim x,

y_2(x) = ∫ f_2(ρ)e^{−ix}ædæ, (2.8)

zapixemo ekv˛valentne r˛vnfflnnffl v koordinatnomu zobraıenn˛:

{4π∇f_2(ρ)}^2 − ρ^{−1} (2.9) −4π ∫ f_2(ρ_1)∇^2_ρf_2(|æ − æ_1|)dæ_1 = 0.

Z anal˛zu r˛vnfflnnffl (2.7) baqimo, wo y_2(x) ∼ −x^{−2} pri

x → 0 (f_2(ρ) ∼ −ρ^{−1} pri ρ → ∞). Z r˛vnfflnnffl (2.9)

{∇f_2(ρ)}^2 ∼ ρ^{−1} + const pri ρ → 0, (2.10)

tomu f2(ρ) ≃ C + C1ρ^{1/2} + C2ρ^{3/2} + · · · pri ρ → 0. Vikoristovuqi c asimptotiku, znaȷdemo nabliıeniȷ — asimptotiqno toqniȷ — rozv’fflzok r˛vnfflnnffl

(2.7) metodom probnih funkc˛ȷ. Funkc˛ z neveliko

k˛l~k˛st parametr˛v moına zadati abo v koordinatnomu, abo v ˛mpul~snomu zobraıenn˛:

f^{(0)}_2 (ρ) = −Bρ^{−1}[1 − e^{−pρ}][1 + bρ^{1/2}e^{−γρ}], (2.11)

y^{(0)}_2 (x) = −Ax^{−2}[1 + ax^2 − bx^4(1 + ax^2)^{−1}]^{−3/4}, a^2 > b. Bezposeredn˛ȷ rozrahunok sv˛dqit~, wo y^{(0)}_2 (x) ma‚ taku ı asimptotiku v koordinatnomu zobraıenn˛, fflk ˛ f^{(0)}_2 (ρ). V ˛mpul~snomu zobraıenn˛ obidv˛ funkc˛Ý teı mat~ pod˛bnu asimptotiku, a same:

y^{(0)}_2 (x) ∼ { −x^{−2} + const + ... , x << 1, −const x^{−7/2} + ... , x >> 1. (2.12) Parametri funkc˛Ý y^{(0)}_2 (x) znaȷdeno z umovi, wob u r˛vnfflnn˛ (2.7) kompensuvalis~ qleni tipu x^{−2} pri

x >> 1, a takoı x^{−2} ˛ x^0 pri x << 1:

APROKSIMAC¨„NI„ STATISTIQNI„ OPERATOR . . .

A = 1, a = 4(9π)^{−2/3}(1 − ξ_0)^{−1}, b = ξ_0a^2. (2.13)

Pri c~omu ξ0 ‚ rozv’fflzkom r˛vnfflnnffl

(1 − ξ_0)^{3/2} ∞∑ n=0 ξ^n_0 (2n + 1)!! (2.14)

×2^{−n}(n!)^{−1}(2n + 1 2 )^{−1} = 4/3

˛ nabliıeno dor˛vn‚ 0.2929... . Parametri funkc˛Ý

f^{(0)}_2 (ρ) viznaqen˛ z tih samih umov, a takoı z vimogi,

wob r˛vnfflnnffl (2.7) toqno vikonuvalos~ pri f˛ksovanomu znaqenn˛ zm˛nnoÝ (x = p):

B = (4π)^{−1}, b = −2p^{−1}, (2.15) γ = p · 0.5758... , p = 2.7008... . Funkc˛Ý y^{(0)}_2 (x) ˛ f^{(0)}_2 (ρ) duıe bliz~k˛ m˛ı sobo u vs~omu ˛nterval˛ 0 ≤ x ≤ ∞. Na ris. 1 zobraıeno

Z_2(x) = x^2y^{(0)}_2 (x) u r˛znih nabliıennfflh. Kriva 1

Ris. 1. Funkc˛ffl Z2(x) = x^2y2(x) pri T = 0 K v r˛znih nabliıennfflh: kriva 1 v˛dpov˛da‚ y^{(0)}_2 (x), 2 – rozv’fflzku r˛vnfflnnffl (2.7), 3 – rozv’fflzku (2.20) pri vrahuvann˛ Ψ^{(2)}_2 (...) ta Ψ^{(3)}_2 (...), 4 – rozv’fflzku c~ogo ı r˛vnfflnnffl v nabliıenn˛

Ψ^{(m)}_2 (...) = 0 pri m ˘ 5.

v˛dpov˛da‚ funkc˛Ý y^{(0)}_2 (x), a kriva 2 — rozv’fflzku r˛vnfflnnffl (2.7), obqislenomu qislovim metodom. Zaznaqimo, wo ν2(q, −q|ξ) ‚ fur’‚–obrazom potenc˛alu vza‚mod˛Ý kvantovih paket˛v. Z funkc˛Ý f^{(0)}_2 (ρ) pri absoltnomu nul˛ temperaturi ma‚mo

ν_2(r|ξ) = V^{−1} ∑ q ν_2(q, −q|ξ) exp(iqr) = −(ζr_s)^{1/2}3^{−1/6}ρ^{−1}[1 − e^{−pρ}][1 − 2 p ρ^{1/2}e^{−γρ}], (2.16)

de ρ = 3^{1/3}(a0rs)^{−1}r, rs(μ) = a^{−1}_0 (_{3V} 4πN(μ) )_{1/3} pri N(μ) = N zb˛ga‚t~sffl z parametrom V˛İnera-Braknera [10].

Pri c~omu ν2(0|ζ) = −(ζrs)^{1/2}3^{−1/6}p.

V oblast˛ niz~kih temperatur r˛vnfflnnffl dlffl funkc˛ȷ

y_m(x_1, ..., x_m) = ζ^{−1/2}n^{m−5/6}(4πa_0)^{1−m}ν_m(q_1, ..., q_m|ξ) (2.17)

takoı ne m˛stfflt~ ıodnih parametr˛v, fflk ˛ (2.7):

y_m(x_1, ..., x_m)Φ̃_m(x_1, ..., x_m) + ∑ l≥2 Ψ̃^{(l)}_m (x_1, ..., x_m) = Ṽ_m(x_1, ..., x_m). (2.18)

Metodom probnih funkc˛ȷ oderıu‚mo asimptotiqn˛ rozv’fflzki cih r˛vnffln~:

y_3(−x_1, x_2, x_1 − x_2) ≃ −Ṽ_3(−x_1, x_2, x_1 − x_2){η(x_1) + η(x_2) + η(|x_1 − x_2|)}^{−1},

y_4(x_1, −x_1, x_2, −x_2) ≃ 2y_3(−x_1, x_2, x_1 − x_2){η(x_1) + η(x_2)}^{−1}

× {(x_1, x_1 − x_2)y_2(x_1) + (x_2, x_2 − x_1)y_2(x_2)}, (2.19) ........................................................................ Ṽ_3(x_1, x_2, x_3) = 1 2 3∑ i≠j=1 (x_i, x_j )y_2(x_i)y_2(x_j ), η(x) = −[x^2y_2(x)]^{−1}.

Vikoristovuqi (2.19), znaȷdemo nabliıen˛ virazi dlffl ˛nteİral~nih skladovih Ψ^{(m)}_2 (q, −q|ξ) ˛, otıe, za-

M. VAVRUH, . KUXTA„

mknute ˛nteİral~ne r˛vnfflnnffl dlffl funkc˛Ý ν_2(q, −q|ξ). Zapisane v bezrozm˛rnih zm˛nnih, vono ne m˛stit~ n˛fflkih parametr˛v ˛ viznaqa‚ un˛versal~nu funkc˛ y2(x):

−x^{−2} + x^2y^2 (x) + ∑ m≥3 Ψ̃^{(m)}_2 (x, −x) − (2π^2)^{−1} ∫ dx_1(x_1, (x − x_1)y_2(x_1)y_2(|x − x_1|) = 0. (2.20)

Mi dosl˛dili anal˛tiqno, a takoı qislovim metodom r˛vnfflnnffl (2.20) z urahuvannfflm vnesku triqastinkovih vza‚mod˛ȷ

Ψ^{(3)}_2 (x) = π^{−2} ∫ dx_1[x^2_1 + (x_1, x_1 − x)]y_2(x_1){η(x) + η(x_1) + η(|x − x_1|)}^{−1} (2.21)

×{(x, x_1)y_2(x)y_2(x_1) + (x_1, x_1 − x)y_2(x_1)y_2(|x_1 − x|) + (x, x − x_1)y_2(x)y_2(|x − x_1|)}.

Komp’ternomu rozv’fflzku v c~omu nabliıenn˛ v˛dpov˛da‚ kriva 3 na ris. 1. V˛dnosne v˛dhilennffl krivoÝ 3 v˛d krivoÝ 2 dosfflga‚ znaqennffl porffldku 20 % v osnovn˛ȷ oblast˛ zm˛nnoÝ x. Rozv’fflzku r˛vnfflnnffl (2.20) z urahuvannfflm Ψ^{(3)}_2 (x) ˛ Ψ^{(4)}_2 (x) (v˛dbuva‚t~sffl Ýhnffl znaqna vza‚mna kompensac˛ffl) v˛dpov˛da‚ kriva 4.

Dlffl znahodıennffl nabliıenogo rozv’fflzku r˛vnfflnnffl dlffl ν2(q, −q|ξ) pri sk˛nqennih temperaturah v˛z~- memo do uvagi asimptotiqniȷ rozv’fflzok (2.6) ˛ zrobimo p˛dstanovku: ν_2(q, −q|ξ) = ν_2(q, −q|ζ, ∞, μ)f_q(β), de ν2(q, −q|ζ, ∞, μ) ‚ rozv’fflzkom r˛vnfflnnffl (2.7), fq(β) prfflmu‚ do odinic˛ pri β → ∞, a pri β → 0 funkc˛ffl f_q(β) prfflmu‚ do nulffl. Nabliıeno r˛vnfflnnffl dlffl

f_q(β) ma‚ takiȷ viglffld: ∂ ∂β f_q(β) (2.22)

= ζV_q[ν_2(q, −q|ζ, ∞, μ)]^{−1}{f^2_q(β) − 1} .

„ogo rozv’fflzkom ‚

f_q(β) = {1 − R_q(β)}{1 + R_q(β)}, (2.23)

R_q(β) = exp{2βζV_q[ν_2(q, −q|ζ, ∞, μ)]^{−1}}.

Takiȷ rozv’fflzok ma‚ sens v oblast˛ malih znaqen~ vektora q, de pokaznik eksponenti moına zapisati fflk −2βζ^{1/2}hω_q, (2.24)

a ωq viznaqa‚ spektr plazmovih kolivan~:

ω_q = ω_0{1 + α(q/k_F )^2 + · · ·}. (2.25)

Vikoristovuqi y^{(0)}_2 (x), dlffl koef˛c˛‚nta dispers˛Ý oderıu‚mo znaqennffl α =^1_2 (^3_2 )^{1/3}[1 − ξ0]^{−1} ∼ 1. V˛n ne zaleıit~ v˛d parametra ne˛deal~nost˛, na v˛dm˛nu v˛d nabliıennffl slabo ne˛deal~nih sistem. Tut kF = ( 3π^{2 N}_V )_{1/3} — hvil~ove qislo Ferm˛.

P˛dstavlfflqi (2.23) u perxe z r˛vnffln~ (2.4), viznaqa‚mo nabliıeniȷ rozv’fflzok dlffl funkc˛Ý ν1(ξ):

ν_1(ξ) ∼= N(μ)V^{−2} ∑ q ϵ_q[ν_2(q, −q|ζ, ∞, μ)]^2 × {β + [ζV_q]^{−1}ν_2(q, −q|ζ, ∞, μ)[1 − R_q(β)] [1 + R_q(β)]^{−1}}. (2.26)

Perehodfflqi do bezrozm˛rnih zm˛nnih, ma‚mo

ν_1(ξ) ∼= β Ry r_s(μ) ζ d(β^∗),

d(β^∗) = 2 π 3^{1/3} ∫_∞ 0 dx x^4y^2(x) × { 1 + x^2y_2(x) β^∗ · 1 − R(x|β^∗ 1 + R(x|β^∗ } , R(x|β^∗) = exp{2β^∗[x^2y_2(x)]^{−1}}. (2.27)

Otıe, pri niz~kih temperaturah funkc˛ffl ν_1(ξ) proporc˛ȷna do β, a vs˛ ˛nx˛ koef˛c˛‚ntn˛ funkc˛Ý ν_n(...)

APROKSIMAC¨„NI„ STATISTIQNI„ OPERATOR . . .

mat~ slabu eksponenc˛ȷnu zaleın˛st~ v˛d c˛‚Ý zm˛nnoÝ, z qogo vipliva‚ eksponenc˛ȷna mal˛st~ operator˛v ∂K̂_ζ ∂β ˛ [K̂ζ ,^{∂Ûζ}_{∂β} ]−. III. ROZRAHUNKI „ OC¨NKI

Zaverxennffl shemi pobudovi aproksimac˛ȷnogo statistiqnogo operatora dlffl model˛ elektronnoÝ r˛dini potrebu‚ rozrahunku ζ0 fflk funkc˛Ý parametra ne˛deal~nost˛. Z c˛‚ meto rozglfflnemo statistiqnu sumu Z^0_ζ (μ) v okol˛ toqki μ = μ^∗, de μ^∗ — hem˛qniȷ potenc˛al model˛ (kor˛n~ r˛vnfflnnffl N = −^d_{dμ} Ω^0_ζ (μ) ). Vikonuqi zsuv zm˛nnoÝ hem˛qnogo potenc˛alu, ma‚mo

Z^0_ζ (μ) = Z_0(μ̃)⟨exp Û(ρ̂|ξ)⟩_0,

μ̃ ≡ μ + β^{−1}{ν_1(ξ) − (2V )^{−1} ∑ q≠0

ν_2(q, −q|ξ) + (3V^2)^{−1} ∑ q1,q2≠0

ν_3(q_1, q_2, −q_1 − q_2|ξ) + ...}, (3.1)

de Z_0(μ̃) — statistiqna suma ˛deal~noÝ sistemi (fflka v˛d˛gra‚ rol~ bazisnoÝ), a simvol ⟨...⟩_0 oznaqa‚ zaserednennffl za stanami c˛‚Ý sistemi. Pri c~omu Û(ρ̂|ξ) = ∑ n≥2 (n!)^{−1}V^{1−n} ∑ q1,...,qn δ_{q1+...+qn,0}ν̃_n(q_1, ..., q_n|ξ) n∏ j=1 ρ̂_{qj} (3.2)

‚ operatorom efektivnih bagatoqastinkovih vza‚mod˛ȷ, zapisanim u term˛nah operator˛v elektronnoÝ gustini

ρ̂_q = ∑ k,s a^+_{k+q,s}a_{k,s}. (3.3)

U zv’fflzku z perehodom v˛d În(q1, ..., qn) do ρ̂q funkc˛Ý ν̃n(...) ‚ l˛n˛ȷnimi komb˛nac˛fflmi νn(...), napriklad:

ν̃_2(q, −q|ξ) = ν_2(q, −q|ξ) − V^{−1} ∑ q2,q3

δ_{q+q2+q3 ,0} ν_3(q, q_2, q_3|ξ)

+V^{−2} ∑ q2,q3,q4

δ_{q+q2+q3,q4,0} ν_4(q, q_2, q_3, q_4|ξ) + ... , (3.4)

ν̃_3(q_1, q_2, q_3|ξ) = ν_3(q_1, q_2, q_3|ξ) − V^{−1} ∑ q ν_4(q, q_1, q_2, q_3|ξ) + ... .

Dlffl rozrahunku seredn~ogo u formul˛ (3.1) pereȷdemo do prostoru kolektivnih zm˛nnih ρq = ρ^c_q + iρ^s_q za dopomogo operatora perehodu [10] Ĵ(ρ − ρ̂) = ∏ c(q)

δ(ρ_q − ρ̂_q), (3.5)

wo ‚ analogom funkc˛Ý perehodu v klasiqn˛ȷ statistic˛ [11, 12]. Osk˛l~ki ρ̂q ta ρ̂−q ne ‚ nezaleınimi

(ρ̂_{−q} = ρ̂^+_q ), oblast~ c(q) ohopl‚ polovinu vs˛h moılivih znaqen~ q. Zm˛nn˛ ρ_q ne pov’fflzan˛ z zobraıennfflm

vza‚mod˛Ý ˛ tomu ‚ prfflmimi analogami kolektivnih koordinat u statistic˛ klasiqnih sistem. Vikoristovuqi sp˛vv˛dnoxennffl

ρ̂_q = ∫ (dρ)Ĵ(ρ − ρ̂)ρ_q, (dρ) = ∏ c(q)

dρ^c_qdρ^s_q (3.6)

ta ˛nteİral~ne zobraıennffl δ-funkc˛Ý, viznaqa‚mo

M. VAVRUH, . KUXTA„

Z^0_ζ (μ) = Z_0(μ̃) ∫ (dρ) exp U(ρ|ξ) ∫ (dω)J(ω) × exp[iπ ∑ q≠0

ω_qρ_q]. (3.7) Tut U(ρ|ξ) = ∑ n≥2 (n!)^{−1}V^{1−n} ∑ q1,...,qn δ_{q1+...+qn,0}ν̃_n(q_1, ..., q_n|ξ) n∏ j=1 ρ_{qj} (3.8)

— zobraıennffl operatora Û(ρ̂|ξ) v kolektivnih zm˛nnih, J(ω) = ⟨exp[−iπ ∑ q≠0

ω_qρ̂_q]⟩_0 = exp ∑ n≥2 D_n(ω), (3.9)

D_n(ω) = (−iπ)^n(n!)^{−1} ∑ q1,...,qn ω_{q1} ...ω_{qn} S^0_n(q_1, ..., q_n),

a funkc˛Ý S^0_n(q1, ..., qn) viznaqen˛ fflk zv’fflzn˛ seredn˛ v˛d dobutku operator˛v (3.3)

S^0_n(q_1, ..., q_n) ≡ S^0_n(q_1, ..., q_n|μ̃) (3.10)

= ⟨ρ̂_{q1}ρ̂_{q2} ...ρ̂_{qn} ⟩^{zv}_0

˛ pov’fflzan˛ z bagatoqastinkovimi strukturnimi faktorami bazisnoÝ sistemi. Pri c~omu zm˛nn˛ ωq =

ω^c_q − iω^s_q sprfflıen˛ do zm˛nnih ρ_q, (dω) = ∏ c(q)

dω^c_qdω^s_q.

¨nteİruqi za zm˛nnimi ρ_q u formul˛ (3.7), zvedemo statistiqnu sumu do takogo zobraıennffl v ω-prostor˛:

Z^0_ζ (μ) = Z_0(μ̃) ∫ (dω)J(ω)f(ω) . (3.11) Mnoınik f(ω) = ∫ (dρ) exp U(ρ|ξ) + iπ ∑ q≠0

ω_qρ_q

(3.12)

u nabliıenn˛ dvoqastinkovih vza‚mod˛ȷ moına vrahuvati toqno:

f̃_2 = ∏ c(q)

[−V^{−1}ν̃_2(q, −q|ξ)] −1 × exp { π^2 2 V ∑ q ω_qω_{−q} ν̃^{−1}_2 (q, −q|ξ) } . (3.13)

Vrahuvannffl ı bagatoqastinkovih vza‚mod˛ȷ (wo v˛d˛grat~ rol~ popravok) moına zrobiti nabliıeno metodom moment˛v.

¨nteİruvannffl v (3.11) takoı ne moına vikonati toqno qerez skladnu zaleın˛st~ S^0_n(q1, ..., qn) v˛d svoÝh arİument˛v. Naȷprost˛xiȷ spos˛b nabliıenogo ˛nteİruvannffl polfflga‚ u vid˛lenn˛ bazovogo rozpod˛lu

W_0(ω) = exp { − π^2V 2 ∑ q ω_qω_{−q}g^{−1}(q) } ,

g(q) = −ν̃_2(q, −q|ξ)ϵ^{−1}_0 (q), (3.14)

ϵ_0(q|ξ) = 1 − V^{−1}S^0_2 (q, −q)ν_2(q, −q|ξ),

fflkiȷ dopuska‚ toqne ˛nteİruvannffl, ˛ v nastupnomu vrahuvann˛ mnoınika J(ω)f(ω)W^{−1}_0 (ω) metodom moment˛v v˛dnosno bazovogo rozpod˛lu. Takim qinom vinika‚ zobraıennffl termodinam˛qnogo potenc˛alu u viglffld˛ kvantovih İrupovih rozklad˛v. U c˛ȷ robot˛ mi obmeıimosffl nabliıennfflm dvoqastinkovih vza‚mod˛ȷ v U(ρ|ξ), zam˛nqi ν̃_2(...) na ν_2(...) u formulah (3.13), (3.14). U c~omu nabliıenn˛

Ω^0_ζ (μ) = Ω_0(μ̃) + 1 2β ∑ q ln ϵ_0(q) + ∑ n≥1 B_n(μ̃),

APROKSIMAC¨„NI„ STATISTIQNI„ OPERATOR . . .

B_1(μ̃) = −β^{−1} ∑ n≥2 (−1)^nV^{−n}[(2n)!!]^{−1} ∑ q1,...,qn S^0_{2n}(q_1, −q_1, ..., q_n, −q_n) n∏ j=1 g(q_j ), (3.15)

B_2(μ̃) = −(4βV^2)^{−1} ∑ q R^2(q, −q)g^2(q) − (2β)^{−1} ∑ n≥3 (−V )^{−n}(n!) ∑ q1,...,qn R_n(q_1, ..., q_n)R_n(−q_1, ..., −q_n) n∏ j=1 g(q_j ), ...................................................... R_n(q_1, ..., q_n) = S^0_n(q_1, ..., q_n) + ∑ l≥1 (−V )^{−l}[(2l)!!]^{−1} ∑ q^0_1,...,q^0_l

S^0_{n+2l}(q_1, ..., q_n, q^0_1, −q^0_1, ..., q^0_l, −q^0_l) l∏ j=1 g(q^0_j ).

Za svo‚ strukturo İrupov˛ koef˛c˛‚nti Bn(μ̃) zb˛gat~sffl z İrupovimi koef˛c˛‚ntami klasiqnoÝ statistiki u bazisnomu p˛dhod˛ do vrahuvannffl korotkosfflınih vza‚mod˛ȷ [13]. Specif˛qn˛ risi, haraktern˛ dlffl kvantovoÝ model˛, v˛dobraıat~ kumulfflnti

S^0_n(q_1, ..., q_n) bazisnoÝ sistemi.

Beruqi do uvagi temperaturnu zaleın˛st~ funkc˛ȷ

ν_n(q_1, ..., q_n|ξ), baqimo, wo termodinam˛qniȷ poten-

c˛al osnovnogo stanu model˛ viznaqa‚t~sffl skladovo

Ω_0(μ̃) pri μ̃ = μ + β^{−1}ν_1(ξ), a vs˛ ˛nx˛ skladov˛ (3.15)

vnosfflt~ temperaturn˛ popravki, fflk˛ peretvort~sffl v nul~ pri β → ∞. Z r˛vnfflnnffl −N = ∂ ∂μ̃ Ω_0(μ̃) (3.16)

viznaqa‚mo hemopotenc˛al model˛ u vipadku absoltnogo nulffl temperaturi

μ^∗_ζ = ϵ_F − NV^{−2} ∑ q ϵ_qν^2_2 (q|ζ, ∞, ϵ_F ) (3.17)

= { η^2

r^2_s − ζd r_s } Ry, de ϵF = h^2k^2_F (2m)^{−1} — energ˛ffl Ferm˛. Serednffl energ˛ffl osnovnogo stanu model˛

E_ζ = Ω_0(ϵ_F ) + Nμ^∗_ζ = { 3 5 η^2

r^2_s − ζd_0 r_s } N Ry, (3.18) de d0 — un˛versal~na stala, nezaleına v˛d f˛ziqnih parametr˛v. R˛znim nabliıennfflm dlffl funkc˛Ý

y_2(x) v˛dpov˛dat~ tak˛ znaqennffl d_0: asimptotiq-

niȷ rozv’fflzok y^{(0)}_2 (x) da‚ znaqennffl 1.3044..., qisloviȷ rozv’fflzok r˛vnfflnnffl (2.20) pri Ψ^{(m)}_2 (x) = 0 dlffl

m ≥ 3 da‚ znaqennffl d_0(2) = 1.3872..., u nabliıenn˛

Ψ^{(m)}_2 (x) = 0 pri m ≥ 4 oderıu‚mo d_0(3) = 1.9600...,

vrahuvannffl Ψ^{(m)}_2 (x) pri 2 ≤ m ≤ 4 da‚ d0(4) =

1.6873... ˛ t.d. Niıqe navedeno znaqennffl d_0(n) fflk

funkc˛Ý qisla n(2 ≤ n ≤ 6):

n 2 3 4 5 6

d0(n) 1.3872 1.9600 1.6873 1.8417 1.7704

k vidno z anal˛zu krivih ris. 1 ta funkc˛ȷ

Ψ^{(m)}_2 (x), urahuvannffl skladovih Ψ^{(m)}_2 (x) pri m > 6

moıe zm˛niti y2(x) neznaqno, ta ȷ to lixe v oblast˛ malih znaqen~ zm˛nnoÝ x. Otıe, vpliv Ψ^{(m)}_2 (x) pri

m > 6 na znaqennffl d_0 teı bude neznaqnim.

k v˛domo, energ˛ffl osnovnogo stanu elektronnoÝ r˛dini v oblast˛ niz~kih gustin (rs >> 1) dosit~ dobre dosl˛dıena. V˛İner zaznaqiv [14, 15], wo u c~omu vipadku vig˛dnim sta‚ utvorennffl ob’‚mocentrovanoÝ kub˛qnoÝ İratki, elektrostatiqna energ˛ffl fflkoÝ v granic˛ sil~nogo zv’fflzku Ew = −N Ry 1.79815.... Na osnov˛ kvantovo–mehan˛qnogo opisu dinam˛ki İratki V˛İnera v pracfflh [16, 17] bulo oderıano takiȷ rozklad dlffl energ˛Ý osnovnogo stanu za stepenfflmi parametra r^{−1/2}s :

E_0 = N Ry ∑ n≥0 A_{1+n}r^{−(1+1/2n)} s + (3.19)

+0(exp[−αr^{1/2}_s ]) } . Pri c~omu A1 = −1.79815..., A2 = 2.65724..., A3 =

−0.73..., A_n = −0.8...; α = 2.06... . Takim qinom obqi-

slene nami znaqennffl energ˛Ý osnovnogo stanu Eζ pri

ζ = 1 asimptotiqno toqno viznaqa‚ energ˛ İratki

V˛gnera pri velikih r_s ˛ obmeıu‚ znizu znaqennffl energ˛Ý elektronnoÝ r˛dini pri dov˛l~nih znaqennfflh parametra ne˛deal~nost˛.

Rozglfflnemo dal˛ pitannffl pro vib˛r parametra vklqennffl ζ0 dlffl vipadku osnovnogo stanu model˛. Wob rozv’fflzati r˛vnfflnnffl (1.37), neobh˛dno znati ne lixe ⟨ ∂Û_{ζ0} ∂β ⟩_{P1} = ⟨ ∂Û_{ζ0} ∂β ⟩_P 0_{ζ0} = N Ry ζ_0d_0 r_s , (3.20)

ale takoı ⟨V̂ ⟩_{P1} ta ⟨V̂ ⟩_P 0_{ζ0} . Korektniȷ rozrahunok ostann~oÝ veliqini moına vikonati na osnov˛ parnoÝ

M. VAVRUH, . KUXTA„

korelfflc˛ȷnoÝ funkc˛Ý model˛ z˛ statistiqnim operatorom p̂^0_{ζ0} , wo, odnak, vihodit~ za ramki c˛‚Ý statt˛. Tut mi pokaıemo, wo moıliviȷ takiȷ vib˛r parametra ζ_0 = ζ_0(r_s), fflkiȷ zabezpequ‚ toqniȷ zb˛g E_ζ z energ˛‚ model˛ pri vs˛h znaqennfflh parametra ne˛deal~- nost˛ r_s. U c~omu vipadku veliqina Δ_1 = ⟨V̂ +^{∂Ûζ0}_{∂β} ⟩_{p1} bude v˛d’‚mno, v˛dpov˛dno do r˛vnfflnnffl (1.37) ˛ ma- lo. Dlffl rozrahunku seredn~ogo ⟨V̂ ⟩_{P1} vikorista‚mo takiȷ priȷom. k v˛domo, seredn‚ znaqennffl energ˛Ý model˛ (1.1) moına zapisati u viglffld˛ [18]:

E = E_{id} +

∫_e2 0 de^2_1

e^2_1

⟨V̂_e2_1 ⟩_{P1 (e}2_{1)}, (3.21)

de Eid — seredn‚ znaqennffl energ˛Ý ˛deal~noÝ sistemi;

⟨V̂_e2_1 ⟩_{P1(e}2_{1 )} — seredn‚ znaqennffl energ˛Ý vza‚mod˛Ý u

sistem˛, de zarffld elektrona dor˛vn‚ e1. Vnesok vza‚mod˛Ý v (3.21) moına zvesti do takoÝ formi:

∫_e2 0 de^2_1

e^2_1

⟨V̂_e2_1 ⟩_{P1(e}2_{1 )} = Nh^2[2m⟨r⟩^2]^{−1}r^2_s ϵ(r_s), (3.22)

de ⟨r⟩ = (3V/4πN)^{1/3}, a ϵ(rs) — bezrozm˛rna funkc˛ffl parametra rs, a same:

ϵ(r_s) = ϵ_{HF} (r_s) + ϵ_c(r_s). (3.23)

Tut ϵHF (rs) = −3η(2πrs)^{−1} — vnesok, zumovleniȷ ˛deal~nimi korelfflc˛fflmi, ϵc(rs) — tak zvana korelfflc˛ȷna energ˛ffl (vnesok ne˛deal~nih korelfflc˛ȷ). Z totoınost˛

⟨V̂ ⟩_{P1} = e^2 d de^2 {∫_{e2} 0 de^2_1

e^2_1

⟨V̂_e2_1 ⟩_{P1 (e}2_{1 )} } (3.24)

znahodimo, wo ⟨V̂ ⟩_{P1} = N Ry r^{−1}_s d dr_s [r^2_s ϵ(r_s)]. (3.25)

Viberemo teper parametr ζ0 z umovi − ζ_0d_0 r_s = ϵ(r_s), (3.26)

fflka zabezpequ‚ sp˛vpad˛nnffl E_ζ z toqnim znaqennfflm energ˛Ý model˛ (1.1) pri T = 0 K. Pri takomu vibor˛

ζ_0 viznaqa‚mo, wo

Δ_1(ζ_0) = ⟨V̂ + ∂Û_{ζ0} ∂β ⟩_{P1} = −d_0 dζ_0(r_s) dr_s = d dr_s [r_sϵ_c(r_s)]. (3.27)

Vid˛lfflqi energ˛ vza‚mod˛Ý z (3.19), znahodimo rozklad za stepenfflmi r^{−1/2}s dlffl parametra ζ_0(r_s) v oblast˛ niz~kih gustin:

ζ_0(r_s) = 1 − a_1r^{−1/2}_s + a_2r^{−1}_s + a_3r^{−3/2}_s + ... . (3.28)

Koef˛c˛‚nti a_n > 0 viznaqat~sffl takimi sp˛vv˛dnoxennfflmi: a1 = −A2A^{−1}_1 = 1.47776, a2 = A^{−1}_1 [A3 −

3/5η^2] = 1.6461, a_3 = A^{−1}_1 A_4 = 0.44490 ˛ t.d. V˛d-

pov˛dno dlffl Δ_1(ζ_0) ma‚mo:

Δ_1(ζ_0) = −1.32862r^{−3/2}_s + (3.29)

+ 2.94r^{−2}_s + 1.2r^{−5/2}_s + ... .

Z rozklad˛v (3.28), (3.29) baqimo, wo ζ0(rs) < 1 ˛ prfflmu‚ do odinic˛ pri r_s → ∞. Funkc˛ffl Δ_1(ζ_0) ‚ v˛d’‚mno ˛ malo por˛vnfflno z ϵ(rs): v˛dnoxennffl

Δ_1(ζ_0)ϵ^{−1}(r_s) ma‚ porffldok −A_2(2A_1)^{−1}r^{−1/2}s ˛ prfflmu‚

do nulffl v granic˛ velikih rs. Pri rozrahunku ζ0(rs) mi poklali, wo d0 = −A1 = 1.79815....

V oblast˛ visokih gustin vikorista‚mo v˛domiȷ viraz dlffl korelfflc˛ȷnoÝ energ˛Ý [18]

ϵ_c(r_s) = 0.0622 ln r_s − 0.096 + O(r_s). (3.30)

Z formul (3.26) ta (3.27) znahodimo v granic˛ malih

r_s:

ζ_0(r_s) = 3η(2πd_0)^{−1} − 0.0622 d^{−1}_0 r_s ln r_s (3.31) +0.096r_s + ... , Δ_1(ζ_0) = 0.0622 ln r_s − 0.034 + O(r_s).

Otıe, ζ0(rs) prfflmu‚ do znaqennffl ζ0(0) = 3η(2πd0)^{−1} =

0.509596... v granic˛ slabo ne˛deal~noÝ sistemi (r_s →

0). V˛dnoxennffl Δ1(ζ0)ϵ^{−1}(rs) → 0 pri rs → 0, hoq Δ1(ζ0) ma‚ takiȷ samiȷ porffldok veliqini, wo ȷ ϵc(rs). Use ce sv˛dqit~ pro nedoc˛l~n˛st~ vikoristannffl aproksimac˛ȷnogo statistiqnogo operatora dlffl opisu slabo ne˛deal~nih sistem . Na ris. 2 pokazano zaleın˛st~ parametra ζ0 v˛d parametra ne˛deal~nost˛ rs u nabliıenn˛ (3.31) (kriva 1), a takoı v nabliıenn˛ (3.28) (kriva 2). Kriva 3 pobudovana za formulo (3.26), priqomu dlffl korelfflc˛ȷnoÝ energ˛Ý vikoristano aproksimac˛ȷnu formulu, spravedlivu v oblast˛ prom˛ınih r_s takoı:

ϵ_c(r_s) = −2b_0 ∫_∞ a dx (b_1 + x^{−1}) (3.32)

× [1 + b_1x + b_2x^2 + b_3x^3]^{−1}

pri a = rs^{1/2}, b0 = 0.0621814, b1 = 9.81379, b2 =

2.82214, b_3 = 0.69699, wo v˛dpov˛da‚ aproksimac˛Ý

rezul~tat˛v metodu Monte–Karlo [19], zroblen˛ȷ u prac˛ [20] dlffl^d_{drs} ϵ_c(r_s). Moına baqiti z risunka, nabliıennffl niz~kih gustin (3.28) spravedlive vıe v oblast˛ r_s ≤ 10.

APROKSIMAC¨„NI„ STATISTIQNI„ OPERATOR . . .

Ris. 2. Zaleın˛st~ parametra ζ0 v˛d parametra ne˛deal~nost˛ rs: kriva 1 – nabliıennffl visokih gustin (3.31), 2 – nabliıennffl niz~kih gustin (3.28), kriva 3 v˛dpov˛da‚ formul˛ (3.26) pri vikoristann˛ ˛nterpolfflc˛ȷnoÝ formuli (3.32) dlffl ϵc(rs).

IV. VISNOVKI

Zaproponovane nami uzagal~nennffl metodu zm˛wen~ ‚ defflko al~ternativo do metod˛v teor˛Ý zburen~, fflk˛ tradic˛ȷno vikoristovut~ u teor˛Ý sistem vza‚mod˛qih qastinok. Ner˛vnost˛ (1.12), (1.18) dat~ p˛dstavi dlffl pobudovi model~nogo statistiqnogo operatora P̂^0_{ζ0} , fflkiȷ v˛d˛gra‚ rol~ aproksimac˛ȷnogo dlffl dosl˛dıuvanoÝ f˛ziqnoÝ sistemi (1.1). Na priklad˛ model˛ elektronnoÝ r˛dini mi pro˛lstruvali moıliv˛st~ takoÝ pobudovi, a takoı moıliv˛st~ reİulvannffl granic~ v˛dhilen~ rozrahovanih termodinam˛qnih harakteristik v˛d Ýhn˛h toqnih znaqen~. Dlffl viznaqennffl parametra ζ0 mi skoristalisffl rezul~tatami rozrahunku seredn~oÝ energ˛Ý elektronnoÝ r˛dini metodom Monte–Karlo [19]. Odnak c˛‚Ý meti moına bulo b dosfflgti, vikoristavxi dobre v˛domu asimptotiqnu zaleın˛st~ ϵ(rs) pri malih ta velikih znaqennfflh rs, a takoı qislov˛ rozrahunki c˛‚Ý harakteristiki v oblast˛ prom˛ınoÝ ne˛deal~nost˛ [21]. Statistiqniȷ operator P̂^0_{ζ0} da‚ zmogu rozrahuvati vs˛ harakteristiki model˛, u tomu qisl˛ ȷ pri sk˛nqennih temperaturah. V˛dsutn˛st~ zobraıennffl vza‚mod˛Ý znaqno m˛ro polegxu‚ c zadaqu ˛ da‚ zmogu skoristatisffl metodami klasiqnoÝ statistiki.

Na osnov˛ P̂^0_{ζ0} budut~ dosl˛dıen˛ fazov˛ stani model˛ odnor˛dnoÝ elektronnoÝ r˛dini (paramagnetniȷ, nadprov˛dniȷ [22], feromagnetniȷ [18]), a takoı moıliv˛ strukturn˛ peretvorennffl (viniknennffl hvil~ zarffldovoÝ gustini, İratka V˛İnera [10]). Aproksimac˛ȷniȷ operator moına zastosuvati takoı dlffl dosl˛dıennffl spor˛dnenih modeleȷ sil~no ne˛deal~nih ferm˛–sistem, zokrema modeleȷ metal˛v, nadprov˛dnik˛v, elektron–d˛rkovoÝ r˛dini. Osobliviȷ ˛nteres stanovit~ moıliv˛st~ zastosuvannffl c~ogo p˛dhodu dlffl vivqennffl harakteristik prostorovo neodnor˛dnih ta obmeıenih ferm˛–sistem.

DODATOK

Qerez antierm˛tov˛st~ operatora K̂_1 poh˛dnu d dt Ω(μ|t) zruqn˛xe obqisliti na osnov˛ operatora Ĥ_2(t): d dt Ω(μ|t) = −2t⟨L̂_1⟩_{P2(t)}, (D.1)

P̂_2(t) = exp[−β(Ĥ_2(t) − μN̂)] = exp[−βĤ^0_2].

Zv˛dsi vipliva‚, wo^d_{dt} Ω(μ|t) = 0 pri t = 0, a perxiȷ dodanok drugoÝ poh˛dnoÝ (div. (1.21)) ‚ nev˛d’‚mno veliqino pri vs˛h t.

Dlffl obqislennffl drugogo dodanka poh˛dnoÝ^{d2}_{dt}2 Ω(μ|t) vikorista‚mo vlastiv˛st~ cikl˛qnost˛ operac˛Ý

Sp{...}, perehodfflqi v˛d neerm˛tovogo operatora Ĥ^0_1

do erm˛tovogo Ĥ^0_2 Sp { K̂_1e^{−βγĤ0}1K̂_1e^{−β(1−γ)Ĥ0}1 } (D.2) = Sp { B̂(t)e^{−βγĤ0}2B̂(t)e^{−β(1−γ)Ĥ0}2 } , de B̂(t) = exp(tÛ1)K̂1 exp(−tÛ1). Pereȷdemo do zobraıennffl, v fflkomu H^0_2 d˛agonal~niȷ, vrahovuqi, wo dlffl matriqnih element˛v K̂1 vikonu‚t~sffl r˛vn˛st~ (K̂1)ij = −(K̂1)ji. Vvodfflqi matriqn˛ elementi

α^{(±)}_{kl} = [exp(±tÛ_1)]_{kl}, oderıu‚mo:

β^{−1} d^2 dt^2 Ω(μ|t) = { d dt Ω(μ|t) }_2

(D.3) +Z^{−1}(μ|t) ∑ l_1 ,l_2,k_1,k_2

(K̂_1)_{l1,k1} (K̂_1)^∗_{k2 ,l2} A(l_1, l_2, k_1, k_2), de Z(μ|t) = ∑ n exp(−βE^t_n),

A(l_1, l_2, k_1, k_2) = ∑ n,m A_{m,n}(t)α^{(−)}_{k1 ,n}α^{(+)}_{nl2} α^{(+)}_{ml1} α^{(−)}_{k2 ,m}, (D.4)

A_{m,n}(t) = { E^t_n − E^t_m }_{−1} · { exp(−βE^t_m) − exp(−βE^t_n) } , a E^t_n — vlasn˛ znaqennffl operatora Ĥ^0_2 = Ĥ_2(t) − μN̂. Beruqi do uvagi, wo A_{m,n}(t) — dodatna funkc˛ffl˛ ∑ n α^{(+)}_{nl} α^{(−)}_{kn} = δ_{l,k}, (D.5)

znaȷdemo tak˛ m0, n0, wo

A(l_1, l_2, k_1, k_2) ≥ A_{m0,n0} (t)δ_{k1 ,l2} δ_{l1,k2} . (D.6)

Tomu

M. VAVRUH, . KUXTA„

β^{−1} d^2 dt^2 Ω(μ|t) ≥ { d dt Ω(μ|t) }_2

(D.7) +A_{m0,n0} (t)Z^{−1}(μ|t) ∑ l_1,l_2

|(K̂_1)_{l1,l2} |^2 ≥ 0.

Otıe, poh˛dna^d_{dt} Ω(μ|t) ‚ monotonno nespadno funkc˛‚ parametra t(0 ≤ t ≤ 1), wo dor˛vn‚ nulev˛ pri t = 0. Z c˛‚Ý priqini 0 ≤ ∫_1 0 dt d dt Ω(μ|t) ≤ { d dt Ω(μ|t) } |t=1 , (D.8)

zv˛dki vipliva‚ ner˛vn˛st~ (1.22).

[1] ¨. R. “hnovs~kiȷ, Ukr. f˛z. ıurn. 9, 702 (1964). [2] ¨. R. “hnovs~kiȷ, Ukr. f˛z. ıurn. 9, 827 (1964). [3] L. F. Blaıi‚vs~kiȷ, ¨. R. “hnovs~kiȷ, Ukr. f˛z. ıurn. 16, 924 (1967).

[4] I. R. “hnovskiȷ, R. N. Petraxko, TMF 17, 118 (1973). [5] I. A. Vakarquk, TMF 18, 90 (1974). [6] I. A. Vakarquk, TMF 23, 260 (1975). [7] M. V. Vavruh, TMF 35, 263 (1978).

[8] M. V. Vavruh, Dop. AN URSR, ser. A } 6, 48 (1985). [9] N. N. Bogolbov, Metod issledovaniffl model~nyh ga-

mil~tonianov (Nauka, Moskva, 1974).

[10] N. Marq, U. ng, S. Sampanthar, Problema mnogih tel v kvantovoȷ mehanike (Mir, Moskva, 1969). [11] M. V. Vavruh, V˛sn. L~v˛v. un-tu 3, 26 (1968). [12] D. N. Zubarev, DAN SSSR 95, 757 (1954). [13] I. R. “hnovskiȷ, M. F. Golovko, Statistiqeskaffl teoriffl klassiqeskih ravnovesnyh sistem (Naukova

dumka, KiÝv, 1980).

[14] E. P. Wigner, Phys. Rev. 46, 1002 (1934). [15] E. P. Wigner, Trans. Faraday Soc. 34, 678 (1938). [16] W. J. Carr (Jr.), Phys. Rev. 122, 1437 (1961). [17] W. J. Carr (Jr.), R. A. Goldwell-Horsfall, A. E. Fein, Phys. Rev. 124, 747 (1961).

[18] D. Paȷns, ~lementarnye vozbuıdeniffl v tverdyh telah (Mir, Moskva, 1965).

[19] D. M. Ceperley, B. J. Alder, Phys. Rev. Lett. 45, 566 (1980).

[20] S. H. Vosko, L. Wilk, N. Nusair, Can. J. Phys. 58, 1200 (1980).

[21] M. Vavrukh, N. Vavrukh, V. Solovyan, phys. stat. sol. (b) 177, 361 (1993).

[22] M. V. Vavruh, N. M. Vavruh, Fiz. niz. temp. 21, 572 (1995).

APPROXIMATING STATISTICAL OPERATOR FOR A STRONGLY NON–IDEAL FERMI SYSTEM

M. Vavrukh^1, Ya. Kushtay^2 1Institute for Condensed Matter Physics Ukrainian Academy of Sciences, Lviv 1 Svientsitskii Str., Lviv UA–290011, Ukraine 2Lviv Commercial College, 8 Mentsinskii Str., Lviv UA–290000, Ukraine

On the ground of the modified displacement transformation a method of constructing an effective statistical operator for the strongly non-ideal Fermi systems has been developed. The general scheme is adapted to the homogeneous electron liquid model at the low temperatures without the limitation on the nonideality parameter rs.