ȷURNAL F�ZIQNIH DOSL�DȷEN^ t. 1, ˝ 1 (1996) s. 25{38^{JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES}

v. 1, No 1 (1996) p. 25{38

STATISTIQNI` OPERATOR SISTEMI TOTOȷNIH VZA�MOD�ıQIH QASTINOK U KOORDINATNOMU ZOBRAȷENN�

¨. O. Vakarquk

L~v˛vs~kiȷ derıavniȷ un˛versitet ˛men˛ ¨vana Franka, kafedra teoretiqnoÝ f˛ziki UkraÝna, 290005, L~v˛v, vul. Dragomanova, 12

(Otrimano 29 grudnffl 1995)

Otrimano noviȷ viraz dlffl povnoÝ matric˛ gustini sistemi totoınih vza‚mod˛qih qastinok u koordinatnomu zobraıenn˛ u viglffld˛ dobutku matric˛ gustini ˛deal~nogo kvantovogo İazu z perenormovano za rahunok vza‚mod˛Ý maso qastinok ta faktora, wo vrahovu‚ m˛ıqastinkovu vza‚mod˛, fflkiȷ pri niz~kih temperaturah zvodit~sffl do dobutku hvil~ovih funkc˛ȷ osnovnogo stanu bagatobozonnoÝ sistemi.

Klqov˛ slova: matricffl gustini, r˛dkiȷ gel˛ȷ, λ-pereh˛d, Boze–kondensat, efektivna

masa.

PACS number(s): 05.30.-d; 67.40.-w; 67.55.-s

I. VSTUP

Problema rozrahunku statistiqnogo operatora bagatoqastinkovoÝ sistemi v koordinatnomu zobraıenn˛, tobto povnoÝ matric˛ gustini, ma‚ davn ˛stor˛, zapoqatkovanu pracfflmi ˝. V˛İnera [1], Dı. Ulenbeka ˛ L. Ţroppera [2] ta Dı. K˛rkvuda [3], v fflkih otriman˛ kvantov˛ popravki do klasiqnih viraz˛v u nabliıenn˛ ~^2. C˛ dosl˛dıennffl davno uv˛ȷxli do p˛druqnik˛v ta monograf˛ȷ [4–7]. P˛zn˛x˛ dosl˛dıennffl buli prisvfflqen˛ p˛drahunku cih kvaz˛klasiqnih popravok dlffl matric~ gustini ta termodinam˛qnih funkc˛ȷ do ~^4. U 90-h rokah v˛dnovivsffl ˛nteres do kvaz˛klasiqnih popravok u zv’fflzku ˛z vim˛rvannfflmi seredn~oÝ k˛netiqnoÝ energ˛Ý r˛dkogo ta tverdogo stan˛v vaıkih atom˛v blagorodnih İaz˛v. U [8] p˛drahovano seredn k˛netiqnu energ˛ do qlen˛v ~^6 ˛, fflk vifflvilos~, kvantov˛ popravki, zokrema dlffl takih sistem, fflk neon [8] ˛ arİon [9], ‚ znaqnimi.

U 60-h rokah ¨. “hnovs~kiȷ [10–12] dlffl dosl˛dıennffl bagatoqastinkovih sistem zaproponuvav metod zm˛wen~ ta kolektivnih zm˛nnih, central~nim peretvorennfflm u fflkomu bulo vid˛lennffl z˛ statistiqnogo operatora v koordinatnomu zobraıenn˛ ȷogo neoperatornoÝ qastini. Dlffl neÝ bulo znaȷdene r˛vnfflnnffl, rozv’fflzok fflkogo, fflk vifflvilos~, v˛dpov˛da‚ p˛dsumovuvann pevnogo klasu qlen˛v kvaz˛klasiqnogo rffldu teor˛Ý zburen~. Ce u svo qergu dozvolilo poxiriti otriman˛ rezul~tati u sutt‚vo kvantovu oblast~ niz~- kih temperatur.

Dlffl bagatobozonnoÝ sistemi v granic˛ niz~kih temperatur povnu matric gustini fflk funkc˛ koordinat qastinok r˛znimi metodami bulo znaȷdeno v [13–

17], z urahuvannfflm parnih, tri- ta qotiriqastinko-

vih korelfflc˛ȷ. U c~omu ı tak zvanomu nabliıenn˛ dvoh sum za hvil~ovimi vektorami nami buli znaȷden˛ qastkov˛ matric˛ gustini, wo viznaqat~ prostoroviȷ rozpod˛l atom˛v, ta Ýhn˛ȷ rozpod˛l za ˛mpul~sami, wo dalo zmogu detal~no dosl˛diti fflviwe Boze–Aȷnxtaȷn˛vs~koÝ kondensac˛Ý v okol˛ absoltnogo nulffl temperatur [15, 16, 18–24].

Problema, fflku tut obgovor‚mo, ‚ c˛kavo takoı u zv’fflzku z teor˛‚ λ-perehodu v r˛dkomu^4He. Okreslen˛ viwe p˛dhodi do rozrahunku povnoÝ matric˛ gustini ne pract~ v okol˛ toqki fazovogo perehodu gel˛-4 v nadplinniȷ stan. Ceȷ pereh˛d we z 30-h rok˛v za pripuwennfflm F. Londona pov’fflzu‚t~sffl z Boze–Aȷnxtaȷn˛vs~ko kondensac˛‚, fflviwem, v˛dkritim A. Aȷnxtaȷnom u 1925 r. Zauvaıimo, wo strogo ceȷ zv’fflzok ne dovedeno. Z meto dosl˛dıennffl λperehodu R. Faȷnman [25, 26] zaproponuvav ˛z fenomenolog˛qnih m˛rkuvan~ koordinatne zobraıennffl matric˛ gustini u viglffld˛ dobutku matric˛ gustini ˛deal~nogo boze–İazu z perenormovano maso atom˛v na faktor, wo vrahovu‚ Ýhn nepronikn˛st~. Fenomenolog˛qn˛ m˛rkuvannffl privodfflt~ do fazovogo perehodu, fflk ˛ v ˛deal~nomu boze–İaz˛, hoqa rozvitku cffl ˛deffl ne oderıala.

Zaznaqimo, wo nezvaıaqi na velik˛ usp˛hi teor˛Ý fazovih perehod˛v, zumovlen˛ vvedennfflm ˛deÝ masxtabnoÝ ˛nvar˛antnost˛ ta metod˛v renormal˛zac˛ȷnoÝ grupi [27], teor˛ffl λ-perehodu do c~ogo qasu ne ‚ vir˛xeno. Zastosuvannffl metodu renormal˛zac˛ȷnoÝ grupi stalo moılivim zavdfflki zobraıenn statistiqnoÝ sumi vza‚mod˛qih boze–qastinok u viglffld˛ funkc˛onal~nogo ˛ntegrala za vlasnimi znaqennfflmi operator˛v zniwennffl qastinok — tak zvane zobraıennffl kogerentnih stan˛v [28]. Ceȷ metod, odnak, prac‚ lixe u naȷbliıqomu okol˛ toqki fazovogo perehodu ˛ da‚ zmogu rozrahuvati t˛l~ki kritiqn˛ pokazniki, wo viznaqat~ veduq˛ asimptotiki termodinam˛qnih veliqin.

Otıe, λ-pereh˛d u r˛dkomu gel˛Ý-4 zalixa‚t~sffl viklikom dlffl f˛zik˛v–teoretik˛v: n˛komu, zokrema, ne vdalosffl otrimati z perxih princip˛v spostereıuva-

¨. O. VAKARQUK

niȷ v eksperiment˛ logarifm˛qniȷ h˛d teplo‚mnost˛ v okol˛ λ-toqki.

Tomu z’fflsuvannffl mehan˛zm˛v “deformac˛Ý” Boze– Aȷnxtaȷn˛vs~koÝ kondensac˛Ý ˛deal~nogo boze–İazu vklqennfflm m˛ıqastinkovoÝ vza‚mod˛Ý ‚ vaılivim dlffl vifflsnennffl zv’fflzku c~ogo fflviwa z λ-perehodom u r˛dkomu gel˛Ý-4. Same ce ˛ stimulvalo dosl˛dıennffl avtora, rezul~tati fflkih naveden˛ niıqe.

II. VIH¨DN¨ R¨VNNN

Rozglfflnemo sistemu N totoınih qastinok maso m v ob’‚m˛ V z koordinatami r1, . . . , rN ˛ gam˛l~ton˛a- nom Ĥ =^N ∑ j=1 p̂^2_j 2m + Φ. (1)

Perxiȷ dodanok — ce operator k˛netiqnoÝ energ˛Ý,

p̂_j = −i~r_j — operator ˛mpul~su j-Ý qastinki; dru-

giȷ dodanok — potenc˛al~na energ˛ffl qastinok.

Nas c˛kavit~ statistiqniȷ operator u koordinatnomu zobraıenn˛, abo, ˛nximi slovami, povna matricffl gustini

R_N (r_1, . . . , r_N |r^′_1, . . . , r^′_N ) (2) = ∑ α ψ^∗_α(r^′_1, . . . , r^′_N ) e^{−βĤ} ψ_α(r_1, . . . , r_N ),

de β = 1/T , T — temperatura; ψα(r1, . . . , rN ) — povniȷ nab˛r hvil~ovih funkc˛ȷ simetrizovanih v˛dpov˛dno do statistiki, fflko opisut~sffl qastinki; α — nab˛r kvantovih qisel, wo zadat~ stan NqastinkovoÝ sistemi.

Viberemo fflk takiȷ povniȷ nab˛r hvil~ov˛ funkc˛Ý v˛l~nih qastinok

ψ_{k1,...,kN} (r_1, . . . , r_N ) (3)

= N∏ j=1 N_{kj} !/V^N N! 1/2 ∑ Q (±)^Q exp i N∑ j=1 k_{Qj} r_j ,

de α ≡ (k1, . . . , kN ) — sukupn˛st~ hvil~ovih vektor˛v, wo numerut~ stani okremih qastinok, priqomu komponenti koınogo vektora nabuvat~ diskretn˛ znaqennffl, kratn˛ do 2π/V^{1/3} z us˛‚Ý d˛ȷsnoÝ os˛. P˛dsumovuvannffl po Q provodit~sffl po vs˛h perestanovkah r˛znih ˛ndeks˛v k1, . . . , kN ; verhn˛ȷ znak v˛dpov˛da‚ statistic˛ Boze, niın˛ȷ — statistic˛ Ferm˛. Qislo Nk_j dor˛vn‚ qislu ˛ndeks˛v ˛z k1, . . . , kN , wo mat~ znaqennffl kj (dlffl statistiki Ferm˛, oqevidno,

N_{kj} = 0, 1, otıe N_{kj} ! = 1; dlffl statistiki Boze N_{kj} = 0, 1, . . . , N). Vvedemo skoroqen˛ poznaqennffl:

x ≡ (r_1, . . . , r_N ), k ≡ (k_1, . . . , k_N ).

U cih poznaqennfflh povna matricffl gustini

R_N (x|x^′) = ∑ k ψ^∗_k (x^′) e^{−βĤ} ψ_k(x). Vvedemo dal˛ funkc˛ χ_k(x, β^′) = e^{−β0Ĥ} ψ_k(x). Koristuqis~ povnoto sistemi hvil~ovih funkc˛ȷ

ψ_k(x), legko pokazati, wo

R_N (x|x^′) = ∑ k χ^∗_k(x^′; β − β^′) χ_k(x; β^′), (4)

de parametr β^′ nabuva‚ bud~-fflk˛ znaqennffl ˛ ȷogo moına vibrati z m˛rkuvan~ zruqnost˛ — matricffl gustini ne zaleıit~ v˛d β^′. Zokrema, tut nam bude zruqno priȷnfflti, wo β^′ zm˛n‚t~sffl v “prirodnih” meıah, 0 ≤ β^′ ≤ β. Nezvaıaqi na oqevidn˛st~ c˛‚Ý r˛vnost˛, vona v˛d˛gra‚ central~nu rol~ u nastupnih rozrahunkah.

Rozglfflnemo teper funkc˛ χk(x; β^′), fflku z urahuvannfflm (3) perepixemo takim qinom:

χ_k(x; β^′) = N∏ j=1 N_{kj} ! N! V^N

1/2 ∑ Q (±)^Q exp ( −β^′Ĥ ) exp i N∑ j=1 k_{Qj} r_j .

Nastupniȷ krok polfflga‚ u pronesenn˛ pravoÝ eksponenti qerez operatornu eksponentu, pri c~omu operator ˛mpul~su v gam˛l~ton˛an˛ (1) zsuva‚t~sffl na veliqinu ˛mpul~su qastinki, pj → pj + ~kQj :

STATISTIQNI„ OPERATOR SISTEMI TOTO”NIH VZA˝MOD¨“QIH QASTINOK . . .

χ_k(x; β^′) = N∏ j=1 N_{kj} !

V^N N!

1/2 ∑ Q (±)^Q exp −β^′ N∑ j=1 ~^2k^2_j 2m + i N∑ j=1 k_{Qj} r_j exp −β^′Ĥ + i~^2 m β^′ N∑ j=1 k_{Qj} ∇_j .

Operatorna eksponenta d˛‚ tut lixe sama na sebe ˛ da‚ defflku funkc˛ zm˛nnih x, k ta parametra β^′. U klasiqn˛ȷ granic˛ ~ → 0 operatorna eksponenta dor˛vn‚ bol~cman˛vs~komu faktoru z potenc˛al~no energ˛‚ m˛ıqastinkovoÝ vza‚mod˛Ý Φ. Tomu rezul~tat c˛‚Ý d˛Ý prirodno zobraziti u viglffld˛ eksponenti, v pokazniku fflkoÝ ‚ funkc˛ffl U = U(x, k; β^′). Otıe, nehaȷ exp −β^′Ĥ + i~^2 m β^′ N∑ j=1 k_{Qj} ∇_j = e^U , (5)

priqomu oqevidno U(x, k, 0) = 0. Takim qinom

χ_k(x; β^′) = N∏ j=1 N_{kj} !

V^N N!

1/2 ∑ Q (±)^Q exp −β^′ N∑ j=1 ~^2k^2_j 2m + i N∑ j=1 k_{Qj} r_j + U(x, k; β^′) .

P˛dstavimo teper ceȷ viraz u r˛vnfflnnffl (4) ˛ otrima‚mo

R_N (x|x^′) = ∑ k

N∏ j=1 N_{kj} !

V^N N!

1/2 ∑ Q ∑ Q^0

(±)^{Q+Q0} exp −β N∑ j=1 ~^2k^2_j 2m − i N∑ j=1 k_Q0_j r^′_j (6)

+ i N∑ j=1 k_{Qj} r_j + U(x^′, −k; β − β^′) + U(x, k; β^′) .

Mi vrahuvali, wo, fflk vipliva‚ ˛z samogo oznaqennffl, kompleksno sprfflıena funkc˛ffl U^∗(x, k; β − β^′) = U(x^′, −k; β − β^′), −k ≡ (−k_1, −k_2, . . . , −k_N ). Pogovorimo pro parametr β^′. kwo zadaqa rozv’fflzu‚t~sffl toqno, to moına poklasti β^′ = β ˛ otrimane nami nove zobraıennffl (6) dlffl matric˛ gustini zvodit~sffl prosto do oznaqennffl (2), z fflkogo mi vihodili, ne daqi n˛fflkih perevag. ¨nxa situac˛ffl vinika‚, koli zadaqa ne ma‚ toqnogo anal˛tiqnogo rozv’fflzku, ˛ mi zmuxen˛ vikoristovuvati nabliıen˛ metodi rozrahunku funkc˛Ý U. V c~omu vipadku rozrahunok matric˛ RN (x|x^′) za ÝÝ oznaqennfflm (tobto pri β^′ = β) privodit~ u defflkomu konkretnomu nabliıenn˛ do matric˛, wo ‚ nesimetriqno v˛dnosno zm˛nnih x ta x^′. Ce supereqit~ samomu oznaqenn (2) matric˛ RN (x|x^′) = RN (x^′|x). N˛qogo divnogo v c~omu nema‚ — mi robimo r˛zn˛ nabliıennffl dlffl vnesku v˛d xtrihovanih ta nextrihovanih zm˛nnih, na fflk˛ d˛‚ statistiqniȷ operator. Nav˛t~ dlffl netriv˛al~- nih zadaq, wo mat~ toqniȷ rozv’fflzok, napriklad, dlffl sistemi totoınih qastinok, zv’fflzanih oscilffltornimi silami, fflvna ˛lstrac˛ffl c˛‚Ý simetr˛Ý vimaga‚ v ostatoqnih virazah dostatn~o grom˛zdkih peretvoren~ [29].

U novomu zaproponovanomu nami zobraıenn˛ (6) dlffl matric˛ RN (x|x^′) cffl problema simetr˛Ý vir˛xu‚t~sffl u zagal~nomu vipadku. Spravd˛, skorista‚mosffl tim, wo matricffl gustini RN (x|x^′) ne zaleıit~ v˛d parametra β^′, ˛ p˛dberemo ȷogo takim qinom, wob U(x^′, −k; β − β^′) = U(x^′, −k; β^′), tobto poklademo β − β^′ = β^′, abo β^′ = β/2.

¨. O. VAKARQUK

U c~omu vipadku U(x^′, −k; β − β^′) = U(x^′, −k; β/2), U(x, k; β^′) = U(x, k; β/2). Teper povna matricffl gustini

R_N (x|x^′) = 1 N! V^N ∑ k1 . . . ∑ k_N N∏ j=1 N_{kj} ! ∑ Q ∑ Q^0

(±)^{Q+Q0} exp −β N∑ j=1 ~^2k^2_j 2m

+ i N∑ j=1 (k_{Qj} r_j − k_Q0_j r^′_j ) + U(x^′, −k; β/2) + U(x, k; β/2) . (7)

Simetr˛ffl v˛dnosno zm˛nnih x ta x^′ oqevidna: u viraz˛ dlffl RN (x^′|x) p˛dsumovuvannffl za “n˛mimi” ˛ndeksami

k_1, . . . , k_N zam˛nimo p˛dsumovuvannfflm za −k_1, . . . , −k_N ˛ mi otrima‚mo viraz dlffl R_N (x|x^′), otıe, R_N (x^′|x) = R_N (x|x^′). Otrimaniȷ viraz (7) ‚ vih˛dnim dlffl vs˛h nastupnih rozrahunk˛v.

III. FUNKC¨ U

Povernemos~ do virazu (5). Diferenc˛qi c r˛vn˛st~ zl˛va ˛ sprava po parametru β^′, znahodimo r˛vnfflnnffl dlffl funkc˛Ý U: − ∂U ∂β^′ = − ~^2 2m N∑ j=1 ( ∇^2_j U + (∇_j U)^2 ) + Φ −

i~^2 m N∑ j=1 k_{Qj} r_j U, (8)

U = 0 pri β^′ = 0. kwo v c~omu r˛vnfflnn˛ poklasti k_{Qj} = 0, to otrima‚mo v˛dome r˛vnfflnnffl zgadanogo viwe

metodu zm˛wen~ ta kolektivnih zm˛nnih [10–12].

Budemo xukati funkc˛ U u viglffld˛ rffldu za stepenfflmi veliqin kQj . Koef˛c˛‚nti takogo rffldu budut~ funkc˛fflmi koordinat qastinok r1, . . . , rN . U svo qergu c˛ koef˛c˛‚ntn˛ funkc˛Ý zobrazimo u viglffld˛ rozkladu za korelfflc˛fflmi: parnimi, potr˛ȷnimi ˛ t.d. kwo pracvati ne v koordinatnomu, a v ˛mpul~snomu zobraıenn˛, to vrahuvannffl parnih korelfflc˛ȷ v˛dpov˛da‚ tak zvanomu nabliıenn haotiqnih faz (RPA), abo nabliıenn odn˛‚Ý sumi za hvil~ovim vektorom q. Viw˛ korelfflc˛Ý potrebut~ rozkladu v rffld za woraz b˛l~xo k˛l~k˛st sum za hvil~ovimi vektorami q1, . . . , qN . Na p˛dstav˛ skazanogo zobrazimo funkc˛ U u viglffld˛ rozkladu:

U = a_0 + 1 2 ∑ q≠0

a_2(q)ρ_qρ_{−q}+ ∑ q≠0

u_1(q)ρ_q(qß_{−q})+ ∑ q≠0

u_2(q) 1 N N∑ j=1 (qk_{Qj} )^2

+ 1 2 ∑ q≠0

u_3(q)ρ_qρ_{−q} 1 N N∑ j=1 (qk_{Qj} )^2 + 1 2 ∑ q≠0

u_4(q)|qß_{−q} |^2 + 1 2 ∑ q≠0

u_5(q)ρ_q–_{−q} + . . . , (9)

de vveden˛ tak˛ poznaqennffl:

ρ_q = 1 √ N N∑ j=1 e^{−iqrj} , ß_q = 1 √ N N∑ j=1 k_{Qj} e^{−iqrj} , –_q = 1 √ N N∑ j=1 (qk_{Qj} )^2 e^{−iqrj} . (10)

Krapkami u viraz˛ (9) poznaqen˛ vneski v˛d dodank˛v z˛ stepenfflmi kQj viwimi n˛ı kvadrat, ta dodanki, wo m˛stfflt~ dv˛ ˛ b˛l~xe sum za hvil~ovimi vektorami q, tobto post–RPA nabliıennffl. Koef˛c˛‚ntn˛ funkc˛Ý

a_0, a_2(q), u_1(q), . . . ‚ funkc˛fflmi parametra β^′, dlffl prostoti zapisu cffl zaleın˛st~ fflvno ne vkazana. Kr˛m togo,

dlffl funkc˛ȷ a0 ta a2(q) mi zberegli poznaqennffl z [11].

STATISTIQNI„ OPERATOR SISTEMI TOTO”NIH VZA˝MOD¨“QIH QASTINOK . . .

R˛vnfflnnffl dlffl koef˛c˛‚ntnih funkc˛ȷ rffldu (9) otrimut~ p˛dstanovko ȷogo u r˛vnfflnnffl (8) ta prir˛vnvannfflm mnoınik˛v zl˛va ˛ sprava pri odnakovih stepenfflh veliqin (10). Dlffl oderıannffl fflvnogo viglffldu cih r˛vnffln~ pripuska‚mo, wo potenc˛al~na energ˛ffl Φ dor˛vn‚ sum˛ poparnih vza‚mod˛ȷ m˛ı qastinkami: Φ = ∑ 1≤i<j≤N Φ(|r_i − r_j |) = N(N − 1) 2V ν_0 + N 2V ∑ q≠0

ν_q (ρ_qρ_{−q} − 1),

de koef˛c˛‚nt Fur’‚ energ˛Ý vza‚mod˛Ý dvoh qastinok

ν_q = ∫ e^{−iqR}Φ(R)dR. Teper v˛dpov˛dno do skazanogo neskladn˛ peretvorennffl privodfflt~ do takoÝ sistemi r˛vnffln~ u nabliıenn˛ haotiqnih faz: − da_0 dβ^′ = − ∑ q≠0

~^2q^2 2m a_2(q) + N(N − 1) 2V ν_0 − N 2V ∑ q≠0 ν_q ,

− 1 2 da_2(q) dβ^′ = ~^2q^2 2m a_2(q) −~

2q^2 2m a^2(q) + N 2V ν_q,

− 1 2 du_1(q) dβ^′ = ~^2q^2 2m u_1(q) +~ 2 2m a_2(q) −~

2q^2 2m a_2(q)u_1(q),

du_2(q) dβ^′ = ~^2q^2 2m [u_3(q) + u_4(q) + u_5(q)] , (11)

− 1 2 du_3(q) dβ^′ = ~^2q^2 2m [ u_3(q)(1 − 2a_2(q)) − a_2(q)u_5(q) + u^2_1(q) ] ,

− 1 2 du_4(q) dβ^′ = ~^2q^2 2m u_4(q) − 2~ 2 2m u_1(q) +~

2q^2 2m u^2_1(q),

− 1 2 du_5(q) dβ^′ = ~^2q^2 2m u_5(q) + 2~ 2 2m u_1(q) −~

2q^2 2m a_2(q)u_5(q);

pri β^′ = 0, a0 = a2 = u1(q) = . . . = u5(q) = 0.

Rozv’fflzuvannffl c˛‚Ý sistemi r˛vnffln~ sl˛d poqinati z r˛vnfflnnffl dlffl a2(q), fflke ‚ zamknenim, a pot˛m posl˛dovno perehoditi do nastupnih r˛vnffln~. Perx˛ dva r˛vnfflnnffl rozv’fflzut~sffl elementarno:

a_2(q) = − α_q − 1 2 1 − e^{−2β0E(q)} 1 +^{αq −1}_{αq +1} e^{−2β0E(q)}

, α_q = √ 1 + 2N V ν_q / ~^2q^2 2m , E(q) =~ 2q^2 2m α_q , (12)

a_0 = −β^′E_0 − 1 2 ∑ q≠0 ln { 1 +^{αq −1}_{αq +1} e^{−2β0E(q)} 1 +^{αq −1}_{αq +1} } , E_0 = N(N − 1) 2V ν_0 − 1 4 ∑ q≠0

(α_q − 1)^2~

2q^2 2m . C˛ rozv’fflzki, fflk uıe vkazuvalos~, buli otriman˛ v [11]. Zaznaqimo, wo veliqina E(q) ‚ n˛qim ˛nxim, fflk spektrom energ˛ȷ kvaz˛qastinok u teor˛Ý nadplinnost˛ M. Bogolbova, a E0 — ce energ˛ffl osnovnogo stanu sistemi vza‚mod˛qih boze–qastinok [30].

Nastupn˛ rozv’fflzki naxoÝ sistemi r˛vnffln~ (11) otrimu‚mo p˛slffl neskladnih, ale dovol˛ grom˛zdkih ta vtomlivih rozrahunk˛v:

u_1(q) = 1 q^2 ( 1 +^{αq −1}_{αq +1} e^{−2β0E(q)} ) { α_q − 1 α_q + 1 + e^{−2β0E(q)} − 2α_q α_q + 1 e^{−β0 ~2q22m (αq +1)} } , (13)

¨. O. VAKARQUK

u_3(q) = e^{−2β0E(q)} q^4(1 +^{αq −1}_{αq +1} e^{−2β0E(q)})^2 { 1 α_q ( α_q − 1 α_q + 1

)_2 (

e^{2β0E(q)} − 1 ) − 16α_q(α_q − 1) (α_q + 1)^3 ( e^{−2β0(αq +1) ~2q22m} − 1 )

− 8α_q (α_q − 1) (α_q + 1)^2 β^′~

2q^2 2m ( e^{−β0(αq +1) ~2q22m} + 1 ) + 1 α_q ( 1 − e^{−2β0E(q)} ) − ( 2α_q α_q + 1

)_2 ( 1 − e^{−2β0 ~2q22m} )

+ 4 ( 1 α_q + 1 − 2α_q α_q + 1 β^′~

2q^2 2m ) ( e^{β0(αq −1) ~2 q22m} − 1 ) + 4 ( 1 + 2α_q α_q + 1 ) e^{β0(αq −1) ~2 q22m} − 1 − β^′(α_q − 1) ~^{2q2}_{2m} (α_q − 1) ,

u_4(q) =

(α_q − 1)(α_q + 3)

q^4(α_q + 1)^2 ( 1 − e^{−2β0 ~2q22m} ) − 16α_q q^4(α_q + 1)^4 ( e^{−2β0αq ~2 q22m} − e^{−2β0 ~2q22m} )

+ 16α_q q^4(α_q + 1)^3 ( e^{−β0 ~2q22m (αq +1)} − e^{−2β0 ~2q22m} ) + 4α_q q^4(α_q + 1)^2 e^{−2β0 ~2q22m (αq +1)} 1 +^{αq −1}_{αq +1} e^{−2β0E(q)}

× ( 1 − 2 α_q + 1 e^{−β0 ~2q22m (αq −1)} )_2 − 2(α_q − 1)^2 q^4(α_q + 1)^3 e^{−2β0 ~2q22m} ,

u_5(q) = − 4 q^4 1 ( 1 +^{αq −1}_{αq +1} e^{−2β0E(q)} ) { α_q − 1 (α_q + 1)^2 ( 1 − e^{−β0 ~2q22m (αq +1)} ) − β^′~ 2q^2 2m α_q − 1 α_q + 1 e^{−β0 ~2 q22m (αq +1)}

− e^{−β0 ~2q22m (αq +1)} e^{−β0 ~2 q22m (αq −1)} − 1 + β^′ ~^{2q2}_{2m} (α_q − 1) (α_q − 1) .

Funkc˛ffl u2(q) otrimu‚t~sffl prostim ˛nteİruvannfflm,

u_2(q) =

∫_β0 0 ~^2q^2 2m [u_3(q) + u_4(q) + u_5(q)] dβ^′,

odnak, zvaıaqi na grom˛zdkiȷ viraz, ÝÝ fflvnogo viglffldu tut ne navodimo.

Navedemo takoı niz~kotemperaturn˛ granic˛ cih veliqin:

a_0(q) = −β^′E_0 − 1 2 ∑ q≠0 ln ( α_q + 1 2α_q ) , (14)

a_2(q) = − α_q − 1 2 , u_1(q) = 1 q^2 α_q − 1 α_q + 1 ,

u_2(q) = β^′~ 2 2mq^2 (α_q − 1)^2 α_q (α_q + 1) ,

u_3(q) = 1 q^4α_q ( α_q − 1 α_q + 1

)_2 , u_4(q) = α_q − 1 q^4 α_q + 3 (α_q + 1)^2 ,

u_5(q) = − 4 q^4 α_q − 1 (α_q + 1)^2 .

IV. ¨NTEŢRUVANN ZA ¨MPUL^SAMI

Maqi na uvaz˛ termodinam˛qnu granic (N →

∞, V → ∞, N/V = ρ = const), pereȷdemo u viraz˛

(7) v˛d p˛dsumovuvannffl za ˛mpul~sami k1, . . . , kN do ˛nteİruvannffl: ∑ k1 . . . ∑ k_N → 1 N! [ V (2π)^3 ]_N ∫ dk_1 . . . ∫ dk_N . ¨ntegruvannffl za vs˛ma komponentami vektor˛v kj v˛dbuva‚t~sffl v bezmeınih meıah. Pri c~omu mi vvaıa‚mo, wo odnakovih ˛mpul~s˛v dlffl vipadku statistiki Boze nema‚, otıe, Nk_j ! = 1. Tim samim dlffl boze–qastinok rozglfflda‚t~sffl nevirodıeniȷ vipadok. P˛zn˛xe mi okremo rozglfflnemo vipadok virodıennffl, koli k1 = k2 = . . . = 0. Mnoınik 1/N! vrahovu‚,

STATISTIQNI„ OPERATOR SISTEMI TOTO”NIH VZA˝MOD¨“QIH QASTINOK . . .

wo perestanovki qastinok ne zm˛nt~ stanu. Ceȷ mnoınik u fazoviȷ ob’‚m vvodiv we Ţ˛bbs, wob pozbutisffl v˛domogo paradoksu, fflkiȷ ma‚ ȷogo ˛m’ffl.

Dal˛ vrahu‚mo, wo p˛d znakom sumi po Q vikonut~sffl r˛vnost˛: N∑ j=1 (qk_{Qj} )^2 = N∑ j=1 (qk_j )^2,

N∑ j=1 k_{Qj} r_j = N∑ j=1 k_j r_{Qj} ,

ßq =^1√_N^{N∑}_{j=1} kQj e^{−iqrj} =^1√_N^{N∑}_{j=1} kj e^{−iqrQj} ,

–q =^1√_N^{N∑}_{j=1}(qkQj )^2e^{−iqrj} =^1√_N^{N∑}_{j=1}(qk_j )^2e^{−iqrQj} .

Analog˛qn˛ r˛vnost˛, oqevidno, mat~ silu ˛ dlffl veliqin, pom˛qenih ˛ndeksom Q^′.

Zvernemo teper osoblivu uvagu na qetvertiȷ dodanok u funkc˛Ý U, fflkiȷ ne m˛stit~ koordinat qastinok ˛ ‚ kvadratiqnim po kj . Perehodimo v n~omu v˛d p˛dsumovuvannffl do ˛nteİruvannffl po q ta, vikonuqi ˛nteİruvannffl po kutah u sferiqn˛ȷ sistem˛ koordinat, otrimu‚mo, povertaqis~ znovu do sumi po q: ∑ q≠0

u_2(q) 1 N N∑ j=1 (qk_j )^2 = 1 N N∑ j=1 k_j^2 1 3 ∑ q≠0

u_2(q)q^2. (15)

k baqimo, ceȷ dodanok moına ob’‚dnati z perxim v˛l~noqastinkovim qlenom v eksponent˛ u viraz˛ (7) dlffl matric˛ gustini, wo privede do perenormuvannffl masi qastinok; a z drugim v˛l~noqastinkovim qlenom ob’‚dnu‚mo tret˛ȷ dodanok z (9), l˛n˛ȷniȷ po kj .

Otıe, z urahunnfflm skazanogo viwe ˛ fflvnogo viglffldu funkc˛Ý U u meıah priȷnffltih nabliıen~ dlffl matric˛ gustini otrimu‚mo:

R(x|x^′) = 1 (N!)^2 1 (2π)^{3N} ∑ Q ∑ Q^0

(±)^{Q+Q0} exp

2a_0 + 1 2 ∑ q≠0

a_2(q)(ρ_qρ_{−q} + ρ^′_qρ^′_{−q})

(16)

× ∫ dk_1 . . . ∫ dk_N exp −β N∑ j=1 ~^2k^2_j 2m^∗ + i N∑ j=1 k_j R_j + 1 2 ∑ q≠0

u_3(q)(ρ_qρ_{−q} + ρ^′_qρ^′_{−q}) 1 N N∑ j=1 (qk_j )^2

+ 1 2 ∑ q≠0

u_4(q)(|qß_q|^2 + |qß^′_q|^2) + 1 2 ∑ q≠0

u_5(q)(ρ_q–_{−q} + ρ^′_q–^′_{−q}) .

Nagada‚mo, wo tut u koef˛c˛‚ntnih funkc˛fflh parametr β^′ = β/2. Obernena efektivna masa 1 m^∗ = 1 m − 4m 3Nβ~^2 ∑ q≠0

q^2u_2(q); (17)

veliqina

R_j = r^∗_{Qj} − r′^∗_Q0_j , (18)

r^∗_j = r_j − i 1 √ N ∑ q≠0

u_1(q)qρ_qe^{iqrj} = r_j − ∇_j U_1,

U_1 = 1 2 ∑ q≠0

u_1(q)(ρ_qρ_{−q} − 1) = ∑ 1≤i<j≤N ũ_1(|r_i − r_j |), ũ_1(R) = 1 N ∑ q u_1(q)e^{iqR}.

U (16) xtrihovan˛ veliqini (10) oznaqat~ xtrihovan˛ koordinati qastinok u nih.

Osk˛l~ki v pokazniku eksponenti p˛d ˛nteİralami u viraz˛ (16) ma‚mo kvadratiqnu formu, ˛nteİruvannffl moına vikonati toqno. Odnak ce bude pereviwuvati priȷnfflt˛ nami ran˛xe nabliıennffl parnih korelfflc˛ȷ, abo nabliıennffl odn˛‚Ý sumi po q. Tomu budemo rozglffldati pri ˛nteİruvann˛ po kj u (16) qleni z funkc˛fflmi u3(q), u4(q) ta u5(q) za teor˛‚ zburen~. Spoqatku vikonu‚mo ˛nteİruvannffl bez urahuvannffl cih dodank˛v, a ˛nteİruvannffl z nimi rozglfflda‚t~sffl fflk userednennffl. Otıe, u meıah priȷnffltih ran˛xe nabliıen~ vipixemo ostatoqniȷ rezul~tat:

¨. O. VAKARQUK

R(x|x^′) = exp

2a_0 + ∑ q≠0

u_4(q) m^∗q^2

β~^{2 +} 1 2 ∑ q≠0 [ a_2(q) + m^∗q^2

β~^{2 (u3(q) + u5(q))} ] (ρ_qρ_{−q} + ρ^′_qρ^′_{−q})

(19)

× ( 1 N! )_2 ( m^∗ 2πβ~^2 )_{3N/2} ∑ Q ∑ Q^0

(±)^{Q+Q0} exp − m^∗ 2β~^2 N∑ j=1 R^2_j

× exp [− 1 2 ( m^∗ β~^2

)_2 ∑

q≠0

{u_3(q)(ρ_qρ_{−q} + ρ^′_qρ^′_{−q}) 1 N N∑ j=1 (qR_j )^2 + u_4(q)(|π_1(q)|^2 + |π^′_1(q)|^2)

+u_5(q)(ρ_qπ_2(−q) + ρ^′_qπ^′_2(−q))} ] ,

de veliqini

π_n(q) = 1 √ N N∑ j=1 (qR_j )^ne^{−iqrj} , n = 1, 2, . . . .

k ˛ ran˛xe, xtrihovan˛ veliqini oznaqat~ xtrihovan˛ koordinati v nih.

Mi otrimali fflvniȷ viraz dlffl statistiqnogo operatora v koordinatnomu zobraıenn˛, v fflkomu do v˛l~- noqastinkovogo obm˛nnogo qlena v pokazniku eksponenti, proporc˛ȷnogo do R^2_j , wo vrahovu‚ totoın˛st~ qastinok, dodat~sffl vneski, fflk˛ vrahovut~ fflk obm˛n, tak ˛ vza‚mod˛ m˛ı qastinkami. Priqomu c˛ vneski takoı ‚ kvadratiqnimi po Rj , ce u svo qergu zumovleno tim, wo mi obmeıilis~ u funkc˛onal~- nomu rffld˛ dlffl funkc˛ȷ U kvadratiqnimi za ˛mpul~- sami kj qlenami. Vrahuvannffl viwih stepen˛v po kj privede, po-perxe, do pofflvi viwih stepen˛v po Rj , a po-druge, — do viniknennffl nezaleınih v˛d statistiki perehresnih qlen˛v po xtrihovanih ta nextrihovanih zm˛nnih tipu ρqρ^′_{−q}. Pofflva cih dodank˛v diktu‚t~sffl fflvnim virazom dlffl niz~kotemperaturnoÝ povnoÝ matric˛ gustini, de tak˛ dodanki ‚ [15–

17]. Mehan˛zm viniknennffl takih perehresnih moına

z’fflsuvati, fflkwo p˛dm˛titi oqevidnu r˛vn˛st~

ρ^′_q − ρ_q = ∑ n≥1 i^n n! π_n(q).

Viraıaqi zv˛dsi v konkretnomu nabliıenn˛ veliqini πn(q) z viwim znaqkom n qerez niıq˛ ˛ p˛dstavlfflqi Ýh u viraz (19), otrima‚mo c˛ perehresn˛ vneski. Mi zaliximo ce pitannffl dlffl podal~xih dosl˛dıen~, u fflkih budut~ vrahovan˛ viw˛ stepen˛ po kj u funkc˛Ý U z˛ zbereıennfflm nabliıennffl haotiqnih faz.

Zoseredimo uvagu na tr~oh dodankah u pokazniku ostann~oÝ eksponenti u viraz˛ (19). U perxomu dodanku vvaıa‚mo, wo veliqini ρqρ−q ta ρ^′_qρ^′_{−q} ne zaleıat~ v˛d naprfflmku vektora q. kwo mati na uvaz˛ podal~xe userednennffl cih veliqin, wo dast~ strukturniȷ faktor, fflkiȷ dlffl nevporffldkovanih sistem (İaz, r˛dina, amorfne t˛lo) zaleıit~ lixe v˛d veliqini vektora q, to moına spod˛vatis~, wo take pripuwennffl ma‚ silu: zaleın˛st~ v˛d naprfflmku vektora q znika‚ v termodinam˛qn˛ȷ granic˛. Otıe, vinika‚ moıliv˛st~ zam˛ni (qR_j )^2 na q^2R^2_j /3, fflk ce bulo zrobleno v (15), ta ob’‚dnannffl c~ogo dodanka z v˛l~noqastinkovim. Ce privede do nastupnogo perenormuvannffl masi qastinok, fflka sta‚ zaleıno v˛d konf˛gurac˛Ý r1, . . . , rN , tobto v˛d lokal~noÝ gustini qastinok. Cffl zaleın˛st~ prirodno ‚ slabko ˛ proporc˛ȷna do r˛znic˛ m˛ı veliqino ρqρ−q ta ÝÝ seredn˛m znaqennfflm, tobto strukturnim faktorom.

U drugomu ta tret~omu dodankah, fflk˛ tut obgovor‚mo, vid˛limo okremo vneski v˛d odnakovih ˛ndeks˛v koordinat qastinok. Voni takoı proporc˛ȷn˛ do (qR_j )^2 ˛ privodfflt~ do perenormuvannffl masi qastinok. U rezul~tat˛ prihodimo do nastupnogo virazu dlffl statistiqnogo operatora v koordinatnomu zobraıenn˛:

R_N (x|x^′) = exp

2a_0 + 1 2 ∑ q≠0

a_2(q)(ρ_qρ_{−q} + ρ^′_qρ^′_{−q}) + m^∗ 4β~^2 ∑ q≠0

q^2u_5(q) [ (ρ_qρ_{−q} − 1) + (ρ^′_qρ^′_{−q} − 1) ] (20)

× ( 1 N! )_2 ( m^{∗∗} 2πβ~^2 )_{3N/2} ∑ Q ∑ Q^0

(±)^{Q+Q0} exp − m^{∗∗} 2πβ~^2 N∑ j=1 R^2_j + W + W^′ ,

STATISTIQNI„ OPERATOR SISTEMI TOTO”NIH VZA˝MOD¨“QIH QASTINOK . . . de W = − [ m^∗ β~^2

]_2 1 N ∑ q≠0 ∑ 1≤i<j≤N e^{−iq(rQi−rQj )} [ u_4(q)(qR_i)(qR_j ) + u_5(q)(qR_j )^2 ] , (21)

a dv˛q˛ perenormovana masa m^{∗∗} m^∗ = 1 + 1 3N m^∗ β~^2 ∑ q≠0

q^2 [ u_3(q)(ρ_qρ_{−q} + ρ^′_qρ^′_{−q}) + 2u_4(q) + 2u_5(q) ] . (22)

Kr˛m togo, tut vrahovano, wo v nabliıenn˛ odn˛‚Ý sumi po q ma‚ silu r˛vn˛st~: ( m^∗ 2πβ~^2 )_{3N/2} = ( m^{∗∗} 2πβ~^2 )_{3N/2} exp [ − 3 2 N ln m^{∗∗} m^∗ ]

= ( m^{∗∗} 2πβ~^2 )_{3N/2} exp − m^∗ β~^2 ∑ q≠0

q^2 [ u_3(q)(ρ_q ρ_{−q} + ρ^′_q ρ^′_{−q})/2 + u_4(q) + u_5(q) ] .

Funkc˛ffl W^′ otrimu‚t~sffl z W vza‚mno zam˛no xtrihovanih ta nextrihovanih koordinat qastinok. Legko perekonatis~, wo funkc˛ffl W zaleıit~ lixe v˛d perestanovok Q^′, a W^′ v˛d perestanovok Q. Otrimaniȷ viraz (20) ‚ osnovnim rezul~tatom naxoÝ roboti.

Perxiȷ mnoınik u n~omu ne zaleıit~ v˛d statistiki, fflk˛ȷ p˛dkorfflt~sffl qastinki. k uıe vkazuvalos~, vrahuvannffl viwih stepen˛v po kj u funkc˛Ý U privede do pofflvi v n~omu perehresnih dodank˛v v˛d xtrihovanih ta nextrihovanih koordinat. Drugiȷ mnoınik v˛dpov˛da‚ za statistiku qastinok. Funkc˛ffl W v priȷnffltomu nabliıenn˛ ‚ kvadratiqno po

R_j . Vrahuvannffl viwih stepen˛v k_j u funkc˛Ý U pri-

vede do pofflvi v rffld˛ dlffl W viwih stepen˛v po Rj , wo moıe zm˛niti kvadratiqniȷ po Rj harakter v˛l~noqastinkovogo qlena, fflkwo p˛dsumuvati pevn˛ posl˛- dovnost˛ c~ogo rffldu. U svo qergu ce moıe privesti do zm˛ni por˛vnfflno z ˛deal~nim İazom osoblivosteȷ termodinam˛qnih funkc˛ȷ v okol˛ toqki Boze– Aȷnxtaȷn˛vs~koÝ kondensac˛Ý.

V. EFEKTIVNA MASA

Vaılivim ˛ na perxiȷ poglffld nespod˛vanim rezul~tatom navedenih rozrahunk˛v ‚ pofflva v teor˛Ý efektivnoÝ masi qastinok m^∗ ta m^{∗∗}. kwo u viraz˛ (22) xtrihovan˛ ȷ nextrihovan˛ veliqini ρqρ−q zam˛niti Ýhn˛mi seredn˛mi znaqennfflmi, tobto strukturnim faktorom Sq =< ρqρ−q >=< ρ^′_qρ^′_{−q} > (u priȷnffltih nabliıennfflh moına vvaıati, wo ce userednennffl provodit~sffl za povnim rozpod˛lom), to efektivna masa

m^{∗∗} m^∗ = 1 + 2m^∗ 3β~^2N ∑ q≠0

q^2 [S_q u_3(q) (23)

+ u_4(q) + u_5(q)] .

Nagada‚mo, wo znaqennffl Sq zaleıit~ v˛d statistiki, a otıe, ˛ efektivna masa m^{∗∗} bude zaleıati v˛d statistiki, fflk˛ȷ p˛dkorfflt~sffl qastinki. V niz~kotemperaturn˛ȷ granic˛ (β → ∞), oqevidno, m^{∗∗} = m^∗. Z urahuvannfflm (14) z (17) dlffl efektivnoÝ masi pri temperatur˛ absoltnogo nulffl, fflku mi poznaqimo qerez m^∗_0, otrimu‚mo: m m^∗_0

= 1 − 1 3N ∑ q≠0

(α_q − 1)^2

α_q (α_q + 1)

. (24)

Dlffl bagatobozonnoÝ sistemi, fflko ‚ r˛dkiȷ^4He, ceȷ viraz moına perepisati qerez spostereıuval~- nu veliqinu — r˛dinniȷ strukturniȷ faktor Sq . Spravd˛, fflkwo vzfflti do uvagi, wo v priȷnffltomu tut nabliıenn˛ haotiqnih faz pri T = 0 K [15–19] S_q = 1/α_q, to m m^∗_0

= 1 − 1 3N ∑ q≠0

(S_q − 1)^2

S_q + 1

. (25)

Prinag˛dno vkaıemo, wo dlffl r˛dkogo^4He pri normal~n˛ȷ gustin˛ ρ = 0.02185^˚A^{−3} vikoristannffl eksperimental~nih znaqen~ strukturnogo faktora [33–37] v c˛ȷ formul˛ da‚ [24, 38] m^∗_0 = 1.7m.

Zrobimo tut c˛kave zauvaıennffl, fflke stosu‚t~sffl zv’fflzku c~ogo virazu z virazom dlffl efektivnoÝ masi

M^∗ dom˛xkovogo atoma^3He v r˛dkomu^4He. Vperxe na

osnov˛ m˛kroskop˛qnogo p˛dhodu cffl zadaqa rozglffldalas~ we v pracfflh T. Dev˛sona ˛ E. F˛nberİa [31] ta V. Slsareva ˛ M. Strıemeqnogo [32]. Nami takoı we v 70-h rokah buv znaȷdeniȷ viraz dlffl efektivnoÝ masi v˛dnosno masi ˛zol~ovanogo atoma qerez strukturniȷ faktor pri temperatur˛ absoltnogo nulffl: M M^∗ = 1 − 1 3N ∑ q≠0

(S_q − 1)^2

S_q +^M_m [ 1 − (1 − M m ) S_q S_q +^M_m

]_2 . Bez mnoınika v kvadratnih duıkah, fflkiȷ dewo zmenxu‚ znaqennffl M^∗, otrimu‚mo rezul~tat z [32]. kwo v c~omu viraz˛ formal~no vvaıati masu zovn˛xn~ogo atoma M = m, tobto mas˛ atoma^4He, to mi otrimu‚mo viraz (25). Ce vkazu‚ na pevnu uzgodıen˛st~ teor˛Ý, fflku mi rozviva‚mo u c˛ȷ robot˛. Sl˛d, odnak, zaznaqiti, wo dlffl temperatur, v˛dm˛nnih v˛d nulffl, takogo uzgodıennffl ne moıe buti, osk˛l~ki efektivna masa atoma^3He otrimu‚t~sffl p˛slffl userednennffl po stanah r˛dkogo^4He. Vnasl˛dok togo, wo seredn‚ znaqennffl vza‚mod˛Ý “dom˛xka–r˛dina” dor˛vn‚ stal˛ȷ veliqin˛, to viraz dlffl efektivnoÝ masi M^∗ otrimu‚t~sffl lixe v drugomu porffldku teor˛Ý zburen~ za νq , tobto p˛d znakom sumi po q mi ma‚mo veliqini, proporc˛ȷn˛ do (αq − 1)^2. Vodnoqas viraz (17) dlffl efektivnoÝ masi m^∗ otrimu‚t~sffl, zrozum˛lo, bez takogo userednennffl, otıe, mi oq˛ku‚mo tut vnesku l˛n˛ȷnogo po νq abo (αq − 1).

C˛kavo navesti fflvn˛ virazi efektivnoÝ masi dlffl dvoh model~nih sistem: boze–İazu zarffldıenih qastinok u kompensuqomu pol˛ ta boze–İazu tverdih sfer. U perxomu vipadku (νq = 4πe^2/q^2, q ≠ 0, e — zarffld qastinki) z urahuvannfflm (12) z (24) znahodimo m m^∗_0

= 1 − q^3_0

6π^2ρ · Γ^2(1/4) 84 √ π , q_0 = (16πρ/a_B)^{1/4},

a_B = ~^2/me^2 — rad˛us Bora, gama-funkc˛ffl Γ(1/4) = 3.625609.

U drugomu vipadku (νq = 4π~^2a/m, a — d˛ametr tverdoÝ sferi) m m^∗_0

= 1 − 64 45 √ ρa^3 π . kwo dlffl^4He viznaqati d˛ametr tverdoÝ sferi z umovi r˛vnost˛ nul eksperimental~no znaȷdenoÝ parnoÝ funkc˛Ý rozpod˛lu, to a ≃ 2.2^˚A. Dlffl normal~- noÝ gustini r˛dkogo^4He ρ = 0.02185^˚A^{−3} zv˛dsi znahodimo m^∗_0/m ≃ 1.63.

Temperaturnu zaleın˛st~ efektivnoÝ masi m^{∗∗}, fflka rozrahovu‚t~sffl z (17), (23) za dopomogo fflvnih viraz˛v koef˛c˛‚ntnih funkc˛ȷ un(q) z (13) ˛ pri niz~- kih temperaturah ‚ l˛n˛ȷno funkc˛‚ T , mi detal~no rozglfflnemo v okrem˛ȷ robot˛. Tut navedemo lixe golovne, l˛n˛ȷne nabliıennffl po “parametru”

(α_q − 1) m m^∗ = m m^∗_0 − 8 3N m β~^2 ∑ q≠0

(α_q − 1)(3α_q + 1)

q^2α_q(α_q + 1)^3 . Nastupn˛ qleni rozkladu m^∗ ta m^{∗∗} ‚ kvadratiqnimi po c~omu “parametru”. kwo ceȷ viraz perepisati qerez strukturniȷ faktor, to m/m^∗ = m/m^∗_0 + T/T^∗, 1/T^∗ = 8m 3~^2 1 N ∑ q≠0

S^2_q (S_q − 1)(S_q + 3)

q^2(S_q + 1)^3 .

U vipadku ferm˛–r˛dini (napriklad, r˛dkiȷ^3He v normal~nomu stan˛) takoı moına vikoristati zv’fflzok m˛ı r˛dinnim strukturnim faktorom Sq ta funkc˛‚ αq , fflkiȷ mi navodimo tut bez dovedennffl:

S_q =

S^0_q

1 + (α_q − 1)S^0_q , de S^0_q — strukturniȷ faktor ˛deal~nogo ferm˛–İazu.

Na zak˛nqennffl c~ogo paragrafa zrobimo odne vaılive zauvaıennffl. Pri obqislenn˛ efektivnoÝ masi ne z r˛vnffln~ dinam˛ki, a termodinam˛qnim xlfflhom (fflk ce mi robimo v c˛ȷ statt˛) neobh˛dno akuratno rozd˛liti u v˛l~n˛ȷ energ˛Ý qastinu, zv’fflzanu z entrop˛ȷnim vneskom ˛ vneskom u vnutr˛xn energ˛. Same ostann˛ȷ vnesok ˛ ‚ efektivno maso, fflku viznaqat~ z r˛vnffln~ dinam˛ki, zokrema metodom funkc˛ȷ Ţr˛na.

VI. KONDENSATNE NABLI”ENN

Dlffl bagatobozonnoÝ sistemi vaıliviȷ vnesok u matric gustini ta ˛nx˛ termodinam˛qn˛ funkc˛Ý da‚ stan, wo opisu‚ v˛l~noqastinkoviȷ boze–kondensat, tobto stan, v fflkomu ˛mpul~si vs˛h qastinok dor˛vnt~ nul: k1 = k2 = . . . = kN = 0. Dlffl ferm˛–sistem takogo stanu oqevidno nema.

Rozglfflnemo vnesok u matric gustini (7) c~ogo “perxogo” dodanka ˛ nazvemo ce nabliıennffl kondensatnim:

R_N (x|x^′) = 1 V^N exp [U(x^′, 0; β/2) + U(x, 0; β/2)]

STATISTIQNI„ OPERATOR SISTEMI TOTO”NIH VZA˝MOD¨“QIH QASTINOK . . .

= 1 V^N exp 2a_0 + 1 2 ∑ q≠0

a_2(q)(ρ_qρ_{−q} + ρ^′_qρ^′_{−q}) ,

tut a0 ta a2(q) beremo z (12) pri β^′ = β/2. Zv˛dsi v granic˛ niz~kih temperatur β → ∞ dlffl matric˛ gustini ma‚mo

R_N (x|x^′) = e^{−βE0} ψ_0(x^′)ψ_0(x),

de hvil~ova funkc˛ffl osnovnogo stanu sistemi vza‚- mod˛qih bozon˛v [39, 16, 40]

ψ_0(x) = 1 √ V^N ∏ q≠0 1 √α_q

× exp − 1 4 ∑ q≠0

(α_q − 1)ρ_qρ_{−q} . Mi otrimu‚mo takim qinom pravil~niȷ viraz dlffl matric˛ gustini pri absoltnomu nul˛ temperaturi lixe z urahuvannfflm vnesku kondensatnogo stanu, koli ˛mpul~si vs˛h qastinok dor˛vnt~ nul.

Rozglfflnemo teper, fflkiȷ vnesok dat~ stani z k1 =

k_2 = . . . = k_N = 0 v termodinam˛qn˛ funkc˛Ý. Pri-

qomu matric gustini v˛z~memo z dov˛l~nim parametrom β^′:

R_N (x|x^′) = 1 V^N exp a_0(β − β^′) + a_0(β^′) + 1 2 ∑ q≠0

(a_2(q, β − β^′) ρ^′_qρ^′_{−q} + (a_2(q, β^′) ρ_qρ_{−q}) . Rozrahu‚mo statistiqnu sumu

Z_N = ∫ dr_1 . . . ∫ dr_N R_N (x|x) v nabliıenn˛ haotiqnih faz:

Z_N = exp [ a_0(β − β^′) + a_0(β^′) − 1 2 ∑ q ln (1 − a_2(q, β − β^′) − a_2(q, β^′)) ] . P˛dstavlfflqi u ceȷ viraz fflvniȷ viglffld koef˛c˛‚ntnih funkc˛ȷ z (12), znahodimo p˛slffl neskladnih peretvoren~ dlffl v˛l~noÝ energ˛Ý:

F = E_0 − 1 β ∑ q≠0 ln ( 2√α_q α_q + 1 ) + 1 2β ∑ q≠0 ln [ 1 − ( α_q − 1

α_q + 1

)_2 e^{−2βE(q)} ] . (26)

Vaılivo, wo, fflk ˛ povinno buti, parametr β^′ vipav z ostatoqnih rezul~tat˛v, na wo nagoloxuvalosffl v paragraf˛ drugomu. Vnutr˛xnffl energ˛ffl

E = E_0 + ∑ q≠0 E(q) (_{αq +1} α_q −1 )_2 e^{2βE(q)} − 1 . (27)

U granic˛ niz~kih temperatur (T → 0) vaıliv˛ lixe mal˛ znaqennffl hvil~ovogo vektora, koli αq = 2mc/~q, q → 0, de c = √ ρν_0/m — xvidk˛st~ perxogo

zvuku, z (27) mi otrimu‚mo v˛domiȷ zakon Stefana– Bol~cmana

E = E_0 + π^2V

30~^3c^3 ( T 2 )_4 , ale z “polovinno” temperaturo. Otıe, moına zrobiti visnovok, wo kondensatniȷ vnesok u termodinam˛qn˛ funkc˛Ý pravil~no viznaqa‚ Ýhn zaleın˛st~ v˛d temperaturi, odnak dlffl otrimannffl toqnih viraz˛v neobh˛dno vrahovuvati nadkondensatn˛ stani: “odno˛mpul~sn˛” α = (k, 0, . . . , 0) ta “dvo˛mpul~sn˛” α = (k, −k, 0, . . . , 0).

Rozglfflnemo teper oblast~ visokih temperatur β → 0 ˛ kvaz˛klasiqnu granic ~ → 0. Dlffl v˛l~noÝ energ˛Ý

(26) znahodimo dobre v˛domiȷ viraz

F = N(N − 1) 2V ν_0 − N 2V ∑ q≠0

ν_q + 1 2β ∑ q≠0

ln(1 + β N V ν_q ). „det~sffl lixe pro tu qastinu v˛l~noÝ energ˛Ý, fflka viznaqa‚t~sffl m˛ıqastinkovo vza‚mod˛‚. Otıe, vnesok kondensatnih stan˛v dlffl bagatobozonnih sistem znaqno m˛ro viznaqa‚ poved˛nku termodinam˛qnih funkc˛ȷ fflk u sutt‚vo kvantov˛ȷ oblast˛ niz~kih temperatur, tak ˛ v kvaz˛klasiqn˛ȷ granic˛.

VII. VISNOVKI

U vstup˛ mi nagoloxuvali, wo naxo meto ‚ sproba zrobiti we odin krok do vir˛xennffl problemi λ-perehodu v r˛dkomu^4He. Tut we raz spec˛al~no zaznaqimo, wo mi otrimali virazi, fflk˛ pract~ fflk dlffl simetriqnoÝ, tak ˛ dlffl antisimetriqnoÝ statistiki. Prirodno, pov’fflzuqi λ-pereh˛d z fflviwem Boze–Aȷnxtaȷn˛vs~koÝ kondensac˛Ý v ˛deal~nomu İaz˛, zberegti v povn˛ȷ matric˛ gustini v˛l~noqastinkoviȷ vnesok fflk osnovniȷ, a vza‚mod˛ vrahovuvati lixe fflk taku, wo “deformu‚” matematiqniȷ mehan˛zm kondensac˛Ý qastinok v ˛mpul~snomu prostor˛. U zv’fflzku z cim dlffl dosl˛dıennffl termodinam˛qnih funkc˛ȷ v okol˛ kritiqnoÝ toqki, tobto toqki Boze– Aȷnxtaȷn˛vs~koÝ kondensac˛Ý, mi moıemo dal˛ sprostiti znaȷden˛ virazi. Po-perxe, ne brati do uvagi funkc˛Ý W ta W^′ z (21) u viraz˛ (20), ˛ otıe, nehtuvati vneskami ˛z “zaplutanimi” m˛ıqastinkovo vza‚mod˛‚ ta obm˛nnimi efektami. Po-druge, efektivnu masu m^{∗∗} vvaıati nezaleıno v˛d lokal~noÝ gustini, fflk ce navedeno u formul˛ (23). Po-tret‚, u viraz˛ (24) dlffl veliqini r^∗_j vikonati userednennffl drugogo dodanka, < rj U1 >= 0. Otıe, z takimi pripuwennfflmi

R_N (x|x^′) = P_N (x|x^′) R^0_N (x|x^′), (28)

R^0_N (x|x^′) = 1 N! [ m^{∗∗} 2πβ~^2 ]_{3N/2} ∑ Q (±)^Q exp − m^{∗∗} 2β~^2 N∑ j=1 (r_j − r^′_{Qj} )^2 ,

P (x|x^′) = exp

2a^∗_0 + 1 2 ∑ q≠0

a^∗_2(q)(ρ_qρ_{−q} + ρ^′_qρ^′_{−q}) ,

de veliqini

a^∗_0 = a_0 − m^{∗∗} 4β~^2 ∑ q≠0

q^2u_5(q),

a^∗_2(q) = a_2(q) + m^{∗∗} 2β~^{2 q2u5(q).} V˛l~noqastinkova matricffl gustini v (28) R^0_N (x|x^′) v˛dpov˛da‚ za viniknennffl Boze–Aȷnxtaȷn˛vs~koÝ kondensac˛Ý. Priqomu sutt‚vim ‚ te, wo masa qastinok perenormovana (m → m^{∗∗}) ˛ m^{∗∗} > m. Ce privodit~ do zmenxennffl temperaturi boze–kondensac˛Ý Tc. Nagada‚mo, wo dlffl ˛deal~nogo boze–İazu kritiqna temperatura oberneno proporc˛ȷna do masi qastinok:

T_c = 2π~^2[ρ/ζ(3/2)]^{2/3}/m^{∗∗}, ζ(3/2) = 2.612 — dzeta-

funkc˛ffl R˛mana. Faktor PN (x|x^′) naȷperxe vrahovu‚ sil~ne v˛dxtovhuvannffl atom˛v na malih v˛dstanfflh, tobto “nepronikn˛st~” atom˛v. k vidno z virazu dlffl c~ogo faktora, v˛n pri niz~kih temperaturah zb˛ga‚t~sffl z kondensatnim nabliıennfflm, fflke, u svo qergu, zvodit~sffl do dobutku hvil~ovih funkc˛ȷ osnovnogo stanu bagatobozonnoÝ sistemi. k˛sno vpliv ȷogo zvodit~sffl do zmenxennffl v˛l~nogo ob’‚mu dlffl qastinok, a otıe, do zb˛l~xennffl Tc. Takim qinom, mi ma‚mo dva konkuruq˛ mehan˛zmi tvorennffl spostereıuval~nogo znaqennffl kritiqnoÝ temperaturi, vvaıaqi, wo temperatura boze–kondensac˛Ý Tc zb˛ga‚t~sffl z temperaturo λ-perehodu Tλ. Osk˛l~ki efektivna masa zaleıit~ v˛d gustini ρ, moına pofflsniti eksperimental~nu zaleın˛st~ v˛d tisku veliqini Tλ v r˛dkomu^4He.

Rozrahunki termodinam˛qnih funkc˛ȷ na osnov˛ znaȷdenoÝ tut povnoÝ matric˛ gustini budut~ vikonan˛ v okrem˛ȷ robot˛. A na zaverxennffl zvernemo we raz uvagu na logarifm˛qnu rozb˛ın˛st~ teplo‚mnost˛ r˛dkogo^4He v λ-toqc˛. Dlffl vifflvlennffl mehan˛zmu c˛‚Ý rozb˛ınost˛ neobh˛dno p˛dsumuvati pevnu posl˛dovn˛st~ rffldu (9) za stepenfflmi ˛mpul~s˛v dlffl funkc˛Ý U, abo zastosuvati pri rozv’fflzuvann˛ r˛vnfflnnffl (8) neperturbac˛ȷniȷ p˛dh˛d wodo vrahuvannffl ˛mpul~s˛v kj .

STATISTIQNI„ OPERATOR SISTEMI TOTO”NIH VZA˝MOD¨“QIH QASTINOK . . .

Ce moıe zm˛niti v˛l~noqastinkoviȷ, gaus˛vs~kiȷ harakter obm˛nnih qlen˛v u matric˛ gustini. A ce v svo qergu privede do zm˛ni osoblivosteȷ termodinam˛qnih funkc˛ȷ u kritiqn˛ȷ toqc˛.

Avtoru pri‚mno visloviti podfflku svoÝm kolegam z kafedri teoretiqnoÝ f˛ziki L~v˛vs~kogo un˛versitetu, a takoı prof. V. ¨. Lend~elu ta uqasnikam kerovanogo nim sem˛naru kafedri teoretiqnoÝ f˛ziki Uıgorods~kogo un˛versitetu za obgovorennffl problem, wo tut rozglffldalisffl. C˛ dosl˛dıennffl qastkovo buli p˛dtriman˛ İrantom } IXN000 v˛d M˛ınarodnogo naukovogo fondu.

[1] E. Wigner, Phys. Rev. 40, 749 (1932).

[2] G. E. Uhlenbeck, L. Gropper, Phys. Rev. 41, 79 (1932). [3] J. G. Kirkwood, Phys. Rev. 44, 31 (1933); 45, 116 (1934).

[4] L. D. Landau, E. M. Lifxic, Statistiqeskaffl fi-

zika (Nauka, Moskva, 1996).

[5] K. Huang, Statistiqeskaffl mehanika (Mir, Moskva,

1966).

[6] D. N. Zubarev, Neravnovesnaffl statistiqeskaffl ter-

modinamika (Nauka, Moskva, 1971).

[7] D. ”. Maȷer, Geppert–Maȷer, Statistiqeskaffl me-

hanika (Mir, Moskva, 1980).

[8] M. Asger, Q. N. Usmani, Phys. Rev. B 49, 12262 (1994). [9] M. A. Fradkin, S.–X. Zeng, Phys. Rev. B 49, 3197 (1994). [10] ¨. R. “hnovs~kiȷ, V˛sn. L~v˛v. un-tu, ser. f˛z. 1(8), 63 (1962).

[11] ¨. R. “hnovs~kiȷ, Ukr. f˛z. ıurn. 9, 703 (1964); 9, 827 (1964).

[12] I. R. “hnovskiȷ, Preprint In-ta teor. fiz. AN

USSR, } ITF–71–26R, Kiev, 1971.

[13] E. Feenberg, Ann. Phys. (USA) 70, 133 (1972). [14] Y. C. Lu, Phys. Rev. A5, 2244 (1972).

[15] I. A. Vakarquk, Preprint In-ta teor. fiz. AN

USSR, } ITF–73–76R, Kiev, 1973.

[16] I. A. Vakarquk, TMF 23, 260 (1975).

[17] I. A. Vakarquk, Preprint In-ta teor. fiz. AN

USSR, } ITF–64R, 1980.

[18] I. A. Vakarquk, TMF 32, 247 (1977).

[19] I. A. Vakarquk, TMF 80, 439 (1989); 82, 438 (1990). [20] I. A. Vakarquk, Ukr. fiz. ıurn. 29, 1112 (1984). [21] I. A. Vakarquk, TMF 65, 285 (1985). [22] I. A. Vakarquk, Ukr. fiz. ıurn. 35, 1261 (1990).

[23] ¨. O. Vakarquk, V˛sn. L~v˛v. un-tu, ser. f˛z. 25, 50 (1992).

[24] I. O. Vakarchuk, Int. Conf. “Physics in Ukraine” (Kiev, 22–27 June, 1993). Proceedings Contributed Papers: Statistical Physics and Phase Transitions, p. 145.

[25] R. P. Feynman, Phys. Rev. 91, 1291 (1953); 91, 1301 (1953); 94, 262 (1954).

[26] R. Faȷnman, Statistiqeskaffl mehanika (Mir, Mo-

skva, 1975).

[27] K. Vil~son, Dı. Kogut, Renormalizacionnaffl gruppa i ε-razloıenie (Mir, Moskva, 1975).

[28] I. A. Vakarquk, TMF 35, 76 (1978); 36, 122 (1978). [29] I. O. Vakarchuk, Cond. Matt. Phys. (Lviv) 5, 203 (1995). [30] N. N. Bogolbov, Izv. AN SSSR, ser. fiz. 11, 77 (1947).

[31] T. B. Davison, E. Feenberg, Phys. Rev. 178, 306 (1969). [32] V. Slsarev, M. O. Strıemeqniȷ, Ukr. f˛z. ıurn.

14, 450 (1969).

[33] E. K. Achter, L. Meyer, Phys. Rev. 188, 291 (1969). [34] R. Hallock, Phys. Rev. A 5, 320 (1972).

[35] H. N. Robkoff, R. Hallock, Phys. Rev. B 24, 159 (1981);

25, 1572 (1982).

[36] V. F. Sears, E. C. Svensson, A. D. B. Woods, P. Martel, Atomic Energy Canada Limited Report, No AECL–6779 (1979); Phys. Rev. B 21, 36 (1980).

[37] F. H. Wirth, R. B. Hallock, Phys. Rev. B 35, 89 (1987). [38] ¨. O. Vakarquk, V˛sn. L~v˛v. un-tu, ser. f˛z. 26, 29 (1993).

[39] N. N. Bogolbov, D. N. Zubarev, ”~TF 28, 129 (1955); 26, 29 (1993).

[40] I .A. Vakarquk, I .R. “hnovskiȷ, TMF 18, 90 (1974);

40, 100 (1979).

STATISTICAL OPERATOR OF A SYSTEM OF IDENTICAL INTERACTING PARTICLES IN COORDINATE REPRESENTATION

I. O. Vakarchuk Ivan Franko Lviv State University, Chair of Theoretical Physics 12 Drahomanov Str., Lviv UA–290005, Ukraine

A new representation of the total density matrix of N identical interacting particles in coordinate representation was derived. It permits to obtain a symmetric matrix in calculations within the approximate aproaches. For a standard representation that follows from the definition the problem of non–symmetry arises due to the use of the approximate methods. To restore the symmetry it is necessary to sum up certain sequences of terms of infinite series of the perturbation theory.

On the basis of a new representation the density matrix in coordinate–momentum representation was calculated. For the logarithm of the kernel of the density matrix integral representation a functional series with the coefficient functions calculated explicitly in the approximation of pair interparticle correlations was obtained. As a result the density matrix integrated with respect to momenta was presented as a product of the density matrix of ideal Bose gas R^0_N (x0|x) with the particles changed due to the interaction mass and the P (x0|x) factor taking

¨. O. VAKARQUK

into account the interaction of atoms at small distances. At low temperatures the latter is a product of the ground state wave functions of the many–boson system ψ0(x), x = (r1, . . . , rN ) being the particles coordinates: RN (x|x0) = P (x0|x)R^0_N (x0|x),

R^0_N (x|x0) = 1 N! [ m�_0 2πβ~^2 ]_{3N/2} ∑ Q (±)^Q exp [ − m�_0 2β~^2 N∑ j=1 (rj − r0_{Qj} )^2 ] ,

m m�_0

= 1 − 1 3N ∑ q6=0

(Sq − 1)^2 Sq + 1 , where Sq is the structure factor of the liquid; the summation over Q is done with respect to all the permutations of different indeces j; the upper (lower) sign corresponds to Bose– (Fermi–) statistics.

The explicit form of the ground state wave functions and the calculation of the effective mass for liquid^4He as well as for the two model systems are given in the present paper. The calculation of the density matrix for the many–boson system was performed within the so–called condensate approximation. Within the framework of this approximation only one state with zero momenta of the particles of a complete set of the basic wave function of a system of free particles is taken into consideration. It appears that this approximation yields correct low–temperature behaviour and a classical expression for the thermodynamical functions.

The explicit dependence of the effective mass on temperature, local density, statistics of particles as well as contributions that account explicitly for the exchange–correlation effects was found. An increase in the particle mass due to renormalization resulted in the decrease in Bose–condensation temperature in many–boson systems (in particular for liquid^4He, m�_0 ≃ 1.7m). Taking into account the non–penetrability of atoms leads to the decreasing of free volume and then to a rise in Bose–condensation temperature. These two competitive mechanisms permit to obtain the observable dependence of transition temperature on density in liquid^4He. Within the approach suggested a possibility of changing the Gaussian type free–particle kernel due to the accounting for many–particle correlations arises. This may lead to changes of the temperature dependence of the thermodynamical functions in the vicinity transition for liquid^4He.