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Doslid�eno efekti, wo vinika�t~ p�d qas qislovogo rozrahunku kolivan~ nelini�nih

konservativnih oscil�toriv. Por�d iz konservativnimi qislovimi metodami, �ki zav�di

zberiga�t~ gamil~toni�n, rozgl�nuto grupu metodiv (metod trapeci�, metod pr�mokutnikiv,

metod E�lera{Kromera), wo 
 konservativnimi til~ki dl� lini�nih sistem z� stalimi pa-

rametrami. P�d qas zastosuvann� cih metodiv u diskretnih model�h nelini�nih oscil�toriv

por�d z periodiqnimi ruhami vinika�t~ skladni re�imi, �ki nevlastivi neperervni� modeli.

Na prikladi nelini�nogo ma�tnika doslid�eno periodiqni, kvaziperiodiqni ta stohastiqni re-

�imi u �ogo riznih diskretnih model�h.

Kl�qovi slova: konservativni sistemi, qislovi metodi, kvaziperiodiqni kolivann�, hao-

tiqni re�imi.
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I. VSTUP

P�d qas doslid�enn� periodiqnih re�imiv za do-

pomogo� qislovih metod�v u nelini�nih konservativ-

nih oscil�torah vinika�t~ efekti, �ki spotvor�-

�t~ �kisnu kartinu procesiv, wo sposteriga�t~s� u

neperervni� sistemi. Perxi� z nih | ce poruxenn�

zakonu zbere�enn� energiÝ. Tomu qislovi metodi, wo

da�t~ zmogu pri diskretizaciÝ ne poruxuvati ce� za-

kon (tak zvani konservativni metodi [1{4]), privabl�-

�t~ doslidnikiv.

Sutt
vim nedolikom konservativnih metodiv 
 ne-

visoki� por�dok Ýhn~oÝ toqnosti. Tomu dl� sklad-

nih zadaq, wo potrebu�t~ rozrahunkiv na velikih

promi�kah qasu (napriklad, u nebesni� mehanici), vid-

movitis� vid tradici�nih qislovih metodiv nemo-

�livo. Same cim zumovleno te, wo nadali por�d iz

konservativnimi metodami rozgl�da�t~s� � taki, wo

viklika�t~ poruxenn� zakonu zbere�enn� energiÝ.

Dl� togo, wob ob�runtovano porivn�ti ci metodi, po-

r�dok Ýhn~oÝ toqnosti pri�n�to takim samim, �k i v

konservativnih.

II. MATEMATIQNI MODELI TA QISLOVI

METODI

Rozgl�nemo konservativni sistemi drugogo po-

r�dku, matematiqna model~ �kih ma
 vigl�d

_x = f(y); _y = �g(x); (2.1)

de x; y 2 R, a funkciÝ f(y) ta g(x) zadovol~n��t~

umovi isnuvann� ta 
dinosti rozv'�zku. Gamil~toni�n

dl� (2.1)

H(x; y) =

y

Z

0

f(�)d� +

x

Z

0

f(�)d�: (2.2)

Dl� gamil~tonovih sistem konservativni metodi opi-

sani v [1]. Õhn� osoblivist~ pol�ga
 v tomu, wo u riv-

n�nn�h Gamil~tona

dx

dt

=

@H

@y

;

dy

dt

= �

@H

@x

(2.3)

vidbuva
t~s� diskretizaci� �k livih, tak i pravih

qastin. Napriklad, u vipadku sistemi z odnim stu-

penem vil~nosti, �kwo vikoristano odnokrokov� me-

todi, ma
mo:

x

m+1

� x

m

h

=

H(x

m+1

; y

m+1

)�H(x

m+1

; y

m

)

y

m+1

� y

m

;

(2.4)

y

m+1

� y

m

h

= �

H(x

m+1

; y

m

)�H(x

m

; y

m

)

x

m+1

� x

m

;

abo

x

m+1

� x

m

h

=

H(x

m

; y

m+1

)�H(x

m

; y

m

)

y

m+1

� y

m

;

(2.5)

y

m+1

� y

m

h

= �

H(x

m+1

; y

m+1

)�H(x

m

; y

m+1

)

x

m+1

� x

m

:

Z (2.4) i (2.5) otrimu
mo
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H(x

m+1

; y

m+1

) = H(x

m

; y

m

): (2.6)

Ale z ci
Ý rivnosti nema
 pidstav robiti visnovok,

wo znaqenn� x

m

ta y

m

zb�ga�t~s� u vipadku rozra-

hunku za forulami (2.4) i (2.5). Til~ki v tomu vi-

padku, koli gamil~toni�n mo�na zapisati u vigl�di

H(x; y) = H

1

(x) +H

2

(y); (2.7)

rezul~tati rozrahunku 
 odnakovimi. Nadali rozgl�-

datimemo til~ki taki prikladi, koli c� umova vi-

konu
t~s�. Tomu riznici mi� formulami (2.4) i (2.5)

nema
.

Por�d z (2.4) i (2.5) dl� doslid�enn� (2.1) rozgl�-

nemo taki qislovi metodi:

metod trapeci�

x

m+1

= x

m

+

h

2

[f(y

m+1

) + f(y

m

)]; (2.8)

y

m+1

= y

m

�

h

2

[g(x

m+1

) + g(x

m

)];

metod pr�mokutnikiv (metod seredn~oÝ toqki)

x

m+1

= x

m

+ h[f((y

m+1

+ y

m

)=2)]; (2.9)

y

m+1

= y

m

� h[g((x

m+1

+ x

m

)=2)];

metod E�lera{Kromera

x

m+1

= x

m

+ hf(y

m+1

); (2.10)

y

m+1

= y

m

� hg(x

m

):

Vidomo, wo dl� lini�noÝ gamil~tonovoÝ sistemi z�

stalimi parametrami metodi (2.8) i (2.9) 
 konserva-

tivnimi. Kr�m togo, dl� lini�noÝ sistemi z gamil~-

toni�nom

H(x; y) =

1

2

(y

2

+ x

2

) (2.11)

qislovi formuli (2.4), (2.5), (2.8) i (2.9) privod�t~

do odnakovih riznicevih rivn�n~. Tomu porivn�vati-

memo same ci metodi, a tako� metod (2.10), �ki� du�e

retel~no doslid�eno v [5] z pogl�du viniknenn� ha-

osu p�d qas qislovih rozrahunk�v konservativnih si-

stem.

U vipadku zastosuvann� metodiv (2.8) i (2.9) dl�

diskretizaciÝ nelini�noÝ konservativnoÝ sistemi ne-

ma
 �odnih pidstav oqikuvati, wo rivnist~ (2.6) bude

vikonuvatis�.

Rozgl�nemo pririst gamil~toni�na (2.2) na odnomu

kroci

�H =

x

m+1

Z

x

m

g(�)d� +

y

m+1

Z

y

m

f(�)d�: (2.12)

Uzdov� toqnogo rozv'�zku (x(t); y(t)) sistemi (2.1)

pririst �H , p�d qas qislovogo inte�ruvann� vidmin-

ni� vid nul�. Napriklad, dl� metodu trapeci� (2.8)

vikonu
t~s� toto�nist~

[f(y

m+1

) + f(y

m

)](y

m+1

� y

m

) (2.13)

+[g(x

m+1

) + g(x

m

)](x

m+1

� x

m

) = 0:

Vidnima�qi vid (2.12) toto�nist~ (2.13), otrimu
mo

�H =

x

m+1

Z

x

m

g(�)d� �

1

2

[g(x

m+1

) + g(x

m

)](x

m+1

� x

m

)

+

y

m+1

Z

y

m

f(�)d� �

1

2

[f(y

m+1

)

+ f(y

m

)](y

m+1

� y

m

): (2.14)

Tak samo dl� metodu pr�mokutnikiv

�H =

x

m+1

Z

x

m

g(�)d� � g((x

m+1

+ x

m

)=2)(x

m+1

� x

m

)

+

y

m+1

Z

y

m

f(�)d� � f((y

m+1

+ y

m

)=2)

� (y

m+1

� y

m

): (2.15)

Ot�e, pohibka rozrahunku gamil~toni�na na od-

nomu kroci viznaqa
t~s� pohibko� metodu trapeci�

abo pr�mokutnikiv dl� obqislenn� inte�raliv. �kwo

funkciÝ g(x) i f(y) dostatn~o gladki, a prirosti

�x

m

= x

m+1

� x

m

ta �y

m

= y

m+1

� y

m


 malimi, to,

vikoristovu�qi vidomi ocinki dl� pohibok kvadra-

turnih formul [6], oder�imo dl� metodu trapeci�

�H

�

=

�

1

12

[g

00

(�x

m

) � (�x

m

)

3

+ f

00

(�y

m

) � (�y

m

)

3

]; (2.16)

i dl� metodu pr�mokutnikiv

�H

�

=

1

24

[g

00

(�x

m

) � (�x

m

)

3

+ f

00

(�y

m

) � (�y

m

)

3

]; (2.17)

de

�x

m

= (x

m+1

+ x

m

)=2; �y

m

= (y

m+1

+ y

m

)=2:
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�k konkretni� priklad sistemi (2.1) rozgl�nemo

matematiqni� ma�tnik

_x = y; _y = � sinx; (2.18)

de x | kut vidhilenn� ma�tnika vid polo�enn� riv-

novagi. Todi z (2.16) dl� metodu trapeci� ma
mo:

�H

�

=

1

12

sin �x

m

(�x

m

)

3

: (2.19)

Dl� metodu pr�mokutnikiv analogiqne spivvidno-

xenn� nabuva
 vigl�du

�H

�

=

�

1

24

sin �x

m

(�x

m

)

3

: (2.20)

Ot�e, u c~omu vipadku qislove znaqenn� pohibki

�H menxe 0.01% pri �x

m

�

=

0:1, wo vidpovida
 po-

r�dku 10

2

krokiv na periodi kolivan~.

Prot�gom odnogo periodu mo�live nakopiqenn� po-

hibki, pro wo svidqat~ rezul~tati qislovogo eks-

perimentu z viznaqenn� ÝÝ maksimal~nogo znaqenn�.

Dl� metodu trapeci� maksimal~ne vidhilenn� energiÝ

prot�gom periodu vid znaqenn�, �ke vidpovida
 nepe-

revni� sistemi, dosit~ dobre viznaqa
t~s� spivvidno-

xenn�m

�H% = 0:21x

1:72

max

=N

2

L

; (2.21)

de x

max

| maksimal~ni� kut vidhilenn� v qastkah

�, N

L

= Round(

2�

!

0

h

) | kil~kist~ krokiv na periodi

kolivan~ dl� lini�nogo ma�tnika

_x = y; _y = �!

2

0

x: (2.22)

Spivvidnoxenn� (2.21) da
 horoxi rezul~tati, koli

N

L

� 8. �kwo vva�ati, wo u seredn~omu �x

m

zro-

sta
 proporci�no do kroku h, to, �k baqimo z (2.19)

ta (2.21), global~na pohibka zale�no vid kroku zro-

sta
 povil~nixe, ni� lokal~na: kvadratiqni� zakon

zamist~ kubiqnogo.

Dl� metodu E�lera{Kromera (2.10) veliqina �H

priblizno na dva por�dki bil~xa, ni� dl� metodu

trapeci� priN

L

�

=

5�10

3

, ale zrosta
 lini�no zale�no

vid kroku. Tomu z� zmenxenn�m (N

L

�

=

10) znaqenn�

�H praktiqno zrivn��t~s�.

Teper zalixa
t~s� nevir�xenim pitann� pro isnu-

vann� vikovih zmin energiÝ prot�gom bagat~oh periodiv.

Vidpovid~ na n~ogo tisno pov'�zana z harakterom

ruhiv, wo viznaqa�t~s� riznicevimi rivn�nn�mi.

III. PERIODIQNI RE�IMI

Dl� malih krokiv diskretizaciÝ ta malih znaqen~

energiÝ toqki,wo vidpovida�t~ poslidovnim iteraci�m

na plowini (x; y), l�ga�t~ na prostu krivu G, to-

pologiqno ekvivalentnu do kola, �ka 
 invari�ntno�

do vidobra�en~ (2.8){(2.10). Vidomo, wo navit~ dl�

na�prostixih vidobra�en~ v�dxukann� analitiqnogo

virazu dl� rivn�nn� ci
Ý krivoÝ 
 du�e skladno� za-

daqe�.

Nikoli nema
 vpevnenosti,wo invari�ntna kriva ne


 stohastiqnim xarom z du�e malo� xirino�. To�

koli �det~s� pro prosti invari�ntni krivi, ma
t~s�

na uvazi, wo usima dostupnimi metodami ne vdava-

los� pomititi rozxirenn� takoÝ krivoÝ. Z ci
� me-

to� sposterigali ÝÝ okremi dil�nki na ekrani dis-

ple�, zbil~xeni v 10

7

raziv, analizuvali spektr sig-

nalu na vidrizku, wo ohopl�
 priblizno 100 periodiv

kolivan~. Tomu tut i nadali til~ki u vipadku, koli

nema rozmitt� krivoÝ ta qitko vira�eni� diskretni�

spektr, vikoristovu
t~s� termin \prosta �nvari�ntna

kriva".

�kwo kil~k�st~ krokiv dosit~ velika (10

5

{10

6

), to

kriva G u pereva�ni� bil~xosti vipadkiv wil~no za-

povn�
t~s� poslidovnist� toqok. Ce svidqit~ pro te,

wo poslidovnosti fx

m

g ta fy

m

g ne 
 per�odiqnimi.

Toqnixe, period, �ki� zav�di 
 pri diskretizaciÝ za

rivnem, znaqno pereviwu
 kil~kist~ krokiv. Til~ki

u ridkisnih vipadkah za q obertiv, �kim vidpovida


N krokiv, dos�ga
t~s� povni� zb�g toqok na G: tod�

period odnogo obertu N

0

=

N

q

. Oqevidno, wo N

0

=

1

�

,

de � | qislo obertann� [7].

Ot�e, period odnogo obertu N

0

slid vva�ati ir-

racional~nim qislom, abo takim racional~nim qi-

slom, dl� �kogo N ta q 
 vza
mno prostimi du�e

velikimi qislami. Vipadki, koli q = 1, tobto N

0


 cile qislo, nadzviqa�no ridkisni, ale zaslugovu-

�t~ na uvagu, tomu wo privod�t~ do zmini harakteru

ruhu.

Dl� periodiqnih poslidovnoste�, nezva�a�qi na

zminu energiÝ prot�gom odnogo periodu, mo�na tver-

diti, wo vikovi zmini energiÝ dorivn��t~ nul�.

Spravd�, �kwo dl� de�kogo znaqenn� m = M ma
mo

y

M

= 0, tobto diskretni� vidlik potrapl�
 v eks-

tremal~nu toqku, to vnasl�dok simetriÝ g(x) dl� vsih

inxih toqok vikonu
t~s� spivvidnoxenn�

x

M�r

= x

M+r

ta y

M�r

= y

M+r

; (3.1)

de r | dov�l~ne c�le qislo. U c~omu vipadku

M+r

X

m=M�r

[g(x

m+1

)� g(x

m

)](x

m+1

� x

m

) = 0; (3.2)

de p�dsumovuvann� poxir�
t~s� na cili� period.

Todi �H = 0 na periodi procesu, wo oznaqa
 vidsut-

nist~ vikovih zmin energiÝ.

�kwo �oden z diskretnih vidlikiv ne potrapl�


v ekstremal~nu toqku, a period diskretnoÝ sistemi

| nevelike cile qislo, to zmina energiÝ, na perxi�

pogl�d, mo�e vidrizn�tis� vid nul�. Poka�emo, wo

ce� vipadok te� ne realizu
t~s�. Spravd�, energi� si-
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stemi ta qislo obertann� 
 neperervnimi funkci�mi

poqatkovih umov (x

0

; y

0

). Koli N

0


 irracional~nim

qislom, to de�ka toqka odnogo z vidobra�en~ (2.8){

(2.10) nabli�a
t~s� do ekstremal~nih toqok �k zav-

godno bliz~ko. Tomu v c~omu vipadku vikova zmina

energiÝ bude �k zavgodno malo�. Vnasl�dok nepererv-

nosti ce� visnovok 
 spravedlivim dl� vsih poqatko-

vih umov, za �kih prosti krivi 
 invari�ntnimi dl�

vidobra�en~ (2.8){(2.10).

Rozgl�nemo teper vpliv diskretizaciÝ na toqnist~

vidtvorenn� periodu kolivan~.�oden iz rozgl�nutih

metodiv ne zberiga
 znaqenn� periodu kolivan~ nepe-

rervnoÝ sistemi. Vidomo [8], wo dl� lini�noÝ sistemi

(2.22) metod trapeci� pri !

0

h � 1 da
 vidnosnu po-

hibku dl� periodu

�

T

�

=

1

12

(!

0

h)

2

; (3.3)

a metod pr�mokutnikiv |

�

T

�

=

�

1

24

(!

0

h)

2

: (3.4)

Grafiki zale�noste� vidnosnih pohibok dl�

periodu nelini�nogo ma�tnika (2.18) vid amplitudi ko-

livan~ pokazani na ris. 1. Tut i v usih inxih qislovih

eksperimentah poqatkovi umovi dl� diskretnih mo-

dele� ma�tnika pri�mali u vigl�di (x

0

; 0), tomu v

podal~xomu x

0

ototo�n�
t~s� z amplitudo� koli-

van~.

Ris. 1. Zale�n�st~ v�dnosnoÝ pohibki viznaqenn�

per�odu kolivan~ nel�n��nogo ma�tnika v�d ampl�tudi: 1

| dl� metodu trapec��; 2 | dl� konservativnogo metodu;

3 | dl� metodu E�lera{Kromera.

Dl� metodu trapeci� ta konservativnogo metodu

z� zbil~xenn�m aplitudi, koli ne mo�na nehtuvati

nelini�nist�, pohibka sutt
vo zmenxu
t~s� i pereho-

dit~ qerez nul~ pri x

0

�

=

0:7� dl� metodu trapeci�

ta pri x

0

�

=

0:9� dl� konservativnogo metodu. Dl�

kutiv, bliz~kih do �, pohibka vid'
mna i prina�mni

udviqi menxa, ni� dl� lini�nogo ma�tnika. Ot�e, kon-

servativni� metod z pogl�du zbere�enn� periodu ko-

livan~ ne ma
 perevag pered metodami trapeci� ta

pr�mokutnikiv.

U vipadku metodu E�lera{Kromera zb�l~xenn� am-

plitudi kolivan~ spoqatku tako� viklika
 zmen-

xenn� pohibki viznaqenn� periodu. Pri x

0

=

�

2

po-

hibka dorivn�
 nul�, a potim zmin�
 znak i zb�l~-

xu
t~s� do znaqenn�, wo za absol�tno� veliqino�

vidpovida
 pohibci �

T

pri rozrahunku lini�nogo ma-

�tnika.

Zmenxenn� pohibki �

T

p�d qas rozrahunku nelini�-

nogo ma�tnika qastkovo po�sn�
t~s� tim,wo qastota

kolivan~ pri velikih vidhilenn�h znaqno menxa,

ni� dl� lini�nogo ma�tnika. Ce v�dpov�dno privodit~

do vidnosnogo zmenxenn� kroku diskretizaciÝ.

IV. KVAZIPERIODIQNI RE�IMI

Dl� nekonservativnih metodiv (8{10) pri krokah

inte�ruvann� i poqatkovih energi�h, bil~xih vid de�-

kih kritiqnih znaqen~, u diskretni� modeli nelini�-

nogo ma�tnika sposteriga�t~s� kvaziperiodiqni re-

�imi. V c~omu vipadku fazova tra
ktori� peresta


buti prosto� krivo�.

Kvaziperiodiqni ruhi, zviqa�no, vinika�t~ v okoli

toqok (x

�

m

; y

�

m

); m = 1; N , �ki vidpovida�t~ periodiq-

nomu re�imu z cilim periodomN i qislom obertann�,

wo 
 vidnoxenn�m por�vn�no nevelikih vza
mno pro-

stih cilih qisel. Na ris. 2 dl� N = N

0

= 8 zobra-

�eni fazovi tra
ktoriÝ diskretnoÝ modeli za metodom

E�lera{Kromera dl� nelini�nogo ma�tnika. Perio-

diqnomu re�imu vidpovida
 poqatkova amplituda

x

�

0

= 0:77209. Pri malih vidhilenn�h vid periodiq-

nogo re�imu (x

0

= 0:77236) fazovi� portret ma
 vi-

gl�d N izol~ovanih zamknenih krivih, �ki formo�

podibni do elipsiv (ris. 2, a). Oblast~, pomiqena pr�-

mokutnikom, zbil~xena u 100 raziv i zobra�ena na

ris. 2, b. Podal~xe zb�l~xenn� vidhilen~ vid x

�

0

pri-

zvodit~ do deformaciÝ elipsiv. Voni nabuva�t~ serpo-

pod�bnoÝ formi, nabli�a�t~s� odin do odnogo, Ýhn�

\tovwina" postupovo zbil~xu
t~s�. Na ris. 2, v zo-

bra�eni taki tra
ktoriÝ pri x

0

= 0:77896. U moment

zniknenn� kvaziperiodiqnogo re�imu (x

0

= 0:78116)

tovwina stribkom sta
 tako�, wo dorivn�
 nul�, i

znovu utvor�
t~s� prosta invari�ntna kriva, wo vid-

povida
 periodiqnomu re�imu (ris. 2, g).

�kwo porivn�vati metod E�lera{Kromera i me-

tod trapeci�, to pri odnakovomu znaqenni kroku

kvaziperiodiqn� re�imi dl� metodu trapeci� vini-

ka�t~ pri znaqno bil~xi� amplitudi, ni� dl� me-

todu E�lera{Kromera. Zokrema, �kwo h = 0:8, to

kvaziperiodiqni� re�im dl� metodu trapeci� nasta


pri x

0

�

=

0:55�, tod� �k dl� metodu E�lera{Kromera

vin uperxe sposteriga
t~s� pri x

0

�

=

0:25�.

Linearizuvavxi vidobra�enn� (2.8){(2.10) v okoli

tra
ktoriÝ (x

�

m

; y

�

m

), oder�imo rivn�nn� u vari�ci�h

�

�

m+1

#

m+1

�

= A

m

�

�

�

m

#

m

�

; (4.1)
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Ris. 2. Evol�c�� kvaz�per�odiqnih kolivan~ u diskretn�� model� nel�n��nogo ma�tnika (metod E�lera{Kromera)

zale�no v�d ampl�tudi.

de �

m

= x

m

� x

�

m

; #

m

= y

m

� y

�

m

| vidhilenn� vid zadanoÝ tra
ktoriÝ, a matric� A

m

u vipadku sistemi (18)

ma
 vigl�d: dl� metodu trapeci�

A

m

=

1

1 +

h

2

4

cosx

�

m+1

"

1�

h

2

4

cosx

�

m

h

�

h

2

(cosx

�

m+1

+ cosx

�

m

) 1�

h

2

4

cosx

�

m+1

#

; (4.2)

dl� metodu pr�mokutnikiv

A

m

=

1

1 +

h

2

4

cos �x

�

m

"

1�

h

2

4

cos �x

�

m

h

�h cos �x

�

m

1�

h

2

4

cos �x

�

m

#

; (4.3)

de �x

�

m

= (x

�

m+1

+ x

�

m

)=2; dl� metodu E�lera{Kromera

A

m

=

�

1� h

2

cosx

�

m

h

�h cosx

�

m

1

�

: (4.4)

Ris. 3. Zale�n�st~ drugoÝ bazisnoÝ qastoti kvaz�per�o-

diqnih kolivan~ v�d ampl�tudi v diskretn�� model� ne-

l�n��nogo ma�tnika (metod E�lera{Kromera): 1 | dl�

l�nearizovanoÝ model�; 2 | dl� nel�n��noÝ model�.

Druga bazisna qastota �

2

u kvaziperiodiqnomu rusi

znaqno menxa vid osnovnoÝ �

1

=

1

N

. Dl� metodu

E�lera{Kromera znaqenn� dl� pevnogo di�pazonu po-

qatkovih amplitud du�e dobre zb�ga
t~s�
 zi znaqen-

n�m qastoti �

L

linearizovanoÝ sistemi (4.1). Ci dani

pokazano na ris. 3. Dl� metodu trapeci� takogo zb�gu

nema
: druga qastota kvaziperiodiqnogo ruhu menxa

v�d qastoti linearizovanih kolivan~ na por�dok.Po-

�sniti ce� fakt ne vda
t~s�.

V. STOHASTIQNI KOLIVANN�

Viniknenn� stohastiqnih kolivan~ pri diskreti-

zaciÝ rivn�n~ ma�tnika doslid�uvali v [5]. Efekt

diskretizaciÝ vrahovuvali �k zburenn� gamil~-

toni�na vidpovidnoÝ neperervnoÝ sistemi. Ce da


zmogu ociniti zminu energiÝ u procesi kolivan~, z

�ko� pov'�zu
t~s� viniknenn� stohastiqnih xariv.

Ale ociniti vidhilenn� energiÝ vid znaqen~, wo vid-

povida�t~ neperervni� sistemi, �k bulo pokazano

viwe, mo�na bezposeredn~o z analizu riznicevih riv-

n�n~. Priqomu v�drazu vi�vl�
t~s� sutt
ve zbil~-

xenn� zmini energiÝ z� zb�l~xenn�m amplitudi koli-

van~, wo kil~kisno ne vrahovano v [5]. Qislovi eks-

perimenti, odnak, ne da�t~ zmogi vi�viti pr�mi�

zv'�zok mi� zmino� energiÝ i viniknenn�m stohastiq-

nih kolivan~ ta tovwino� stohastiqnogo xaru. Ne-
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posti�nist~ energiÝ dl� nekonservativnih qislovih

metodiv pritamanna Ým nezale�no vid tipu re�imu:

ne sposteriga�t~s� anomal~n� zmini energiÝ p�d qas

po�vi �k kvaziperiodiqnih, tak i stohastiqnih re-

�imiv.

Stohastiqni kolivann�, �k i kvaziperiodiqni ruhi,

vinika�t~ v okoli toqok (x

�

m

; y

�

m

) periodiqnih re-

�imiv z qislom obertann� � =

q

N

, wo 
 vidnoxenn�m

por�vn�no nevelikih vza
mno prostih cilih qisel.

Struktura haotiqnih xariv, �kwo Ýh detal~no do-

slid�uvati, 
 dosit~ skladno�. Ce vidmiqeno u ba-

gat~oh prac�h. U vipadku, �ki� rozgl�da
mo, sut-

t
vu rol~ vidigra�t~ kvaziperiodiqni ruhi, �ki is-

nu�t~ u me�ah stohastiqnogo xaru i nepomitni p�d

qas ne du�e detal~nogo doslid�enn�. V okoli de�kih

toqok (x

�

m

; y

�

m

), wo m�st�t~s� vseredeni stohastiq-

nogo xaru, re�im haotiqnih kolivan~ ru�nu
t~s� i

vinika�t~ kvaziperiodiqni kolivann�. V rezul~tati

\sucil~ni�" stohastiqni� xar vi�vl�
t~s� rozdile-

nim na okremi xari, mi� �kimi 
 kvaziperiodiqni

re�imi. Qerguvann� zon periodiqnih, kvaziperiodiq-

nih ta stohastiqnih re�imiv ma
 du�e skladni�

harakter. Analitiqno c� zadaqa ne rozv'�zana na-

vit~ dl� na�prostixih vidobra�en~. Xirina zon

kvaziperiodiqnih re�imiv zale�it~ vid znaqen~ N ta

q: qim voni bil~xi, tim vu�qa smuga kvaziperiodiq-

nih re�imiv, �kwo taki� re�im 
 vzagali.

Napriklad, dl� metodu E�lera{Kromera sto-

hastiqni� xar, wo 
 v okoli toqki z N

0

=

N = 14, mistit~ u sobi kvaziperiodiqni re-

�imi v okoli toqok zi znaqenn�mi N

0

=

1064=77; 180=13; 239=17; 128=9; 100=7. Ale odno-

qasno haotiqni kolivann� zniwu�t~ periodiqni ruhi

i mo�livi v Ýhn~mu okoli kvaziperiodiqni re�imi pri

N

0

= N = 14 i N = 71=5, �ki 
 vseredini stohastiq-

nogo xaru.

Dl� viznaqenn� na�vnosti haotiqnih ruhiv viko-

ristovuvali vidomi kriteriÝ [7, 9]:

1) znaqenn� harakteristiqnih pokaznikiv L�pu-

nova;

2) spektral~ni� sklad kolivan~ na vidrizkah qasu

riznoÝ dov�ini.

Na p�dstav� linearizovanogo rivn�nn� (4.1) dl� ma-

lih vidhilen~ vid zadanoÝ tra
ktoriÝ (x

�

m

; y

�

m

) mo�emo

zapisati dl� dovil~nogo k > 0

�

�

k

#

k

�

=W

�

�

0

#

0

�

; deW =

k�1

Y

m=0

A

m

: (5.1)

Harakteristiqni pokazniki L�punova �

i

viznaqa-

�t~s� vlasnimi znaqenn�mi �

i

matrici W, �ki 


rozv'�zkami rivn�nn�

�

2

� SpW�+ detW = 0: (5.2)

Dl� metodu E�lera{Kromera, �k vipliva
 z (30),

SpA

m

= 2� h

2

cosx

�

m

; (5.3)

detA

m

= 1; 8m:

Pri h < 2 ta jx

�

m

j �

�

2

ma
mo SpA

m

< 2. Neva�ko

peresvidqitis~,wo v c~omu vipadku i jSpWj < 2. Todi

z (5.2), vrahovu�qi, wo detW = 1, ma
mo j�j = 1 i

ce oznaqa
, wo haotiqni ruhi nemo�livi. Qislovi�

eksperiment pidtverd�u
 ce� visnovok: pri jx

0

j �

�

2

haotiqni ruhi ne sposteriga�t~s�, a pri x

0

= 0:55�

voni v�e vinika�t~. Odnak pri jx

0

j >

�

2

, nezva�a-

�qi na te, wo harakteristiqni pokazniki L�punova

bil~xi v�d nul�, haos sposteriga
t~s� ne zav�di. Qi-

slovi� rozrahunok starxogo pokaznika L�punova �

1

,

userednenogo prot�gom kil~koh soten~ periodiv koli-

van~, da
 �

1

= 0 dl� jx

0

j �

�

2

� �

1

> 0 dl� jx

0

j >

�

2

vidpovidno, priqomu z� zb�l~xenn�m x

0

starxi� po-

kaznik �

1

zb�l~xu
t~s�. Na ris. 4 pokazano zale�-

nist~ �

1

vid x

0

dl� riznih krokiv inte�ruvann� h.

Ris. 4. Zale�n�st~ starxogo pokaznika L�punova v�d

ampl�tudi kolivan~ u diskretn�� model� nel�n��nogo ma-

�tnika (metod E�lera{Kromera) pri r�znih krokah �n-

te�ruvann�: 1 | h = 0:8; 2 | h = 0:5; 3 | h = 0:1.

Dl� metodu trapeci� z (4.2) ma
mo

SpA

m

=

2�

h

2

4

(cosx

�

m

+ cosx

�

m+1

)

1 +

h

2

4

cosx

�

m+1

; (5.4)

detA

m

=

1+

h

2

4

cosx

�

m

1 +

h

2

4

cosx

�

m+1

: (5.5)

Na vidminu vid metodu E�lera{Kromera u metodi

trapeci� detA

m

> 1, �kwo x

�

m

> x

�

m+1

. Nerivnist~

SpA

m

< 2 spravd�u
t~s� til~ki tod�, koli viko-

nu
t~s� umova

3 cosx

�

m+1

+ cosx

�

m

> 0;

�ka bezumovno 
 pri jx

�

m

j <

�

2

. Ale i v c~omu vi-

padku odne z vlasnih znaqen~ matriciW pereviwu


za modulem odinic�, �kwo detW > 1. Odnak po-

�va haotiqnih ruhiv u vipadku vikoristann� metodu

trapeci� sposteriga
t~s�, �kwo znaqenn� amplitudi
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kolivan~ bil~x�, ni� dl� metodu E�lera{Kromera

(x

0

�

=

0:75�). Qislovi� rozrahunok �

1

, analogiqni�

do rozrahunku dl� metodu E�lera{Kromera, tak samo

da
 �

1

= 0 pri jx

0

j �

�

2

, i �

1

> 0 pri jx

0

j >

�

2

.

Na ris. 5 pokazana zale�nist~ �

1

vid x

0

dl� riznih

krokiv inte�ruvann� h.

Ris. 5. Zale�n�st~ starxogo pokaznika L�punova v�d

ampl�tudi kolivan~ u diskretn�� model� nel�n��nogo ma-

�tnika (metod trapec��) pri r�znih krokah �nte�ruvann�:

1 | h = 0:8; 2 | h = 0:5; 3 | h = 0:1.

U spektri kolivan~ pri haotiqnomu re�imi qa-

stota, na �ki� sposteriga
t~s� maksimal~na intensiv-

nist~ spektra ne zb�ga
t~s� z qastoto�, �ka b mala

buti u vipadku, koli haotiqnih ruhiv nema. Vidomo,

wo qastota kolivan~ monotonno spada
 z� zb�l~xen-

n�m energiÝ, tomu slid bulo qekati zmenxenn� no-

meriv lini� maksimal~noÝ intensivnosti I

max

. Na-

spravdi nomeri lini� maksimal~noÝ intensivnosti

zmin��t~s� nemonotonno z� zb�l~xenn�m poqatkovoÝ

energiÝ.

Rozpiznavann� haotiqnih kolivan~ za dopomogo�

spektral~nogo analizu potrebu
 du�e obere�nogo

pidhodu, osoblivo u vipadku sistem velikoÝ rozmir-

nosti. �kwo matematiqna model~ opisu
t~s� n riv-

n�nn�mi perxogo por�dku, to kvaziperiodiqni ruhi

mo�ut~ mati n � 1 bazisnih qastot !

1

; !

2

; : : : !

n�1

;

a spektr mistit~ liniÝ na qastotah

m

1

!

1

+m

2

!

2

+ : : :+m

n�1

!

n�1

;

de m

i

| dovil~ni cili qisla. P�d qas qislovogo eks-

perimentu doslid�u�t~ zav�di diskretni� spektr.

Tomu, mo�livo, wo p�d qas kvaziperiodiqnogo ruhu

ma��e na vsih qastotah bude sposterigatis� nenu-

l~ova intensivnist~ spektra. Navit~ u na�bil~x spri-

�tlivomu vipadku dvoqastotnih kvaziperiodiqnih

kolivan~, �kwo !

1

� !

2

, a promi�ok qasu, na

�komu analizu�t~ spektr, ma
 por�dok

2�

!

1

, to qastoti

m

1

!

1

+m

2

!

2

mo�ut~ ohopl�vati ma��e vsi qastotni

vidliki, wo vidpovida�t~ diskretnomu peretvorenn�

Fur'
. Tomu na�vnist~ haosu viznaqali xl�hom do-

slid�enn� zmini spektra z postupovo� zmino� poqat-

kovogo vidhilenn� x

0

. Doslid�uvali veliqinu � =

^

X

X

max

, de

^

X | seredn
 kvadratiqne znaqenn� inten-

sivnosti bez maksimal~nogo znaqenn� intensivnosti

spektra X

max

. Zale�nist~ �(x

0

) pokazana na ris. 6.

Ris. 6. Zale�n�st~ normovanogo seredn~ogo kvadratiq-

nogo znaqenn� �ntensivnosti spektra kolivan~ v�d am-

pl�tudi v diskretn�� model� nel�n��nogo ma�tnika (metod

trapec��).

Dani ris. 6 svidqat~ pro te,wo spektr ma��e strib-

kom pri pevnomu znaqenni x

0

perehodit~ vid lini�nogo

do neperervnogo na me�i perehodu vid kvaziperiodiq-

nih kolivan~ do haotiqnih.

Navedeni rezul~tati qislovih eksperimentiv da-

�t~ zmogu dewo utoqniti kartinu viniknenn�

kvaziperiodiqnih ta haotiqnih kolivan~ u diskret-

nih model�h matematiqnogo ma�tnika porivn�no z

tim, koli ci efekti po�sn��t~s� zburenn�m gamil~-

toni�na H(x; y) z urahuvann�m �ogo zale�nosti vid

qasu [5].
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NUMERICAL ANALYSIS OF NON{LINEAR CONSERVATIVE OSCILLATORS

T. Vasylenko, L. Sinitsky, Ja. Shmigelsky

Lviv State University, Chair of Radioelectronics

19 Drahomanov Str., Lviv, UA{290005, Ukraine

The paper provides an analysis of bifurcation phenomena in the dynamic of conservative oscillators when their

equations are discretised by various numerical methods. The Euler{Cromer method, trapezoidal, rectangular rules

and conservative methods are considered. For each of them the dependence of the energy and the frequency of

oscillation are evaluated as a function of the step of integration. Nevertheless the conservative methods preserve

the energy conservation law the change of the frequency of oscillation has the same order just as for all other

methods mentioned above. Conditions for existence of quasy-periodic motions and evaluation of their frequencies

are established. Chaotic behavour caused by discretisation was investigated in some papers. More detailed analysis

of such phenomena permitted to establish the values of parameters when such e�ects are impossible. Special

attention was devoted to a problem of distinguishing chaotic behavour from quasy-periodic motion. For this

purpose detailed analysis of spectrum of both motions was carried out. In particular it was shown that the

change of energy due to the discretisation cannot be considered as a main sign of an appearance of chaotic

behavour: there exists a wide interval steps of integration where energy changes to a marked degree during a

period. Nevertheless chaotic motions are not observed. The existence of chaos was assured in the case when

spectrum changes discontiniously under smoothly increasing of the energy.
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