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Metodom bezme�nogo rozgalu�enogo �nte�ral~nogo drobu dl� rozrahunku funkc�� �r�na

vivqeno eksiton{fononnu vza
mod�� u skladn�� sferiqn�� nanogeterostruktur�. Otrimano

toqni� anal�tiqni� viraz dl� masovogo operatora kvaz�qastinok, wo vza
mod��t~ z us�ma

v�tkami fonon�v sistemi. Viznaqeno priqini nel�n��noÝ zale�nosti v�d tovwini xaru �-HgS

dl� zsuvu osnovnogo r�vn� energ�Ý eksitona vnasl�dok vza
mod�Ý z pol�rizac��nimi fononami

u sferiqn�� nanogeterosistem� CdS/�-HgS/H

2
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I. VSTUP

Perspektivi zastosuvann� nap�vprov�dnikovih ge-

terosistem u nanoelektron�c�, lazern�� tehn�c� ta

�nxih galuz�h 
 potu�nim stimulom do vivqenn�

f�ziqnih �viw u nih. Eksperimental~no � teoretiqno

na�b�l~x dosl�d�en� kvaz�dvovim�rn� plosk� nanoge-

terostrukturi [1, 2] ta kvaz�odnovim�rn� (kvantov�

droti) [3, 4].

Vivqenn� sferiqnih kvantovih toqok prisv�qeno

menxe prac~. Hoqa spektr elektron�v, d�rok ta eksi-

ton�v vivqali dl� takih sistem � eksperimental~no

[5], � teoretiqno [5{8]. V pereva�n�� b�l~xost� teo-

retiqnih prac~ vza
mod�� elektron�v z pol�rizac��-

nimi fononami ne vrahovuvali. Dl� prostoÝ nano-

geterosistemi, �ka sklada
t~s� z nap�vprov�dniko-

voÝ kul~ki v d�elektriqnomu seredoviw�, bula ro-

zvinuta teor�� elektron{fononnoÝ vza
mod�Ý v nabli-

�enn� efektivnoÝ masi dl� elektrona z vikoristan-

n�m model� d�elektriqnogo kontinuumu pol�rizac��-

nih fonon�v. Dl� skladnih geterosistem z k�l~koma

r�znimi xarami pod�bna teor�� ne rozroblena, hoqa

ostann� real�zovan� eksperimental~no [10].

Naxo� meto� 
 vivqenn� eksiton{fononnoÝ vza-


mod�Ý v skladn�� sferiqn�� geterosistem� SdS/�-

HgS/H

2

O ta rozrobka metodu bezme�nih rozgalu-

�enih �nte�ral~nih drob�v �k matematiqnogo apa-

ratu dl� rozrahunku funkc�� �r�na kvaz�qastinok u

skladnih geterosistemah. Viznaqimo veliqinu pere-

normuvann� fononami energ�Ý osnovnogo stanu eksi-

tona u dosl�d�uvan�� nanogeterosistem�.

II. GAM�L^TON��N EKSITON{FONONNOÕ

VZA�MOD�Õ U SFERIQN��

NANOGETEROSISTEM� SdS/�-HgS/H

2

O

Rozgl�nemo sferiqnu nanogeterosistemu SdS/�-

HgS/H

2

O, �ka harakterizu
t~s� parametrami, na-

vedenimi v tablic�. Energ�� E � hvil~ova funkc��

�(r

l

; r

h

) eksitona v osnovnomu stan� u nabli�enn�

efektivnih mas dl� elektrona m

l

� d�rki m

h

roz-

rahovan� v prac� [10]. Spektr � vektori pol�rizac�Ý

obme�enih optiqnih ta �nterfe�snih fonon�v u mo-

del� d�elektriqnogo kontinuumu otriman� dl� takoÝ

sistemi v [11].

Vrahovu�qi v�domi� z [11] potenc��l pol� pol�ri-

zac��, �ke vza
mod�
 z eksitonnim elektronom � d�r-

ko�, ta perevod�qi gam�l~ton��n eksiton{fononnoÝ

vza
mod�Ý v zobra�enn� vtorinnogo kvantuvann� za

vs�ma zm�nnimi, oder�imo povni� gam�l~ton��n u vi-

gl�d�
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pov�dno; â

+

; â | operatori porod�enn� � zniwenn�

eksitonnogo zbud�enn� bozonnogo tipu.

Osk�l~ki v s-stanah zar�d�en� qastinki ne vza
-

mod��t~ z �nterfe�snimi fononami [9], to v

^

H

ph

vra-

hovan� lixe obme�en� LO-fononi, � tomu zg�dno z [11]

528



DOSL�D�ENN� EKSITON{FONONNOÕ VZA�MOD�Õ V SFERIQNIH NANOGETEROSISTEMAH : : :

Ris. 1. D��gramne zobra�enn� povnogo masovogo operatora kvaz�qastinki.
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Osk�l~ki zovn�xn�m seredoviwem geterosistemi 


d�elektrik H

2

O, to v n~omu "

12

= "

02

, zv�dsi �

2

(p) =

0, tobto eksiton ne vza
mod�
 z pozdov�n�mi fono-

nami seredoviwa.

Ot�e, povni� gam�l~ton��n eksiton{fononnoÝ si-

stemi viznaqeni�, wo da
 zmogu rozrahuvati pere-

normuvann� pol�rizac��nimi kolivann�mi energ�Ý

eksitona.

III. ZOBRA�ENN� KVAZ�QASTINKOVOÕ

FUNKC�Õ �R�NA U VIGL�D� BEZME�NOGO

ROZGALU�ENOGO �NTE�RAL^NOGO DROBU

Spektr eksiton{fononnoÝ sistemi, wo �ogo opi-

su
 gam�l~ton��n (2.1), mo�na viznaqiti metodom

funkc�� �r�na. Dl� c~ogo rozgl�nemo b�l~x zagal~-

ni� gam�l~ton��n, �ki� opisu
 sistemu bezsp�novih

kvaz�qastinok, �k� vza
mod��t~ z fononami pri du�e

niz~kih temperaturah (T = 0 K). Gam�l~ton��n takoÝ

sistemi u zobra�enn� qisel zapovnenn� tipovi� [12{

13]:
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bozoni); 


�q

| zakon dispers�Ý fonon�v g�lki � z
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tipu; �
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(q) | funkc�� zv'�zku kvaz�qastinok z fo-
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Dl� vi�vlenn� spektra kvaz�qastinok, perenor-

movanogo vza
mod�
�, neobh�dno viznaqiti Fur'
{

zobra�enn� povnoÝ F� G(k; !
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). �ogo viznaqa
 r�v-

n�nn� Da�sona (�h = 1)
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qerez povni� masovi� operator (MO) �k sukupn�st~

us�h nezv�dnih d��gram Fe�nmana. Dl� togo, wob ot-

rimati zobra�enn� MO u vigl�d� bezme�nogo rozga-

lu�enogo �nte�ral~nogo drobu, �k � u [14], mal�
mo
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vs� d��grami MO ne prosto u posl�dovnost� zb�l~-

xenn� k�l~kosti verxin, a zgrupu
mo Ýh zg�dno z

dvoma va�livimi oznakami (ris. 1): rims~k� cifri

zverhu zada�t~ por�dok stepen� kvadrata modul�

funkc�� zv'�zku, arabs~k� cifri pravoruq | maksi-

mal~nu k�l~k�st~ fononnih l�n��, �k� prohod�t~ nad

odn�
� z kvaz�qastinkovih (suc�l~nih) l�n�� u d��gra-

mah nazvanoÝ grupi. Arabs~ka cifra n odnoqasno za-

da
 maksimal~nu k�l~k�st~ v�rtual~nih fonon�v, wo

berut~ uqast~ u procesah vza
mod�Ý, �ku opisu
 zga-

dani� klas d��gram.

Zg�dno z pravilami z�stavlenn� d��gram z anal�-

tiqnimi virazami u tehn�c� Pa�nsa [15] (de v�e viko-

nano �nte�ruvann� za vs�ma prom��nimi qastotami),

d��grama, wo vrahovu
 lixe odnofononni� proces,
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A

n

(k;!

0

;�

1

;q

1

;�

2

;q

2

; :::;�

n

;q

n

) = 1

+

n�1

X

s=1

s

Y

p=1

!

0

� "

k�

P

n�p

l=1

q

l

�

P

n�p

l=1




�

l

q

l

!

0

� "

k�

P

n

l=1

q

l

+

P

p

l=1

q

n+p(s+l)

�

P

n

l=1




�

l

q

l

+

P

p

l=1




�

n+p�(s+l)

q

n+p�(s+l)

: (3.8)
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U vipadku, koli fononna sistema ma
 lixe odnu

g�lku kolivan~ (� = 1), MO (3.7) � koef�c�
nti A

n

(3.8), �k � povinno buti, zb�ga�t~s� z v�dpov�dnimi

virazami prac� [7], viznaqenimi dl� takoÝ model�.

Ot�e, formuli (3.2), (3.7), (3.8), po sut�, 
 toq-

nim rozv'�zkom zadaq� pro viznaqenn� anal�tiqnogo

virazu dl� Fur'
{zobra�enn� povnoÝ F� sistemi

kvaz�qastinok, wo vza
mod��t~ z fononami, �k� opi-

su
 gam�l~ton��n (3.1). U c~omu vipadku G(k; !

0

) v�d-

xukano u vigl�d� BR�D z anal�tiqno viznaqenimi

g�lkami dov�l~nogo n-go por�dku. �kwo � fononna

sistema ma
 lixe odnu g�lku (� = 1), to BR�D viro-

d�u
t~s� u bezme�ni� �nte�ral~ni� lanc�govi� dr�b

[14]. Harakterna osobliv�st~ zobra�enn� (3.7) ta, wo

v g�lkah dov�l~nogo n-go por�dku funkc�Ý zv'�zku 


lixe u vigl�d� j�

�

(q)j

2

, a ne v stepen�h dov�l~nih vi-

sokih por�dk�v, �k u tradic��nih r�dah Fe�nman�v-

s~koÝ tehn�ki.

Odnotipn�st~ strukturi MO (3.7) da
 zmogu por�v-

n�no prosto sklasti al�oritm �ogo rozrahunku na

EOM, �kwo zadan� zakoni dispers�Ý kvaz�qastinok

(E

k

), fonon�v (


�q

) � funkc�� Ýhn~ogo zv'�zku (�

�

(q)).

P�d qas takih rozrahunk�v povnogoMO potr�bno obri-

vati g�lki drobu takogo por�dku (n), �ki� zabezpe-

qu
 dostatn� toqn�st~. Zrozum�lo, wo qim b�l~xa

vza
mod�� j�

�

(q)j

2

, tim b�l~xi� por�dok n potr�bno

vrahovuvati. Odnak, nav�t~ u vipadkah, koli ener-

g�� vza
mod�Ý znaqno pereviwu
 na�b�l~xu z energ��

fononnih g�lok, potr�bno vrahuvati por�vn�no neve-

liku k�l~k�st~ n fononnih proces�v, wob otrimati

rezul~tat z dobro� toqn�st�.

IV. PERENORMUVANN�

POL�RIZAC��NIMI FONONAMI

OSNOVNOGO EKSITONNOGO STANU V

CdS/�-HgS/H

2

O

Rozvinuti� u poperedn~omu paragraf� metod roz-

rahunku funkc�Ý �r�na zastosovni� do gam�l~ton��na

(2.1). V c~ogo vipadku "

k

= E;


�q

= 


�

, suma

za q perehodit~ u sumu za p, tomu, osk�l~ki v ma-

sovomu operator� (3.7) suma za q ! p stosu
t~s�

lixe funkc�� zv'�zku, doc�l~no vvesti poznaqenn�

�

2

�

=

P

1

p=�1

j�

�

(p)

2

� bezrozm�rni� parametr a

�

=

�

�

=


�

, �ki� harakterizu
 energ�� vza
mod�Ý eksi-

tona z optiqnimi fononami seredoviwa � v odinic�h

energ�Ý c~ogo fonona.

Hoqa dl� takoÝ model� v�dome toqne �nte�ral~ne

Fur'
{zobra�enn� F� [15]

G(!

0

) =

exp(�

P

�

a

2

�

)

2�i

(4.1)

�

Z

dte

i

(

!

0

�"�

P

�

�=1

a

2

�




�

)

t+

P

�

�=1

a

2

�

exp(�i


�

t)

;

odnak pr�moÝ mo�livosti otrimati z n~ogo toqni�

spektr sistemi nema. Lixe za dodatkovoÝ umovi, wo

operator k�l~kosti kvaz�qastinok dor�vn�
 svo
mu

kvadratu, mo�live un�tarne peretvorenn� [12], �ke

viznaqa
 perenormovani� energetiqni� spektr si-

stemi

"

�

1

;:::;�

n

= "�

�

X

�=1

a

2

�




�

+

n

X

l=1




�l

; (4.2)

(n = 0; 1; 2; :::;1):

�k baqimo, u c~omu spektr� 
 osnovni� stan, wo v�d-

pov�da
 na�vnosti v sistem� kvaz�qastinki z perenor-

movano� energ�
� E

(0)

= E �

P

�

�=1

a

2

�




�

, � bezme�na

k�l~k�st~ zbud�enih stan�v sistemi, wo v�dpov�da�t~

energ��m sistemi, koli v n�� �snu
 kvaz�qastinka ra-

zom z odnim �z fonon�v g�lki � (E

(1)

�

= E

(0)

+ 


�

), z

dvoma fononami (E

�

1

;�

2

= E

(0)

+


�

1

+


�

2

) � t.d.

Spektr rozgl�nutoÝ sistemi bez bud~-�kih dodat-

kovih obme�en~ viznaqa�t~ metodom BR�D. U c~omu

vipadku, osk�l~ki suma za q stosu
t~s� lixe funk-

c�Ý zv'�zku � ne stosu
t~s� energ�Ý kvaz�qastinok ta

fonon�v, rozgalu�eni� �nte�ral~ni� dr�b dl� MO

(3.7) virod�u
t~s� u prosti� rozgalu�eni� (ne �n-

te�ral~ni�). Vvod�qi zruqn� bezrozm�rn� veliqini:

energ�Ý fonon�v

~




�

= 


�

=
, qastotu � = (! � E)=
,

povni� MO m(�) = M

1

(!)=
 vira�eni� v odinic�h

m�n�mal~noÝ energ�Ý fonon�v 
 = min


�

, z (3.7) otri-

mu�t~

m(�) =

�

X

�

1

=1

a

2

�

1

� �

~




�

1

�

P

�

�

2

=1

a

2

�

2

A

2

(�;�

1

;�

2

)

��

~




�

1

�

~




�

2

�:::�

P

�

�

n

=1

a

2

�

n

A

n

(�;�

1

;:::;�

n

)

��

P

n

l=1




�

l

�:::

; (4.3)

de

A

n

(�; �

1

; :::; �

n

) = 1 +

n�1

X

s=1

s

Y

p=1

� �

P

n�p

l=1

~




�

l

� �

P

n

l=1

~




�

l

+ � �

P

p

l=1

~




n+p�(s+l)

: (4.4)
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DOSL�D�ENN� EKSITON{FONONNOÕ VZA�MOD�Õ V SFERIQNIH NANOGETEROSISTEMAH : : :

Dispers��ne r�vn�nn�

� = m(�) (4.5)

viznaqa
 energetiqni� spektr sistemi.

Mi tut ne budemo c�kavitis� zbud�enimi (\zv'�za-

nimi") stanami elektron{fononnoÝ sistemi v CdS/�-

HgS/H

2

O, a obme�imos� lixe rozrahunkom perenor-

movanoÝ energ�Ý osnovnogo stanu eksitona.

Ris. 2. Zale�n�st~ zsuvu osnovnogo eksitonnogo r�vn�

v�d k�l~kosti monoxar�v �-HgS pri R

0

= 4a

CdS

.

Konkretn� rozrahunki vikonuvali za dopomogo�

EOM z parametrami sistemi, navedenimi v tablic�.

Zale�n�st~ zsuvu eksitonnogo r�vn� v�d tovwini

xaru �-HgS (n | tovwina xaru v odinic�h a

H

g

S

)

f�ksovanogo znaqenn� rad�usa vnutr�xn~ogo nanokri-

stala CdS pokazana na ris. 2.

Z ris. 2 vidno, wo zale�n�st~ �

ex

v�d n 
 sklad-

no� nel�n��no� funkc�
�, hoqa ÝÝ poved�nka zro-

zum�la z f�ziqnih m�rkuvan~. Potr�bno zauva�iti,

wo vza
mod�� eksitona z pol�rizac��nimi kolivan-

n�mi proporc��na veliqin� "

�1

1

� "

�1

0

, �ka dl� CdS

stanovit~ 0.072, a dl� �-HgS | 0.033. Ot�e, pri

n = 0, koli nanokristal CdS m�stit~s� u vod� (xaru

�-HgS nema), eksiton perebuva
 u sferiqn�� poten-

c��l~n�� �m� CdS � vnasl�dok vza
mod�Ý z pol�rizac��-

nimi kolivann�mi c~ogo kristala zm�n�
 energ��

osnovnogo stanu na � 11meV, wo slabko zale�it~

v�d veliqini R

0

.

�kwo u geterosistem� dodati odin xar �-

HgS(n=1), to vinika
 we odna (glibxa) potenc��l~na

�ma, v �ku perem�wa
t~s� elektron (unasl�dok b�l~-

xoÝ seredn~oÝ efektivnoÝ masi), a d�rka we golovno

perebuva
 v CdS. Vnasl�dok c~ogo seredn� v�dstan~

m�� elektronom � d�rko� zb�l~xu
t~s�, voni slabxe

vza
mokompensu�t~ svoÝ pol�rizac��n� pol� � tomu

�

ex

zb�l~xu
t~s�. Z podal~xim zb�l~xenn�m n (2{3)

u�e � d�rka nabli�a
t~s� do me�� pod�luCdS � �-HgS,

a tomu znaqenn� stvorenoÝ ne� pol�rizac�Ý getero-

sistemi zmenxu
t~s�, ot�e, � �

ex

zmenxu
t~s�. Pri

n � 4 � elektron, � d�rka perebuva�t~ v osnovnomu

v glibx�� �m� �-HgS, priqomu vnasl�dok malih roz-

m�r�v �mi rad��l~na v�dstan~ m�� nimi mala, tomu

pol�rizac��n� pol� ma��e vza
mokompensu�t~s� �

pri n � 4; 5 �

ex

m�n�mal~ne. Podal~xe zb�l~xenn�

n rozxir�
 �mu �-HgS, wo da
 zmogu elektronov�

v�ddalitis~ v�d d�rki, a ot�e, poslabl�
 vza
mokom-

pensac�� pol�rizac��nih pol�v, wo v�dpov�dno privo-

dit~ do zb�l~xenn� �

ex

.

Narext� zauva�imo, wo pri n � 7 znaqenn� zsuvu

�

ex

nabli�a
t~s� do E

1e;h

�E

0e;h

� tomu vikoristana

model~, �ka ne vrahovu
 m��r�vnevu vza
mod�� qerez

fononi, ne 
 zastosovno�.
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M. TKAQ

INVESTIGATION OF THE EXCITON{PHONON INTERACTION IN

NANOHETEROSYSTEMS BY � THE INFINITE BRANCHING INTEGRAL FRACTION

METHOD

M. Tkach

Chernivtsi State University, 2 Kotsyubynskii Str., Chernivtsi, UA{274012, Ukraine

The exciton{phonon interaction in the complicated spherical nanoheterosystem is studied within the method

of the in�nite branching integral fraction for the calculation of Green functions. The exact analytic expression for

the mass operator of quasiparticles interacting with all phonon modes of the system is obtained. The reasons of

the non-linear dependence of the exciton basic energy level shift due to the interaction with the polarizational

phonons in the spherical CdS/�-HgS/H

2

O nanoheterosystem on the �-HgS core thickness are established.
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