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Rozvineno p�dh�d do problemi obqislenn� v�l~noÝ energ�Ý b�narnogo nevpor�dkovanogo

splavu, koli �vnim qinom vrahovu�t~s� teplov� kolivann� atom�v. Zaproponovano spos�b,

�ki� da zmogu u statistiqn�� sum� splavu vikonati toqno userednenn� za kolivnimi stu-

pen�mi v�l~nosti. U �ausovomu nabli�enn� metodu kolektivnih zm�nnih rozrahovana stati-

stiqna suma splavu. Pokazano, wo u v�l~n�� energ�Ý splavu  qleni, zumovlen� vzamozv'�zkom

konf��urac��nih ta kolivnih stupen�v v�l~nosti. �nakxe ka�uqi, u takih qlenah konf��u-

rac��n� ta kolivn� efekti ne mo�na rozd�liti.
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rac��n� ta kolivn� stupen� v�l~nosti.
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I. VSTUP

Dosl�d�enn� termodinam�qnih vlastivoste� ne-

vpor�dkovanih splav�v na m�kroskop�qnomu r�vn� na-

le�it~ do tih aktual~nih problem f�ziki tverdogo

t�la ta mater��loznavstva, �k� � dos� ne vir�xen�. Zav-

dann� znaqno uskladn�t~s�, �kwo vz�ti do uvagi we

� teplov� kolivann� atom�v splavu [1].

Teor�� teplovih kolivan~ �deal~noÝ �ratki ta

vplivu fonon�v na r�zn� f�ziqn� vlastivost� kri-

stal�v dobre rozvinena [2, 3]. Pobudovano zagal~n�

shemi posl�dovnogo vrahuvann� angarmon�qnih efek-

t�v (fonon{fononnoÝ vzamod�Ý) ta vzamod�� fonon�v

z �nximi elementarnimi zbud�enn�mi, wo  u �ratc�,

div., napriklad, [2].

Usp�hi u vivqenn� kolivnih vlastivoste� nevpo-

r�dkovanih sistem �z topolog�qnim (strukturnim)

bezladom qi bezladom tipu zam�wenn� nabagato

skromn�x�, nezva�a�qi na trivalu �stor�� [4{6].

U dosl�d�enn�h dinam�ki �ratki nevpor�dkova-

nih sistem mo�na vid�liti dva metodi: anal�tiq-

ni� ta qislovi�. Perxi� pov'�zani� z teoretiqnimi

rozrahunkami veliqin, �k� samouseredn��t~s�. Do

nih nale�it~ gustina fononnih stan�v. ÕÝ legko ob-

qisliti, �kwo v�doma fononna funkc�� �r�na. Dl�

poxuku userednenoÝ za konf��urac��mi qi termo-

dinam�qno funkc�Ý �r�na nevpor�dkovanih sistem 

r�zn� metodi, ogl�d �kih , napriklad, u [4, 5].

Sered prac~ c~ogo napr�mku sl�d vid�liti do-

robok xkoli �.Vakarquka [7, 8]. Avtori [7, 8] do-

sl�d�uvali topolog�qno nevpor�dkovan� bagatosortn�

sistemi atom�v z parno� m��atomno� vzamod�� u

d-vim�rnomu prostor�. Rozvinena tehn�ka poxuku use-

rednenih za konf��urac��mi dvoqasovih temperatur-

nih funkc�� �r�na, pol�si �kih viznaqa�t~ spektr

fononnih zbud�en~ [7]. Proanal�zovano zagasann�

cih zbud�en~ na fl�ktuac��h atomnih gustin.

V osnov� qislovih metod�v dosl�d�enn� teplovih

kolivan~ �ratki nevpor�dkovanih splav�v  viko-

ristann� metodu molekul�rnoÝ dinam�ki ta teoremi

pro k�l~k�st~ v�d'mnih vlasnih znaqen~ matric�,

div. [6, 9].

Ko�en p�dh�d ma svoÝ pozitivn� vlastivost� ta ne-

dol�ki. Napriklad, u qislovih metodah ne vinika

pitann� pro vrahuvann� angarmon�zmu, odnak  er�o-

diqna problema ta pitann� pro obqislenn� termodi-

nam�qnih vlastivoste� (v�l~noÝ energ�Ý towo) nevpo-

r�dkovanih sistem [5, 6, 9].

V anal�tiqnih metodah tradic��no obme�u�t~s�

garmon�qnim nabli�enn�m. Kr�m togo, v�dkrite

pitann� posl�dovnogo vrahuvann� vplivu efekt�v

bliz~kogo por�dku na kolivn� vlastivost� nevpor�d-

kovanogo splavu [1, 5, 6, 9].

Naxa meta | rozvinuti spos�b rozrahunku v�l~-

noÝ energ�Ý b�narnogo splavu zam�wenn�, koli �vno

berut~ do uvagi teplov� kolivann� atom�v. Pod�bna

zadaqa opisana v [10, 11], ale v cih prac�h vnesok te-

plovih kolivan~ atom�v u termodinam�ku splavu vra-

hovuvali fenomenolog�qno z vikoristann�m model�

Deba�{�r�na�zena. Dl� viznaqenn� parametr�v mo-

del� (temperaturi Deba� ta ÝÝ zale�nosti v�d ob'mu)

vikoristovuvali eksperimental~n� dan� pro modul�

pru�nosti ta konstantu �r�na�zena splav�v. Bulo

pokazano, wo vkl�qenn� u teor�� efekt�v teplovogo

rozxirenn� stab�l�zu �ratku b�narnih splav�v bla-

gorodnih metal�v [10, 11]. Osoblivo suttvim vi�vi-

vs� vpliv teplovih kolivan~ atom�v na vigl�d fazo-

voÝ d��grami dl� sistemi m�d~{zoloto [10].

Mi v�l~nu energ�� splavu obqisl�vali metodom

kolektivnih zm�nnih [12] u me�ah m�kroskop�qnogo

p�dhodu.
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II. STATISTIQNA SUMA SPLAVU.

VIKONANN� OPERAC�Õ \XPUR" ZA

KOLIVNIMI STUPEN�MI V�L^NOSTI

Rozgl�nemo nevpor�dkovani� b�narni� splav zam�-

wenn� kub�qnoÝ strukturi, tobto z odnim atomom, na

elementarnu kom�rku.Konf��urac�ÝN atom�v u splav�

zada�t~s� naboramiN znaqen~ qisel zapovnenn� �

R

,

�k� budemo poznaqati simvolom f�

R

g, de �

R

= +1,

�kwo u vuzl�R  atom sortu A, � �

R

= �1, �kwo vuzol

za�n�ti� atomom sortu V. Gam�l~ton��n splavu u na-

bli�enn� poparnih efektivnih m���onnih vzamod��

ma taki� vigl�d [1]:
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de T ta U | v�dpov�dno k�netiqna ta potenc��l~na

energ�Ý splavu; M

i

| masa atoma sortu i (i = A;B);

�R| vektor zm�wenn� atoma, wo  u vuzl� R, z polo-

�enn� r�vnovagi R

0

, tobto R = R

0

+ �R; simvol �

_

R

oznaqa poh�dnu za qasom; V

ij

(q) |fur'{zobra�enn�

efektivnoÝ parnoÝ vzamod�Ý atom�v sort�v i; j (i; j =

A;B). �vn� anal�tiqn� virazi dl� V

ij

(q) naveden� v

[1].

Rozklademo exp(�iqR) za zm�wenn�mi, vva�a�qi

j�Rj � jR

0

j, � obme�imos~ u rozklad� kvadratiqnim

qlenom (garmon�qne nabli�enn�):

exp(iqR) = exp(iqR

0

)[1 + iq�R (2.2)

�

1

2

(q�R)

2

+ : : :]:

Vprovadimo fur'{zobra�enn� qisel zapovnenn�
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.
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Simvol k 2 BZ oznaqa, wo hvil~ovi� vektor k

nabuva N znaqen~ u perx�� zon� Br�ll�ena.

Formulu (2.1) mo�na perepisati takim qinom,

uz�vxi do uvagi (2.2){(2.4):
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| gam�l~ton��n �orstkoÝ (neruhomoÝ) �deal~noÝ

�ratki. �vn� virazi dl� koef�c�nt�v V

0

, V

1

, V

2

(k)

naveden� v [1]. Drugi� dodanok u (2.5) | ta qastina

gam�l~ton��na splavu, �ka pov'�zana z teplovimi ko-

livann�mi atom�v
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Perxi� qlen u prav�� qastin� (2.7) | operator

k�netiqnoÝ energ�Ý, drugi� | zm�na potenc��l~noÝ

energ�Ý splavu vnasl�dok teplovih kolivan~ atom�v.

�z formul (2.8), (2.9) vidno, wo T , U

k

zale�at~

qerez �̂

k

, �̂

k

�̂

k

0

v�d konkretnih konf��urac�� roz-

m�wenn� �on�v dvoh sort�v na vuzlah �ratki, a hvi-

l~ovi� vektor k u vipadku nevpor�dkovanogo splavu

v�e ne  \dobrim kvantovim qislom", osk�l~ki

fur'{peretvorenn� (2.4) ne d��gonal�zu gam�l~-

ton��n H

ph

stosovno �R

k

. Detal~n� formuli dl�

funkc�� f

(0)

(k), f

(1)

(k;k

0

), f

(2)

(k

00

) mo�na zna�ti v

[1]. P�d qas vivedenn� formul (2.5){(2.9) zroblen�

tak� sprowenn�:

a) garmon�qne nabli�enn�;

b) vva�at~s�, wo ampl�tuda teplovih zm�wen~

atom�v �R

k

ne zale�it~ v�d sortu atoma.

Sformumo z vektor�v �R

k

, �k� v�dpov�da�t~ r�z-

nim znaqenn�m k 2 BZ, vektor{stovpec~ (�R).

V�dpov�dno transponovanu vektor{str�qku poznaqimo

simvolom (�R)

T

. K�netiqnu energ�� ta zm�nu poten-

c��l~noÝ energ�Ý splavu vnasl�dok teplovih kolivan~

atom�v zapixemo u matriqnomu vigl�d� takim qinom:

T = (�

_

R)

T

kMk(�

_

R); (2.10)

U = (�R)

T

k�k(�R): (2.11)

�vni� vigl�d matric~ masi kMk ta silovih sta-

lih k�k legko viznaqiti z viraz�v (2.8), (2.9) v�d-

pov�dno, priqomu obidv� matric� u zobra�enn� hvi-

l~ovih vektor�v  ned��gonal~nimi, bo u nevpor�dko-

vanomu splav� nema transl�c��noÝ �nvar��ntnosti.

Pripustimo, wo nam vdalos� rozv'�zati zadaqu na

vlasn� znaqenn�

(kMk!

2

� k�k)(�R) = 0; (2.12)

tobto zna�ti 3N vlasnih znaqen~ !

k�

ta vlasnih vek-

tor�v �R

k�

, de � = 1; 2; 3 | �ndeks pol�rizac�Ý koliv-

nogo zbud�enn�. Traktu�qi �R

k�

ta �

_

R

k�

�k kvan-

tovomehan�qn� operatori, pere�demo v�d nih do ope-

rator�v porod�enn� ta zniwenn� kolivnih mod b

+

k�

ta b

k�

� zapixemo H

ph

(2.7) u zobra�enn� vtorinnogo

kvantuvann� (detal�, div., napriklad, u [2]):

H

ph

=

X

k;�

�h!

k�

�

b

+

k�

b

k�

+

1

2

�

: (2.13)

Suttvo� v�dm�nn�st� zapisu (2.13) v�d vipadku �de-

al~nogo kristala  te, wo vlasn� znaqenn� zadaq�

(2.12)  nev�domim funkc�onalom zale�nih v�d kon-

f��urac�Ý veliqin �̂

k

, tobto

!

k�

= !

k�

(f�̂g); (2.14)

de simvol f�̂g oznaqa mno�inu N znaqen~ �̂

k

(2.3) z

k 2 BZ. Zrozum�lo, wo f�̂g, a ot�e, � !

k�

(2.14) dl�

ko�nogo konkretnogo rozpod�lu �on�v dvoh sort�v na

vuzlah �ratki  r�zn�, tomu !

k�

(2.14) ne nale�it~ do

veliqin, �k� samouseredn��t~s�.

Rozrahunok statistiqnoÝ sumi splavu

Z = Tr

fphg

Tr
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R

g

exp[��(H

0

+H

ph

)] (2.15)

oznaqa p�dsumovuvann� d��gonal~nih matriqnih

element�v statistiqnogo operatora za kolivnimi

ta konf��urac��nimi stupen�mi v�l~nosti, � =

(k

B

T )

�1

, k

B

| stala Bol~cmana, T | temperatura.

Sistema vlasnih funkc�� operatora H

ph

(2.13)

v�doma [2], tomu vikonann� operac�Ý Tr

fphg

ne  utrud-

nene [13]. Otrimamo
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:

Varto zaznaqiti, wo operac�� Tr

fphg

bula vikonana v (2.15) z H

ph

(2.13) toqno, bez vikoristann� bud~-�kih

nabli�en~. Potr�bno lixe z'�suvati pitann� pro �vnu funkc�onal~nu zale�n�st~ !

k�

v�d f�̂g. ÕÝ mo�na

zapisati u na�b�l~x zagal~nomu vigl�d� tak:
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de !

0

k�

| fononna qastota seredn~ogo kristala,

funkc�Ý '

n

(n � 2) harakterizu�t~ vpliv n-

qastinkovih korel�c�� na qastotu

h!

k�

i = !

0

k�

+

X

k

1

'

1

(k;k

1

�)h�

k

1

i+ : : : : (2.18)

Poznaqenn� h: : :i oznaqa termodinam�qne seredn, a

�(k

1

+k

2

+ : : :+k

n

) | simvol Kronekera, v�dm�nni�

v�d nul�, �kwo suma n vektor�v k

1

+ : : :+k

n

dor�vn�

nul� abo vektoru obernenoÝ �ratki. Zaznaqimo, wo

funkc�Ý '

n

(n = 1; 2; : : :) u viraz� (2.17) ne zale�at~

v�d konf��urac�Ý rozm�wenn� �on�v dvoh sort�v na vuz-

lah �ratki. R�di (2.17), (2.18) povinn� buti zb��nimi,

bo prirodno oq�kuvati, wo vneski bagatoqastinkovih

korel�c�� (n � 3) u h!

k�

i xvidko zmenxu�t~s� �z

zb�l~xenn�m qisla n.

Dl� podal~xogo rozrahunku statistiqnoÝ sumi

splavu (2.16) neobh�dno konkretizuvati viraz

!

k�

(f�̂g) (2.17). Znehtumo poki wo vneskom n-

qastinkovih (n � 2) efekt�v u !

k�

(f�̂g) ta zapixemo

funkc�� '

1

(k;k

1

) u vigl�d�

'

1
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) = '(k; �)�(k � k

1

): (2.19)

Tod�

!

k�

(f�̂g) = !

0

k�

+ '(k; �)�̂

k

: (2.20)

III. V�L^NA ENERG�� B�NARNOGO SPLAVU

Wob vikonati operac�� Tr

f�

R

g

v (2.16) na ko�nomu

vuzl� R nezale�no v�d konf��urac�Ý rozm�wenn� N

i

atom�v i-go sortu na N vuzlah �ratki (N

A

+N

B

= N),

pere�demo v (2.16) do statistiqnoÝ sumi velikogo ka-

non�qnogo ansambl�
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k

)�

X

i=A;B

�

i

N

i

]

o

; (3.1)

de �

i

| hem�qni� potenc��l metalu i-go sortu. Sim-

volom exp[��H(�̂

k

)] poznaqeno pravu qastinu virazu

(2.16). Ce poznaqenn� matime konkretni� sens, �kwo,

vz�vxi do uvagi (2.20), zapisati sinh(��h!

k�

=2) v eks-

ponentn�� form�:
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Na p�dstav� vimogi, wob rozklad (3.2) buv zb��-

nim, legko viznaqiti asimptotiqnu poved�nku funk-

c�Ý '

k;�

v oblast� malih znaqen~ hvil~ovogo vektora

k, vrahuvavxi, wo !

0

k�

� k pri k ! 0. �z (3.3), (3.4)

vipliva: �kwo

'

k;�

� k

2

pri jkj ! 0; (3.5)

to r�d u (3.2) bude xvidko zb��nim prina�mn� v

oblast� malih k. Obme�imos� v (3.2) perximi tr~oma

qlenami rozkladu. Tod�

Y

k�

�

sinh

�

��h!

k;�

2

��

�1

� 2

�3N

Y

k�

exp

"

�D

0

 

��h!

0

k;�

2

!

� D

1

�

��h!

0

k�

2

��

��h'

k�

2

�

�̂

k

�

1

2

D

2

�

��h!

0

k�

2

��

��h'

k�

2

�

2

�̂

k

�̂

�k

#

: (3.6)

Wob obqisliti

~

Z (3.1), skoristamos� metodom kolektivnih zm�nnih (KZ) [12]. Viraz dl�

~

Z (3.1) u metod�

KZ nabuva vigl�du (detal� div. u [1] ta [14])

~

Z = 2

�3N

exp

"

�N�V

0

(�)�

X

k�

D

0

 

��h!

0

k;�

2

!#

Z

: : :

Z

exp

(

�

X

k�

D

1

�

��h!

0

k�

2

�

� f

k�

�

k

�

1

2

X

k2BZ

h

�V

2

(k)+

X

�

D

2

�

��h!

0

k�

2

�

f

2

k�

i

�

k

�

�k

)

I(�)

Y

k2BZ

d�

k

: (3.7)
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U (3.7) vprovad�en� tak� poznaqenn�:

V

0

(�) = V

0

�

1

2

(�

A

+ �

B

); (3.8)

f

k�

=

��h'

k�

2

: (3.9)

Funkc��

I(�) = Tr

f�

R

g

Y

k2BZ

�

�

�

k

�

1

p

N

X

R

�

R

exp(�ikR)

�

exp

h

��V

1

(�)

X

R

�

R

i

(3.10)

| �kob��n perehodu v�d zale�nih v�d konf��urac�� veliqin �̂

k

(2.3) do kolektivnih zm�nnih �

k

. U (3.10)

V

1

(�) = V

1

�

1

2

(�

A

� �

B

): (3.11)

�kob��n perehodu do KZ (3.10) p�sl� vikonann� operac�Ý Tr

f�

R

g

mo�na perepisati tak [14]:

I(�) = 2

N

exp(NM

0

)Q

N

exp

h

�a

1

p

N�

0

�

a

2

2

X

k2BZ

�

k

�

�k

�

a

3

3!

p

N

X

k2BZ

�

k

1

�

k

2

�

k

3

�(k

1

+ : : :+ k

3

)� : : :

i

; (3.12)

de

Q =

1

Z

�1

exp

h

2�iM

1

! +

(2�i)

2

2!

M

2

!

2

+ : : :+

(2�i)

n

n!

M

n

!

n

+ : : :

i

d!; (3.13)

M

n

=

@

n

@y

n

ln cosh y

�

�

�

�

y=�V

1

(�)

: (3.14)

Formuli dl� koef�c�nt�v �kob��na perehodu a

1

, a

2

, a

3

, : : : naveden� v [14]. �kwo p�d qas obqislenn� �kob��na

perehodu do KZ (3.12) skoristatis� �ausovim nabli�enn�m (M

3

= M

4

= : : : = 0), to koef�c�nti a

i

(i = 1; 2 : : :)

mo�na zapisati v anal�tiqnomu vigl�d� [14]. Tod�

Q

G

=

1

p

2�M

2

exp

�

�

M

2

1

2M

2

�

; (3.15)

a

G

1

=

M

1

M

2

; a

G

2

=

1

M

2

; a

G

3

= a

G

4

= : : : = 0: (3.16)

Vs� nastupn� vikladi vestimut~s� u �ausovomu nabli�enn�, ale dl� sprowenn� zapis�v �ndeks "G" u virazah

dl� Q, a

i

, Z, towo bude opuweni�.

�z formul (3.16), (3.14), (3.11) vidno, wo koef�c�nti a

i

�kob��na perehodu do KZ I(�) (3.12)  skladnimi

funkc��mi temperaturi, r�znic� hem�qnih potenc��l�v komponent�v splavu ta potenc��lu V

1

. Statistiqnu

sumu splavu

~

Z (3.7) u �ausovomu nabli�enn� metodu KZ (div. (3.15), (3.16)) mo�na obqisliti anal�tiqno, a

dl� termodinam�qnogo potenc��lu

~

F (T; �) = �k

B

T ln

~

Z=N
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otrimu�t~ taku formulu:

~

F = V

0

(�) + �

�1

h

2 ln 2�M

0

+

M

2

1

2M

2

+N

�1

X

k�

D

0

(!

0

k�

)

i

� (�N)

�1

X

k

h

M

1

p

N�

0;k

+

P

�

D

1

(!

0

k�

)f

k�

M

2

i

2

2M

2

h

1 + �

~

V

2

(k)M

2

i

+ (�2N)

�1

X

k

ln

h

1 + �

~

V

2

(k)M

2

i

; (3.17)

de

~

V

2

(k) = V

2

(k) + �

�1

X

�

D

2

(!

0

k�

)f

2

k�

(3.18)

| perenormovani� vnasl�dok teplovih kolivan~ ato-

m�v potenc��l upor�dkuvann� V

2

(k).

Wob pere�ti v�d termodinam�qnogo potenc��lu

~

F (T; �) (3.17) do v�l~noÝ energ�Ý splavu F (T;C), C

i

=

N

i

=N | koncentrac�� atom�v i-go sortu, neobh�dno vi-

konati peretvorenn� Le�andra

F (T;C) =

~

F (T; �) +

X

i=A;B

�

i

N

i

: (3.19)

R�vn�nn�

C

A

� C

B

=

@

~

F

@�

B

�

@

~

F

@�

A

(3.20)

viznaqa r�znic� hem�qnih potenc��l�v komponent�v

splavu [14].

Nev�dom� funkc�Ý f

k�

(3.9) xukatimemo z umovi

m�n�mumu

~

F (T; �) stosovno f

k�

:

@

~

F (T; �)

@f

k�

= 0: (3.21)

Rozv'�zavxi sistemu r�vn�n~ (3.20), (3.21) dl� r�z-

nih znaqen~ temperaturi ta skladu splavu, mo�na

dosl�diti vnesok teplovih kolivan~ atom�v u v�l~nu

energ�� splavu zale�no v�d zovn�xn�h parametr�v T ,

C.

Proanal�zumo osoblivost� zaproponovanogo u c��

prac� p�dhodu, �ogo v�dm�nnost� v�d [15, 16]. �kwo u

viraz� (3.6) obme�itis~ perxim qlenom rozkladu,

to vneski u v�l~nu energ�� splavu, zumovlen� kon-

f��urac��nimi ta kolivnimi stupen�mi v�l~nosti,

rozd�l��t~s�. Tod� �orstku �ratku mo�na traktu-

vati �k sistemu v�dl�ku [1, 15, 16], viznaqiti ÝÝ v�l~nu

energ�� ta korel�c��n� funkc�Ý. Same taki� p�dh�d vi-

koristani� u [15, 16] dl� rozvinenn� koncepc�Ý \se-

redn~ogo korel~ovanogo splavu".

�z (3.17), (3.18) dobre vidno, wo vrahuvann� u roz-

klad� (3.6) nastupnih dodank�v zumovl� po�vu u

v�l~n�� energ�Ý splavu qlen�v, u �kih konf��urac��n�

ta kolivn� efekti v�e ne rozd�l��t~s�. Pitann�

nask�l~ki suttve perenormuvann� potenc��lu vpo-

r�dkuvann� splavu V

2

(k) vnasl�dok teplovih koli-

van~ atom�v, div. (3.18), bude temo� podal~xih do-

sl�d�en~.
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FREE ENERGY OF A DISORDERED ALLOY. CALCULATION OF THE CONTRIBUTION

CAUSED BY ATOMIC THERMAL VIBRATIONS

Z. Gurskii, A. Myhal

Institute for Condensed Matter Physics of the Ukrainian Acad. Sci.

1 Svientsitskii Str., Lviv, UA{290011, Ukraine

A new approach to the problem of the free energy calculation for a binary disordered alloy has been developed.

The explicit account of the atomic thermal vibrations is a feature of the approach proposed. A way that allows to

perform averaging over con�gurational and vibrational degrees of freedom exactly has been advanced. The alloy

partition fanction is calculated within the Gaussian approximation of the collective variables method. The free

energy is shown to contain the terms caused by relations between the con�gurational and vibrational degrees of

freedom. To put it in another way the con�guration and vibration e�ects could not be treated separately in the

alloy thermodynamics.
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