ȷURNAL F�ZIQNIH DOSL�DȷEN^ t. 1, ˝ 4 (1997) s. 513–520

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 1, No 4 (1997) p. 513–520

QISLOVI` ROZRAHUNOK NELINI`NIH KONSERVATIVNIH OSCIL˚TORIV

T. Vasilenko, L. Sinic~kiȷ, . Xmigel~s~kiȷ L~v˛vs~kiȷ derıavniȷ un˛versitet ˛men˛ ¨vana Franka, kafedra teoretiqnih osnov elektroradiotehniki UkraÝna, UA–290005, L~v˛v, vul. Dragomanova, 19 (Otrimano 19 bereznffl 1997)

Doslidıeno efekti, wo vinikat~ p˛d qas qislovogo rozrahunku kolivan~ neliniȷnih konservativnih oscilffltoriv. Porffld iz konservativnimi qislovimi metodami, fflki zavıdi zberigat~ gamil~toniffln, rozglfflnuto grupu metodiv (metod trapeciȷ, metod prfflmokutnikiv, metod Eȷlera–Kromera), wo ‚ konservativnimi til~ki dlffl liniȷnih sistem z˛ stalimi parametrami. P˛d qas zastosuvannffl cih metodiv u diskretnih modelfflh neliniȷnih oscilffltoriv porffld z periodiqnimi ruhami vinikat~ skladni reıimi, fflki nevlastivi neperervniȷ modeli. Na prikladi neliniȷnogo maffltnika doslidıeno periodiqni, kvaziperiodiqni ta stohastiqni reıimi u ȷogo riznih diskretnih modelfflh.

Kl¸qovi slova: konservativni sistemi, qislovi metodi, kvaziperiodiqni kolivannffl, haotiqni reıimi.

PACS number(s): 02.60.Cb

I. VSTUP

P˛d qas doslidıennffl periodiqnih reıimiv za dopomogo qislovih metod˛v u neliniȷnih konservativnih oscilffltorah vinikat~ efekti, fflki spotvort~ fflkisnu kartinu procesiv, wo sposterigat~sffl u neperervniȷ sistemi. Perxiȷ z nih — ce poruxennffl zakonu zbereıennffl energiÝ. Tomu qislovi metodi, wo dat~ zmogu pri diskretizaciÝ ne poruxuvati ceȷ zakon (tak zvani konservativni metodi [1–4]), privablt~ doslidnikiv.

Sutt‚vim nedolikom konservativnih metodiv ‚ nevisokiȷ porffldok Ýhn~oÝ toqnosti. Tomu dlffl skladnih zadaq, wo potrebut~ rozrahunkiv na velikih promiıkah qasu (napriklad, u nebesniȷ mehanici), vidmovitisffl vid tradiciȷnih qislovih metodiv nemoılivo. Same cim zumovleno te, wo nadali porffld iz konservativnimi metodami rozglffldat~sffl ȷ taki, wo viklikat~ poruxennffl zakonu zbereıennffl energiÝ. Dlffl togo, wob obİruntovano porivnfflti ci metodi, porffldok Ýhn~oÝ toqnosti priȷnfflto takim samim, fflk i v konservativnih.

II. MATEMATIQNI MODELI TA QISLOVI METODI

Rozglfflnemo konservativni sistemi drugogo porffldku, matematiqna model~ fflkih ma‚ viglffld ẋ = f(y), ẏ = −g(x), (2.1)

de x, y ∈ R, a funkciÝ f(y) ta g(x) zadovol~nfflt~ umovi isnuvannffl ta ‚dinosti rozv’fflzku. Gamil~toniffln dlffl (2.1)

H(x, y) = y∫ 0 f(η)dη + x∫ 0 f(ξ)dξ. (2.2)

Dlffl gamil~tonovih sistem konservativni metodi opisani v [1]. Õhnffl osoblivist~ polfflga‚ v tomu, wo u rivnfflnnfflh Gamil~tona dx dt = ∂H ∂y , dy dt = − ∂H ∂x (2.3)

vidbuva‚t~sffl diskretizaciffl fflk livih, tak i pravih qastin. Napriklad, u vipadku sistemi z odnim stupenem vil~nosti, fflkwo vikoristano odnokrokov˛ metodi, ma‚mo: x_{m+1} − x_m h = H(x_{m+1}, y_{m+1}) − H(x_{m+1}, y_m) y_{m+1} − y_m , (2.4) y_{m+1} − y_m h = − H(x_{m+1}, y_m) − H(x_m, y_m) x_{m+1} − x_m ,

abo x_{m+1} − x_m h = H(x_m, y_{m+1}) − H(x_m, y_m) y_{m+1} − y_m , (2.5) y_{m+1} − y_m h = − H(x_{m+1}, y_{m+1}) − H(x_m, y_{m+1}) x_{m+1} − x_m .

Z (2.4) i (2.5) otrimu‚mo

H(x_{m+1}, y_{m+1}) = H(x_m, y_m). (2.6)

Ale z ci‚Ý rivnosti nema‚ pidstav robiti visnovok, wo znaqennffl x_m ta y_m zb˛gat~sffl u vipadku rozrahunku za forulami (2.4) i (2.5). Til~ki v tomu vipadku, koli gamil~toniffln moına zapisati u viglffldi

H(x, y) = H_1(x) + H_2(y), (2.7)

rezul~tati rozrahunku ‚ odnakovimi. Nadali rozglffldatimemo til~ki taki prikladi, koli cffl umova vikonu‚t~sffl. Tomu riznici miı formulami (2.4) i (2.5) nema‚.

Porffld z (2.4) i (2.5) dlffl doslidıennffl (2.1) rozglfflnemo taki qislovi metodi:

metod trapeciȷ

x_{m+1} = x_m + h 2 [f(y_{m+1}) + f(y_m)], (2.8)

y_{m+1} = y_m − h 2 [g(x_{m+1}) + g(x_m)];

metod prfflmokutnikiv (metod seredn~oÝ toqki)

x_{m+1} = x_m + h[f((y_{m+1} + y_m)/2)], (2.9)

y_{m+1} = y_m − h[g((x_{m+1} + x_m)/2)];

metod Eȷlera–Kromera

x_{m+1} = x_m + hf(y_{m+1}), (2.10)

y_{m+1} = y_m − hg(x_m).

Vidomo, wo dlffl liniȷnoÝ gamil~tonovoÝ sistemi z˛ stalimi parametrami metodi (2.8) i (2.9) ‚ konservativnimi. Kr˛m togo, dlffl liniȷnoÝ sistemi z gamil~- tonifflnom H(x, y) = 1 2 (y^2 + x^2) (2.11)

qislovi formuli (2.4), (2.5), (2.8) i (2.9) privodfflt~ do odnakovih riznicevih rivnffln~. Tomu porivnvatimemo same ci metodi, a takoı metod (2.10), fflkiȷ duıe retel~no doslidıeno v [5] z poglffldu viniknennffl haosu p˛d qas qislovih rozrahunk˛v konservativnih sistem.

U vipadku zastosuvannffl metodiv (2.8) i (2.9) dlffl diskretizaciÝ neliniȷnoÝ konservativnoÝ sistemi nema‚ ıodnih pidstav oqikuvati, wo rivnist~ (2.6) bude vikonuvatisffl.

Rozglfflnemo pririst gamil~tonifflna (2.2) na odnomu kroci δH = x_{m+1}∫

x_m g(ξ)dξ + y_{m+1}∫

y_m f(η)dη. (2.12)

Uzdovı toqnogo rozv’fflzku (x(t), y(t)) sistemi (2.1) pririst δH, p˛d qas qislovogo inteİruvannffl vidminniȷ vid nulffl. Napriklad, dlffl metodu trapeciȷ (2.8) vikonu‚t~sffl totoınist~

[f(y_{m+1}) + f(y_m)](y_{m+1} − y_m) (2.13)

+[g(x_{m+1}) + g(x_m)](x_{m+1} − x_m) = 0.

Vidnimaqi vid (2.12) totoınist~ (2.13), otrimu‚mo

δH = x_{m+1}∫

x_m g(ξ)dξ − 1 2 [g(x_{m+1}) + g(x_m)](x_{m+1} − x_m)

+ y_{m+1}∫

y_m f(η)dη − 1 2 [f(y_{m+1})

+ f(y_m)](y_{m+1} − y_m). (2.14)

Tak samo dlffl metodu prfflmokutnikiv

δH = x_{m+1}∫

x_m g(ξ)dξ − g((x_{m+1} + x_m)/2)(x_{m+1} − x_m)

+ y_{m+1}∫

y_m f(η)dη − f((y_{m+1} + y_m)/2)

× (y_{m+1} − y_m). (2.15)

Otıe, pohibka rozrahunku gamil~tonifflna na odnomu kroci viznaqa‚t~sffl pohibko metodu trapeciȷ abo prfflmokutnikiv dlffl obqislennffl inteİraliv. kwo funkciÝ g(x) i f(y) dostatn~o gladki, a prirosti Δx_m = x_{m+1} − x_m ta Δy_m = y_{m+1} − y_m ‚ malimi, to, vikoristovuqi vidomi ocinki dlffl pohibok kvadraturnih formul [6], oderıimo dlffl metodu trapeciȷ δH ∼= − 1 12 [g^{′′}(x̄_m) · (Δx_m)^3 + f^{′′}(ȳ_m) · (Δy_m)^3], (2.16)

i dlffl metodu prfflmokutnikiv δH ∼= 1 24 [g^{′′}(x̄_m) · (Δx_m)^3 + f^{′′}(ȳ_m) · (Δy_m)^3], (2.17) de x̄_m = (x_{m+1} + x_m)/2, ȳ_m = (y_{m+1} + y_m)/2.

QISLOVI„ ROZRAHUNOK NEL¨N¨„NIH KONSERVATIVNIH OSCILTOR¨V

k konkretniȷ priklad sistemi (2.1) rozglfflnemo matematiqniȷ maffltnik

ẋ = y, ẏ = − sin x, (2.18)

de x — kut vidhilennffl maffltnika vid poloıennffl rivnovagi. Todi z (2.16) dlffl metodu trapeciȷ ma‚mo: δH ∼= 1 12 sin x̄_m(Δx_m)^3. (2.19)

Dlffl metodu prfflmokutnikiv analogiqne spivvidnoxennffl nabuva‚ viglffldu δH ∼= − 1 24 sin x̄_m(Δx_m)^3. (2.20)

Otıe, u c~omu vipadku qislove znaqennffl pohibki δH menxe 0.01% pri Δx_m ∼= 0.1, wo vidpovida‚ porffldku 10^2 krokiv na periodi kolivan~.

Protfflgom odnogo periodu moılive nakopiqennffl pohibki, pro wo svidqat~ rezul~tati qislovogo eksperimentu z viznaqennffl ÝÝ maksimal~nogo znaqennffl. Dlffl metodu trapeciȷ maksimal~ne vidhilennffl energiÝ protfflgom periodu vid znaqennffl, fflke vidpovida‚ neperevniȷ sistemi, dosit~ dobre viznaqa‚t~sffl spivvidnoxennfflm

δH% = 0.21x^{1.72}_{max}/N^2_L, (2.21)

de x_{max} — maksimal~niȷ kut vidhilennffl v qastkah π, N_L = Round(^{2π}_{ω0h} ) — kil~kist~ krokiv na periodi kolivan~ dlffl liniȷnogo maffltnika

ẋ = y, ẏ = −ω^2_0x. (2.22)

Spivvidnoxennffl (2.21) da‚ horoxi rezul~tati, koli N_L ≥ 8. kwo vvaıati, wo u seredn~omu Δx_m zrosta‚ proporciȷno do kroku h, to, fflk baqimo z (2.19) ta (2.21), global~na pohibka zaleıno vid kroku zrosta‚ povil~nixe, niı lokal~na: kvadratiqniȷ zakon zamist~ kubiqnogo.

Dlffl metodu Eȷlera–Kromera (2.10) veliqina ΔH priblizno na dva porffldki bil~xa, niı dlffl metodu trapeciȷ pri N_L ∼= 5·10^3, ale zrosta‚ liniȷno zaleıno vid kroku. Tomu z˛ zmenxennfflm (N_L ∼= 10) znaqennffl ΔH praktiqno zrivnt~sffl.

Teper zalixa‚t~sffl nevir˛xenim pitannffl pro isnuvannffl vikovih zmin energiÝ protfflgom bagat~oh periodiv. Vidpovid~ na n~ogo tisno pov’fflzana z harakterom ruhiv, wo viznaqat~sffl riznicevimi rivnfflnnfflmi.

III. PERIODIQNI REȷIMI

Dlffl malih krokiv diskretizaciÝ ta malih znaqen~ energiÝ toqki, wo vidpovidat~ poslidovnim iteracifflm na plowini (x, y), lfflgat~ na prostu krivu G, topologiqno ekvivalentnu do kola, fflka ‚ invarifflntno do vidobraıen~ (2.8)–(2.10). Vidomo, wo navit~ dlffl naȷprostixih vidobraıen~ v˛dxukannffl analitiqnogo virazu dlffl rivnfflnnffl ci‚Ý krivoÝ ‚ duıe skladno zadaqe.

Nikoli nema‚ vpevnenosti, wo invarifflntna kriva ne ‚ stohastiqnim xarom z duıe malo xirino. Toı koli ȷdet~sffl pro prosti invarifflntni krivi, ma‚t~sffl na uvazi, wo usima dostupnimi metodami ne vdavalosffl pomititi rozxirennffl takoÝ krivoÝ. Z ci‚ meto sposterigali ÝÝ okremi dilfflnki na ekrani displeffl, zbil~xeni v 10^7 raziv, analizuvali spektr signalu na vidrizku, wo ohopl‚ priblizno 100 periodiv kolivan~. Tomu tut i nadali til~ki u vipadku, koli nema rozmittffl krivoÝ ta qitko viraıeniȷ diskretniȷ spektr, vikoristovu‚t~sffl termin “prosta ˛nvarifflntna kriva”.

kwo kil~k˛st~ krokiv dosit~ velika (10^5–10^6), to kriva G u perevaıniȷ bil~xosti vipadkiv wil~no zapovn‚t~sffl poslidovnist toqok. Ce svidqit~ pro te, wo poslidovnosti {x_m} ta {y_m} ne ‚ per˛odiqnimi. Toqnixe, period, fflkiȷ zavıdi ‚ pri diskretizaciÝ za rivnem, znaqno pereviwu‚ kil~kist~ krokiv. Til~ki u ridkisnih vipadkah za q obertiv, fflkim vidpovida‚ N krokiv, dosfflga‚t~sffl povniȷ zb˛g toqok na G: tod˛ period odnogo obertu N_0 =^N_q . Oqevidno, wo N_0 =^1_α , de α — qislo obertannffl [7].

Otıe, period odnogo obertu N_0 slid vvaıati irracional~nim qislom, abo takim racional~nim qislom, dlffl fflkogo N ta q ‚ vza‚mno prostimi duıe velikimi qislami. Vipadki, koli q = 1, tobto N_0 ‚ cile qislo, nadzviqaȷno ridkisni, ale zaslugovut~ na uvagu, tomu wo privodfflt~ do zmini harakteru ruhu.

Dlffl periodiqnih poslidovnosteȷ, nezvaıaqi na zminu energiÝ protfflgom odnogo periodu, moına tverditi, wo vikovi zmini energiÝ dorivnt~ nul. Spravd˛, fflkwo dlffl defflkogo znaqennffl m = M ma‚mo y_M = 0, tobto diskretniȷ vidlik potraplffl‚ v ekstremal~nu toqku, to vnasl˛dok simetriÝ g(x) dlffl vsih inxih toqok vikonu‚t~sffl spivvidnoxennffl

x_{M−r} = x_{M+r} ta y_{M−r} = y_{M+r}, (3.1)

de r — dov˛l~ne c˛le qislo. U c~omu vipadku M+r∑ m=M−r [g(x_{m+1}) − g(x_m)](x_{m+1} − x_m) = 0, (3.2)

de p˛dsumovuvannffl poxir‚t~sffl na ciliȷ period. Todi ΔH = 0 na periodi procesu, wo oznaqa‚ vidsutnist~ vikovih zmin energiÝ.

kwo ıoden z diskretnih vidlikiv ne potraplffl‚ v ekstremal~nu toqku, a period diskretnoÝ sistemi — nevelike cile qislo, to zmina energiÝ, na perxiȷ poglffld, moıe vidriznffltisffl vid nulffl. Pokaıemo, wo ceȷ vipadok teı ne realizu‚t~sffl. Spravd˛, energiffl sistemi ta qislo obertannffl ‚ neperervnimi funkcifflmi poqatkovih umov (x_0, y_0). Koli N_0 ‚ irracional~nim qislom, to defflka toqka odnogo z vidobraıen~ (2.8)– (2.10) nabliıa‚t~sffl do ekstremal~nih toqok fflk zavgodno bliz~ko. Tomu v c~omu vipadku vikova zmina energiÝ bude fflk zavgodno malo. Vnasl˛dok neperervnosti ceȷ visnovok ‚ spravedlivim dlffl vsih poqatkovih umov, za fflkih prosti krivi ‚ invarifflntnimi dlffl vidobraıen~ (2.8)–(2.10).

Rozglfflnemo teper vpliv diskretizaciÝ na toqnist~ vidtvorennffl periodu kolivan~. ”oden iz rozglfflnutih metodiv ne zberiga‚ znaqennffl periodu kolivan~ neperervnoÝ sistemi. Vidomo [8], wo dlffl liniȷnoÝ sistemi (2.22) metod trapeciȷ pri ω_0h ≪ 1 da‚ vidnosnu pohibku dlffl periodu δ_T ∼= 1 12 (ω_0h)^2, (3.3)

a metod prfflmokutnikiv — δ_T ∼= − 1 24 (ω_0h)^2. (3.4)

Grafiki zaleınosteȷ vidnosnih pohibok dlffl periodu neliniȷnogo maffltnika (2.18) vid amplitudi kolivan~ pokazani na ris. 1. Tut i v usih inxih qislovih eksperimentah poqatkovi umovi dlffl diskretnih modeleȷ maffltnika priȷmali u viglffldi (x_0, 0), tomu v podal~xomu x_0 ototoın‚t~sffl z amplitudo kolivan~.

Ris. 1. Zaleın˛st~ v˛dnosnoÝ pohibki viznaqennffl per˛odu kolivan~ nel˛n˛ȷnogo maffltnika v˛d ampl˛tudi: 1 — dlffl metodu trapec˛ȷ; 2 — dlffl konservativnogo metodu; 3 — dlffl metodu Eȷlera–Kromera.

Dlffl metodu trapeciȷ ta konservativnogo metodu z˛ zbil~xennfflm aplitudi, koli ne moına nehtuvati neliniȷnist, pohibka sutt‚vo zmenxu‚t~sffl i perehodit~ qerez nul~ pri x_0 ∼= 0.7π dlffl metodu trapeciȷ ta pri x_0 ∼= 0.9π dlffl konservativnogo metodu. Dlffl kutiv, bliz~kih do π, pohibka vid’‚mna i prinaȷmni udviqi menxa, niı dlffl liniȷnogo maffltnika. Otıe, konservativniȷ metod z poglffldu zbereıennffl periodu kolivan~ ne ma‚ perevag pered metodami trapeciȷ ta prfflmokutnikiv.

U vipadku metodu Eȷlera–Kromera zb˛l~xennffl amplitudi kolivan~ spoqatku takoı viklika‚ zmenxennffl pohibki viznaqennffl periodu. Pri x_0 =^π_2 pohibka dorivn‚ nul, a potim zmin‚ znak i zb˛l~- xu‚t~sffl do znaqennffl, wo za absoltno veliqino vidpovida‚ pohibci δ_T pri rozrahunku liniȷnogo maffltnika.

Zmenxennffl pohibki δ_T p˛d qas rozrahunku neliniȷnogo maffltnika qastkovo pofflsn‚t~sffl tim, wo qastota kolivan~ pri velikih vidhilennfflh znaqno menxa, niı dlffl liniȷnogo maffltnika. Ce v˛dpov˛dno privodit~ do vidnosnogo zmenxennffl kroku diskretizaciÝ.

IV. KVAZIPERIODIQNI REȷIMI

Dlffl nekonservativnih metodiv (8–10) pri krokah inteİruvannffl i poqatkovih energifflh, bil~xih vid defflkih kritiqnih znaqen~, u diskretniȷ modeli neliniȷnogo maffltnika sposterigat~sffl kvaziperiodiqni reıimi. V c~omu vipadku fazova tra‚ktoriffl peresta‚ buti prosto krivo.

Kvaziperiodiqni ruhi, zviqaȷno, vinikat~ v okoli toqok (x^∗_m, y^∗_m), m = 1, N, fflki vidpovidat~ periodiqnomu reıimu z cilim periodom N i qislom obertannffl, wo ‚ vidnoxennfflm por˛vnfflno nevelikih vza‚mno prostih cilih qisel. Na ris. 2 dlffl N = N_0 = 8 zobraıeni fazovi tra‚ktoriÝ diskretnoÝ modeli za metodom Eȷlera–Kromera dlffl neliniȷnogo maffltnika. Periodiqnomu reıimu vidpovida‚ poqatkova amplituda x^∗_0 = 0.77209. Pri malih vidhilennfflh vid periodiqnogo reıimu (x_0 = 0.77236) fazoviȷ portret ma‚ viglffld N izol~ovanih zamknenih krivih, fflki formo podibni do elipsiv (ris. 2, a). Oblast~, pomiqena prfflmokutnikom, zbil~xena u 100 raziv i zobraıena na ris. 2, b. Podal~xe zb˛l~xennffl vidhilen~ vid x^∗_0 prizvodit~ do deformaciÝ elipsiv. Voni nabuvat~ serpopod˛bnoÝ formi, nabliıat~sffl odin do odnogo, Ýhnffl “tovwina” postupovo zbil~xu‚t~sffl. Na ris. 2, v zobraıeni taki tra‚ktoriÝ pri x_0 = 0.77896. U moment zniknennffl kvaziperiodiqnogo reıimu (x_0 = 0.78116) tovwina stribkom sta‚ tako, wo dorivn‚ nul, i znovu utvor‚t~sffl prosta invarifflntna kriva, wo vidpovida‚ periodiqnomu reıimu (ris. 2, g).

kwo porivnvati metod Eȷlera–Kromera i metod trapeciȷ, to pri odnakovomu znaqenni kroku kvaziperiodiqn˛ reıimi dlffl metodu trapeciȷ vinikat~ pri znaqno bil~xiȷ amplitudi, niı dlffl metodu Eȷlera–Kromera. Zokrema, fflkwo h = 0.8, to kvaziperiodiqniȷ reıim dlffl metodu trapeciȷ nasta‚ pri x_0 ∼= 0.55π, tod˛ fflk dlffl metodu Eȷlera–Kromera vin uperxe sposteriga‚t~sffl pri x_0 ∼= 0.25π.

Linearizuvavxi vidobraıennffl (2.8)–(2.10) v okoli tra‚ktoriÝ (x^∗_m, y^∗_m), oderıimo rivnfflnnffl u varifflcifflh [ ξ_{m+1} ϑ_{m+1} ] = A_m · [ ξ_m ϑ_m ] , (4.1)

QISLOVI„ ROZRAHUNOK NEL¨N¨„NIH KONSERVATIVNIH OSCILTOR¨V

Ris. 2. Evolc˛ffl kvaz˛per˛odiqnih kolivan~ u diskretn˛ȷ model˛ nel˛n˛ȷnogo maffltnika (metod Eȷlera–Kromera) zaleıno v˛d ampl˛tudi.

de ξ_m = x_m − x^∗_m, ϑ_m = y_m − y^∗_m — vidhilennffl vid zadanoÝ tra‚ktoriÝ, a matricffl A_m u vipadku sistemi (18) ma‚ viglffld: dlffl metodu trapeciȷ

A_m = 1 1 +^{h2}_4 cos x^∗_{m+1} [ 1 −^{h2}_4 cos x^∗_m h −^h_2 (cos x^∗_{m+1} + cos x^∗_m) 1 −^{h2}_4 cos x^∗_{m+1} ] ; (4.2)

dlffl metodu prfflmokutnikiv

A_m = 1 1 +^{h2}_4 cos x̄^∗_m [ 1 −^{h2}_4 cos x̄^∗_m h

−h cos x̄^∗_m 1 −^{h2}_4 cos x̄^∗_m ] , (4.3)

de x̄^∗_m = (x^∗_{m+1} + x^∗_m)/2; dlffl metodu Eȷlera–Kromera

A_m = [ 1 − h^2 cos x^∗_m h −h cos x^∗_m 1 ] . (4.4)

Ris. 3. Zaleın˛st~ drugoÝ bazisnoÝ qastoti kvaz˛per˛odiqnih kolivan~ v˛d ampl˛tudi v diskretn˛ȷ model˛ nel˛n˛ȷnogo maffltnika (metod Eȷlera–Kromera): 1 — dlffl l˛nearizovanoÝ model˛; 2 — dlffl nel˛n˛ȷnoÝ model˛.

Druga bazisna qastota ν_2 u kvaziperiodiqnomu rusi znaqno menxa vid osnovnoÝ ν_1 =^1_N . Dlffl metodu Eȷlera–Kromera znaqennffl dlffl pevnogo difflpazonu poqatkovih amplitud duıe dobre zb˛ga‚t~sffl‚ zi znaqennfflm qastoti ν_L linearizovanoÝ sistemi (4.1). Ci dani pokazano na ris. 3. Dlffl metodu trapeciȷ takogo zb˛gu nema‚: druga qastota kvaziperiodiqnogo ruhu menxa v˛d qastoti linearizovanih kolivan~ na porffldok. Pofflsniti ceȷ fakt ne vda‚t~sffl.

V. STOHASTIQNI KOLIVANN˚

Viniknennffl stohastiqnih kolivan~ pri diskretizaciÝ rivnffln~ maffltnika doslidıuvali v [5]. Efekt diskretizaciÝ vrahovuvali fflk zburennffl gamil~- tonifflna vidpovidnoÝ neperervnoÝ sistemi. Ce da‚ zmogu ociniti zminu energiÝ u procesi kolivan~, z fflko pov’fflzu‚t~sffl viniknennffl stohastiqnih xariv. Ale ociniti vidhilennffl energiÝ vid znaqen~, wo vidpovidat~ neperervniȷ sistemi, fflk bulo pokazano viwe, moına bezposeredn~o z analizu riznicevih rivnffln~. Priqomu v˛drazu vifflvlffl‚t~sffl sutt‚ve zbil~- xennffl zmini energiÝ z˛ zb˛l~xennfflm amplitudi kolivan~, wo kil~kisno ne vrahovano v [5]. Qislovi eksperimenti, odnak, ne dat~ zmogi vifflviti prfflmiȷ zv’fflzok miı zmino energiÝ i viniknennfflm stohastiqnih kolivan~ ta tovwino stohastiqnogo xaru. Nepostiȷnist~ energiÝ dlffl nekonservativnih qislovih metodiv pritamanna Ým nezaleıno vid tipu reıimu: ne sposterigat~sffl anomal~n˛ zmini energiÝ p˛d qas pofflvi fflk kvaziperiodiqnih, tak i stohastiqnih reıimiv.

Stohastiqni kolivannffl, fflk i kvaziperiodiqni ruhi, vinikat~ v okoli toqok (x^∗_m, y^∗_m) periodiqnih reıimiv z qislom obertannffl α =^q_N , wo ‚ vidnoxennfflm por˛vnfflno nevelikih vza‚mno prostih cilih qisel.

Struktura haotiqnih xariv, fflkwo Ýh detal~no doslidıuvati, ‚ dosit~ skladno. Ce vidmiqeno u bagat~oh pracfflh. U vipadku, fflkiȷ rozglfflda‚mo, sutt‚vu rol~ vidigrat~ kvaziperiodiqni ruhi, fflki isnut~ u meıah stohastiqnogo xaru i nepomitni p˛d qas ne duıe detal~nogo doslidıennffl. V okoli defflkih toqok (x^∗_m, y^∗_m), wo m˛stfflt~sffl vseredeni stohastiqnogo xaru, reıim haotiqnih kolivan~ ruȷnu‚t~sffl i vinikat~ kvaziperiodiqni kolivannffl. V rezul~tati “sucil~niȷ” stohastiqniȷ xar vifflvlffl‚t~sffl rozdilenim na okremi xari, miı fflkimi ‚ kvaziperiodiqni reıimi. Qerguvannffl zon periodiqnih, kvaziperiodiqnih ta stohastiqnih reıimiv ma‚ duıe skladniȷ harakter. Analitiqno cffl zadaqa ne rozv’fflzana navit~ dlffl naȷprostixih vidobraıen~. Xirina zon kvaziperiodiqnih reıimiv zaleıit~ vid znaqen~ N ta q: qim voni bil~xi, tim vuıqa smuga kvaziperiodiqnih reıimiv, fflkwo takiȷ reıim ‚ vzagali.

Napriklad, dlffl metodu Eȷlera–Kromera stohastiqniȷ xar, wo ‚ v okoli toqki z N_0 = N = 14, mistit~ u sobi kvaziperiodiqni reıimi v okoli toqok zi znaqennfflmi N_0 = 1064/77; 180/13; 239/17; 128/9; 100/7. Ale odnoqasno haotiqni kolivannffl zniwut~ periodiqni ruhi i moılivi v Ýhn~mu okoli kvaziperiodiqni reıimi pri N_0 = N = 14 i N = 71/5, fflki ‚ vseredini stohastiqnogo xaru.

Dlffl viznaqennffl nafflvnosti haotiqnih ruhiv vikoristovuvali vidomi kriteriÝ [7, 9]:

1) znaqennffl harakteristiqnih pokaznikiv Lfflpunova;

2) spektral~niȷ sklad kolivan~ na vidrizkah qasu riznoÝ dovıini.

Na p˛dstav˛ linearizovanogo rivnfflnnffl (4.1) dlffl malih vidhilen~ vid zadanoÝ tra‚ktoriÝ (x^∗_m, y^∗_m) moıemo zapisati dlffl dovil~nogo k > 0 [ ξ_k ϑ_k ] = W [ ξ_0 ϑ_0 ] , de W = k−1∏ m=0 A_m. (5.1)

Harakteristiqni pokazniki Lfflpunova λ_i viznaqat~sffl vlasnimi znaqennfflmi ρ_i matrici W, fflki ‚ rozv’fflzkami rivnfflnnffl

ρ^2 − SpWρ + detW = 0. (5.2)

Dlffl metodu Eȷlera–Kromera, fflk vipliva‚ z (30),

SpA_m = 2 − h^2 cos x^∗_m, (5.3) detA_m = 1, ∀m.

Pri h < 2 ta |x^∗_m| ≤^π_2 ma‚mo SpA_m < 2. Nevaıko peresvidqitis~, wo v c~omu vipadku i |SpW| < 2. Todi z (5.2), vrahovuqi, wo detW = 1, ma‚mo |ρ| = 1 i ce oznaqa‚, wo haotiqni ruhi nemoılivi. Qisloviȷ eksperiment pidtverdıu‚ ceȷ visnovok: pri |x_0| ≤^π_2 haotiqni ruhi ne sposterigat~sffl, a pri x_0 = 0.55π voni vıe vinikat~. Odnak pri |x_0| >^π_2 , nezvaıaqi na te, wo harakteristiqni pokazniki Lfflpunova bil~xi v˛d nulffl, haos sposteriga‚t~sffl ne zavıdi. Qisloviȷ rozrahunok starxogo pokaznika Lfflpunova λ_1, userednenogo protfflgom kil~koh soten~ periodiv kolivan~, da‚ λ_1 = 0 dlffl |x_0| ≤^π_2 ˛ λ_1 > 0 dlffl |x_0| >^π_2 vidpovidno, priqomu z˛ zb˛l~xennfflm x_0 starxiȷ pokaznik λ_1 zb˛l~xu‚t~sffl. Na ris. 4 pokazano zaleınist~ λ_1 vid x_0 dlffl riznih krokiv inteİruvannffl h.

Ris. 4. Zaleın˛st~ starxogo pokaznika Lfflpunova v˛d ampl˛tudi kolivan~ u diskretn˛ȷ model˛ nel˛n˛ȷnogo maffltnika (metod Eȷlera–Kromera) pri r˛znih krokah ˛nteİruvannffl: 1 — h = 0.8; 2 — h = 0.5; 3 — h = 0.1.

Dlffl metodu trapeciȷ z (4.2) ma‚mo

SpA_m =

2 −^{h2}_4 (cos x^∗_m + cos x^∗_{m+1}) 1 +^{h2}_4 cos x^∗_{m+1}

, (5.4)

detA_m =

1 +^{h2}_4 cos x^∗_m 1 +^{h2}_4 cos x^∗_{m+1}

. (5.5)

Na vidminu vid metodu Eȷlera–Kromera u metodi trapeciȷ detA_m > 1, fflkwo x^∗_m > x^∗_{m+1}. Nerivnist~ SpA_m < 2 spravdıu‚t~sffl til~ki tod˛, koli vikonu‚t~sffl umova

3 cos x^∗_{m+1} + cos x^∗_m > 0,

fflka bezumovno ‚ pri |x^∗_m| <^π_2 . Ale i v c~omu vipadku odne z vlasnih znaqen~ matrici W pereviwu‚ za modulem odinic, fflkwo detW > 1. Odnak pofflva haotiqnih ruhiv u vipadku vikoristannffl metodu trapeciȷ sposteriga‚t~sffl, fflkwo znaqennffl amplitudi

QISLOVI„ ROZRAHUNOK NEL¨N¨„NIH KONSERVATIVNIH OSCILTOR¨V

kolivan~ bil~x˛, niı dlffl metodu Eȷlera–Kromera (x_0 ∼= 0.75π). Qisloviȷ rozrahunok λ_1, analogiqniȷ do rozrahunku dlffl metodu Eȷlera–Kromera, tak samo da‚ λ_1 = 0 pri |x_0| ≤^π_2 , i λ_1 > 0 pri |x_0| >^π_2 . Na ris. 5 pokazana zaleınist~ λ_1 vid x_0 dlffl riznih krokiv inteİruvannffl h.

Ris. 5. Zaleın˛st~ starxogo pokaznika Lfflpunova v˛d ampl˛tudi kolivan~ u diskretn˛ȷ model˛ nel˛n˛ȷnogo maffltnika (metod trapec˛ȷ) pri r˛znih krokah ˛nteİruvannffl: 1 — h = 0.8; 2 — h = 0.5; 3 — h = 0.1.

U spektri kolivan~ pri haotiqnomu reıimi qastota, na fflkiȷ sposteriga‚t~sffl maksimal~na intensivnist~ spektra ne zb˛ga‚t~sffl z qastoto, fflka b mala buti u vipadku, koli haotiqnih ruhiv nema. Vidomo, wo qastota kolivan~ monotonno spada‚ z˛ zb˛l~xennfflm energiÝ, tomu slid bulo qekati zmenxennffl nomeriv liniȷ maksimal~noÝ intensivnosti I_{max}. Naspravdi nomeri liniȷ maksimal~noÝ intensivnosti zmint~sffl nemonotonno z˛ zb˛l~xennfflm poqatkovoÝ energiÝ.

Rozpiznavannffl haotiqnih kolivan~ za dopomogo spektral~nogo analizu potrebu‚ duıe obereınogo pidhodu, osoblivo u vipadku sistem velikoÝ rozmirnosti. kwo matematiqna model~ opisu‚t~sffl n rivnfflnnfflmi perxogo porffldku, to kvaziperiodiqni ruhi moıut~ mati n − 1 bazisnih qastot ω_1, ω_2, . . . ω_{n−1}, a spektr mistit~ liniÝ na qastotah

m_1ω_1 + m_2ω_2 + . . . + m_{n−1}ω_{n−1}, de m_i — dovil~ni cili qisla. P˛d qas qislovogo eksperimentu doslidıut~ zavıdi diskretniȷ spektr. Tomu, moılivo, wo p˛d qas kvaziperiodiqnogo ruhu maȷıe na vsih qastotah bude sposterigatisffl nenul~ova intensivnist~ spektra. Navit~ u naȷbil~x spriffltlivomu vipadku dvoqastotnih kvaziperiodiqnih kolivan~, fflkwo ω_1 ≪ ω_2, a promiıok qasu, na fflkomu analizut~ spektr, ma‚ porffldok^{2π}_{ω1} , to qastoti m_1ω_1 + m_2ω_2 moıut~ ohoplvati maȷıe vsi qastotni vidliki, wo vidpovidat~ diskretnomu peretvorenn Fur’‚. Tomu nafflvnist~ haosu viznaqali xlfflhom doslidıennffl zmini spektra z postupovo zmino poqatkovogo vidhilennffl x_0. Doslidıuvali veliqinu σ = X̂ X_{max} , de

X̂ — seredn‚ kvadratiqne znaqennffl intensivnosti bez maksimal~nogo znaqennffl intensivnosti spektra X_{max}. Zaleınist~ σ(x_0) pokazana na ris. 6.

Ris. 6. Zaleın˛st~ normovanogo seredn~ogo kvadratiqnogo znaqennffl ˛ntensivnosti spektra kolivan~ v˛d ampl˛tudi v diskretn˛ȷ model˛ nel˛n˛ȷnogo maffltnika (metod trapec˛ȷ).

Dani ris. 6 svidqat~ pro te, wo spektr maȷıe stribkom pri pevnomu znaqenni x_0 perehodit~ vid liniȷnogo do neperervnogo na meıi perehodu vid kvaziperiodiqnih kolivan~ do haotiqnih.

Navedeni rezul~tati qislovih eksperimentiv dat~ zmogu dewo utoqniti kartinu viniknennffl kvaziperiodiqnih ta haotiqnih kolivan~ u diskretnih modelfflh matematiqnogo maffltnika porivnfflno z tim, koli ci efekti pofflsnt~sffl zburennfflm gamil~- tonifflna H(x, y) z urahuvannfflm ȷogo zaleınosti vid qasu [5].

[1] L. A. Sinickiȷ, Metody analitiqeskoȷ mehaniki v teorii ¸lektriqeskih cepeȷ (Viwa xkola, L~viv, 1978).

[2] “. A. Kriksin, ”urn. vyq. mat. mat. fiz. 33, 206 (1993).

[3] “. A. Kriksin, ”urn. vyq. mat. mat. fiz. 36, 156

(1996).

[4] D. Greenspan, J. Comput. Phys. 56, 28 (1984). [5] G. M. Zaslavskiȷ, R. Z. Sagdeev, D. A. Usikov, A. A. Qernikov, Slabyȷ haos i kvaziregulfflrnye struktury (Nauka, Moskva, 1991).

[6] Dı. Forsaȷt, M. Mal~kol~m, K. Mouler, Maxinnye metody matematiqeskih vyqisleniȷ (Mir, Moskva, 1980).

[7] A. Lihtenberg, M. Liberan, Regulfflrnaffl i stohastiqeskaffl dinamika (Mir, Moskva, 1984).

[8] L. A. Sinickiȷ, ~lementy kaqestvennoȷ teorii nelineȷnyh ¸lektriqeskih cepeȷ (Viwa xkola, L~viv, 1975).

[9] V. S. Aniwenko, Sloınye kolebaniffl v prostyh sistemah (Nauka, Moskva, 1990).

NUMERICAL ANALYSIS OF NON–LINEAR CONSERVATIVE OSCILLATORS

T. Vasylenko, L. Sinitsky, Ja. Shmigelsky Lviv State University, Chair of Radioelectronics 19 Drahomanov Str., Lviv, UA–290005, Ukraine

The paper provides an analysis of bifurcation phenomena in the dynamic of conservative oscillators when their equations are discretised by various numerical methods. The Euler–Cromer method, trapezoidal, rectangular rules and conservative methods are considered. For each of them the dependence of the energy and the frequency of oscillation are evaluated as a function of the step of integration. Nevertheless the conservative methods preserve the energy conservation law the change of the frequency of oscillation has the same order just as for all other methods mentioned above. Conditions for existence of quasy-periodic motions and evaluation of their frequencies are established. Chaotic behavour caused by discretisation was investigated in some papers. More detailed analysis of such phenomena permitted to establish the values of parameters when such effects are impossible. Special attention was devoted to a problem of distinguishing chaotic behavour from quasy-periodic motion. For this purpose detailed analysis of spectrum of both motions was carried out. In particular it was shown that the change of energy due to the discretisation cannot be considered as a main sign of an appearance of chaotic behavour: there exists a wide interval steps of integration where energy changes to a marked degree during a period. Nevertheless chaotic motions are not observed. The existence of chaos was assured in the case when spectrum changes discontiniously under smoothly increasing of the energy.