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I. VSTUP

Kal�bruval~na teor�� pol� 
 nar��nim kamenem

s~ogoqasnoÝ teoretiqnoÝ f�ziki. Zagal~nopri�n�tim


 u�vlenn�, wo vs� fundamental~n� vza
mod�Ý zumo-

vlen� kal�bruval~no� �nvar��ntn�st� v�dnosno pev-

nih grup (U (1) u vipadku elektrodinam�ki, U (1) �

SU (2) dl� ob'
dnanoÝteor�ÝelektroslabkoÝvza
mod�Ý,

SU (3) dl� sil~noÝ vza
mod�Ý). Vra�a�q� usp�hi, do-

s�gnut� v ostann� des�til�tt� na xl�hu un�f�kova-

nogo opisu vs�h v�domih vza
mod��, znaqno� m�ro�

zumovlen� vin�tkovo� netriv��l~n�st� � gnuqk�st�

v�dpov�dnogo matematiqnogo aparatu ta glibokim

vza
moproniknenn�m qisto matematiqnih � f�ziqnih

koncepc��. Tomu dosl�d�enn� struktur, pov'�zanih

z r�znimi aspektami kal�bruval~noÝ �nvar��ntnosti,

stanovit~ aktual~nu problemu �k z ogl�du oprac�-

vann� zagal~nih formal~nih metod�v, tak � dl� l�p-

xogo rozum�nn� Ýhn~ogo f�ziqnogo statusu.

U klasiqn�� teor�Ý pol� dobre oprac~ovano stan-

dartni� spos�b dos�gnenn� �nvar��ntnosti v�dnosno

lokal~nih peretvoren~, dl� �kih �nf�n�tezimal~n�

parametri 
 funkc��mi toqki bazi M voloknistoÝ

v'�zki (�ber bundle) � : E ! M (zviqa�no tako�

bazo� slu�it~ prost�r M�nkovs~kogo M = M

4

) [1{

3]. Neha� perer�zi v'�zki � opisu�t~s� funkc��mi

'

A

(x), x 2 M, A = 1; : : : ; k = dimE � dimM, a

dinam�ka v�dpov�dnoÝ f�ziqnoÝ sistemi | gustino�

la�ran���na L('

A

(x); @

�

'

A

(x)), @

�

� @=@x

�

, � =

1; : : : ; dimM, �nvar��ntno� v�dnosno r{parametriqnoÝ

grupi L� G

r

, �ka d�
 na pol� '

A

(x) l�n��nim qinom:

'

A

(x) 7! '

A

(x) + �

�

(T

�

)

A

B

'

B

(x); � = 1; : : : ; r:

(1.1)

Tut �

�

| �nf�n�tezimal~n� d��sn� parametri, T

�

|

matric�k{vim�rnogozobra�enn� (mo�livo, zv�dnogo)

algebri L� grupi G

r

, �k� zadovol~n��t~ komutac��n�

sp�vv�dnoxenn�

[T

�

; T

�

] = c




��

T




; �; �; 
 = 1; : : : ; r; (1.2)

z� strukturnimi konstantami c




��

. Za �ndeksami, wo

povtor��t~s�, rozum��t~ p�dsumovuvann�.

�nvar��ntnosti v�dnosno lokal~nih (abo kal�bru-

val~nih) peretvoren~ �z zam�no� v (1.1) parametr�v

�

�

dov�l~nimi funkc��mi �

�

(x) dos�ga�t~ uveden-

n�m kal�bruval~nih pol�v A

�

�

(x) ta perehodom v�d

L('

A

(x); @

�

'

A

(x)) do

L

g

= L('

A

(x);D

�

'

A

(x))�

1

4

G

�

��

G

��

�

; (1.3)

de kovar��ntna poh�dnaD

�

oznaqena sp�vv�dnoxenn�m

D

�

'

A

(x) � @

�

'

A

(x)� g(T

�

)

A

B

A

�

�

(x)'

B

(x); (1.4)

G

�

��

� @

�

A

�

�

� @

�

A

�

�

� gc




��

A

�

�

A




�

(1.5)

� g | dov�l~na stala. Transformac��n� vlastivost�

kal�bruval~nih pol�v A

�

�

(x) postul��t~ u vigl�d�

A

�

�

(x) 7! A

�

�

(x) + �




(x)c

�


�

A

�

�

(x) + g

�1

@

�

�

�

(x): (1.6)

C�kavo rozgl�nuti analog�qnu problemu v ramkah

klasiqnoÝ mehan�ki. Tut bazovi� mnogovid M = R

odnovim�rni�,wo znaqno sprowu
situac��, dozvol�-

�qi \pro�nte�ruvati" sp�vv�dnoxenn� (1.6), pozbuva-

�qis~ qlena z @

�

�

�

(x). Por�d z tim u c~omu vipadku

por�vn�no legko rozgl�nuti dov�l~nu d�� grupi G

r

u total~nomu prostor� E v'�zki �, vkl�qa�qi (ne

obov'�zkovo l�n��n�) peretvorenn�, wo d��t~ na baz�

� nav�t~ perem�xu�t~ bazu � xari. Zauva�imo, wo v

teor�Ýpol� rozgl�d �k kal�bruval~noÝgrupi peretvo-

ren~ bazi | konkretno grupi Puankare | neobh�d-

ni� element pobudovi kal�bruval~noÝ teor�Ý t���nn�

[4].

II. UMOVI KAL�BRUVAL^NOÕ

�NVAR��NTNOSTI

Rozgl�nemo la�ran�evu dinam�qnu sistemu

(�; L;G

r

), de:

� : E! R| (triv��l~na) voloknista v'�zka, pere-

r�zi �koÝ opisu�t~ ruhi c�
Ý sistemi;
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L : J

1

� ! R| funkc�� La�ran�a, zadana na 1{

d�et� J

1

� v'�zki �;

G

r

| grupa simetr�Ý sistemi.

Neha� (t; x

i

), i = 1; : : : ; dimE � 1, | lokal~n� ko-

ordinati v E; (t; x

i

; _x

i

) | koordinati v J

1

�, tak wo

lokal~no L = L(t; x; _x), a d�� grupi G

r

v E ma
 vigl�d

(�nf�n�tezimal~no)

t 7! t + �

�

�

�

(t; x) + o(�);

x

i

7! x

i

+ �

�

�

i

�

(t; x) + o(�); � = 1; : : : ; r: (2.1)

(div. [5{7]). Vektorn� pol� na E

X

�

= �

�

@

@t

+ �

i

�

@

@x

i

(2.2)

zadovol~n��t~ komutac��n� sp�vv�dnoxenn� algebri

L� grupi G

r

,

[X

�

;X

�

] = c




��

X




: (2.3)

Ce oznaqa
,wo funkc�Ý �

�

, �

i

�

zadovol~n��t~ sistemu

r�vn�n~

X

�

�

�

�X

�

�

�

= c




��

�




;

X

�

�

i

�

� X

�

�

i

�

= c




��

�

i




: (2.4)

Navpaki, ko�en rozv'�zok c�
Ý sistemi da
 zmogu po-

buduvati sk�nqenne peretvorenn�

t 7! t

0

(t; x; �) � exp(�

�

X

�

)t; (2.5)

x

i

7! x

i

0

(t; x; �) � exp(�

�

X

�

)x

i

;

�ke dl� malih � matime vigl�d (2.1) [7, 8].

Vektorn� pol� X

�

mo�na standartnim qinom pro-

dov�iti na J

1

�:

X

�

= X

�

+ (D�

i

�

� v

i

D�

�

)

@

@v

i

; (2.6)

de v

i

� _x

i

ta

D �

d

dt

=

@

@t

+ v

i

@

@x

i

: (2.7)

Pol� X

�

zadovol~n��t~ t� � komutac��n� sp�vv�d-

noxenn�, wo � X

�

. Umovi simetr�Ý la�ran�evogo

opisu v�dnosno grupi G

r

vira�a�t~s� sistemo� di-

ferenc��nih r�vn�n~ perxogo por�dku na funkc��

La�ran�a L [6, 8]:

X

�

L + LD�

�

= 0: (2.8)

�kwo teper uva�ati, wo parametri �

�

v peretvo-

renn�h (2.1) zale�at~ v�d t, �

�

= �

�

(t), to umov

(2.8) u�e ne dosit~ dl� zabezpeqenn� �nvar��ntnosti

la�ran�evogo opisu: virazi, wo viznaqa�t~ zm�nu

formi Ldt, budut~ u c~omu vipadku por�d z �

�

(t)

m�stiti qleni, proporc��n� do _�

�

= d�

�

=dt. Prir�v-

n�vann� ostann�h do nul� dast~ dodatkov� sp�vv�dno-

xenn� vidu

Y

�

L + L�

�

= 0; (2.9)

de

Y

�

= (�

i

�

� v

i

�

�

)

@

@v

i

: (2.10)

III. ROZV'�ZOK UMOV �NVAR��NTNOSTI

Sprobu�mo zadovol~niti r dodatkovih sp�vv�dno-

xen~ (2.9) uvedenn�m u la�ran���n r novih zm�nnih

�

�

, � = 1; : : : ; r. Takim qinom, zam�st~ � : E ! R mi

rozgl�da
mo v'�zku �

0

: E

0

! R z dimE

0

= dimE + r,

zam�st~ L | la�ran���nL

0

: J

1

�

0

! R, zadani� na 1{

d�et� v'�zki �

0

. �kwo (t; x

i

; �

�

) | lokal~n� koordi-

nati v E

0

, to (t; x

i

; v

i

; �

�

;

_

�

�

) poznaqatimut~ lokal~n�

koordinati v J

1

�

0

; � d�� grupi G

r

v E

0

viznaqati-

met~s� por�d z formulami (2.1)we � transformac��-

nimi vlastivost�mi zm�nnih �

�

:

�

�

7! �

�

+ �

�

�

�

�

(t; x; �) + o(�); (3.1)

de �

�

�

(t; x; �) | de�k� funkc�Ý, wo budut~ viznaqen�

ni�qe.

Bazu algebriL� grupi G

r

u modul� vektornih pol�v

na E

0

zadavatimut~ pol�

X

0

�

= X

�

+ �

�

�

@

@�

�

: (3.2)

Pri�n�vxi, wo

�

�

�

(t; x; �) = �

�

�

(�); (3.3)

otrima
mo, wo dl� vikonann� komutac��nih sp�vv�d-

noxen~ (2.3) dl� pol�v X

0

�

c� funkc�Ý povinn� zado-

vol~n�ti sp�vv�dnoxenn�

�




�

@�

�

�

@�




� �




�

@�

�

�

@�




= c




��

�

�




: (3.4)

Prodov�enn� pol�v X

0

�

na J

1

�

0

da
 vektorn� pol�

X

0

�

= X

�

+ �

�

�

@

@�

�

+ (D�

�

�

�

_

�

�

D�

�

)

@

@

_

�

�

; (3.5)
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� umovi �nvar��ntnosti nabudut~ vigl�du

X

0

�

L

0

+ L

0

D�

�

= 0; (3.6)

Y

0

�

L

0

+ L

0

�

�

= 0; (3.7)

de

Y

0

�

� Y

�

+ (�

�

�

�

_

�

�

�

�

)

@

@

_

�

�

: (3.8)

Rozgl�nemo r�vn�nn� (3.7):

(�

i

�

� v

i

�

�

)

@L

0

@v

i

+ (�

�

�

�

_

�

�

�

�

)

@L

0

@

_

�

�

+ L

0

�

�

= 0: (3.9)

Pripustimo, wo matric� �̂ = k�

�

�

k nevirod�ena,

detk�

�

�

k 6= 0; (3.10)

� vvedemo obernenu do neÝ matric� k�

�

�

k:

�

�




�




�

= �

�

�

: (3.11)

P�dstavl�nn�

L

0

= (1� �

�

�

�

�

_

�

�

)F (3.12)

privodit~ (3.9) do odnor�dnoÝ sistemi r�vn�n~ dl�

funkc�Ý F :

(�

i

�

� v

i

�

�

)

@F

@v

i

+ (�

�

�

�

_

�

�

�

�

)

@F

@

_

�

�

= 0: (3.13)

C� sistema r r�vn�n~ dl� funkc�ÝF v�d 1+2(dimE+r)

ar�ument�v ma
 1 + 2dimE + r perxih �nte�ral�v [9],

�kimi 
 t, x

i

, �

�

(bo za nimi nema
 poh�dnih) � \ko-

var��ntn� poh�dn�" v�d koordinat

V

i

=

v

i

� �

i

�

�

�

�

_

�

�

1� �

�

�

�

�

_

�

�

: (3.14)

Koli vvesti poznaqenn�

!

�

� �

�

�

_

�

�

; (3.15)

f � 1� �

�

!

�

; (3.16)

to formula dl� V

i

nabude vigl�du

V

i

= f

�1

(v

i

� �

i

�

!

�

); (3.17)

� zagal~ni� rozv'�zok sistemi (3.9) mo�na podati �k

L

0

= fF (t; x

i

; V

i

; �

�

); (3.18)

de F | dov�l~na funkc�� vkazanih ar�ument�v.

Teper sl�d p�dstaviti viraz (3.18) u r�vn�nn� (3.6).

Ale poperedn~o varto rozrahuvati d�� X

0

�

na veli-

qini !

�

i f .

Z oznaqenn� (3.15) ma
mo

X

0

�

!

�

= �

�




(D�




�

�

_

�




D�

�

) +

_

�




X

0

�

�

�




=

_

�




 

�

�

�

@�

�

�

@�




+ �

�

�

@�

�




@�

�

!

� !

�

D�

�

: (3.19)

Za dopomogo� (3.4) � (3.11) mo�na vivesti formulu

�

�

�

@�

�

�

@�




+ �

�

�

@�

�




@�

�

= �s

�

��

�

�




; (3.20)

tak wo otrimu
mo

X

0

�

!

�

= s

�


�

!




� !

�

D�

�

: (3.21)

Vrahovu�qi (3.21), ma
mo

X

0

�

f = �!

�

(X

�

�

�

� c




��

�




) + �

�

!

�

D�

�

; (3.22)

abo, beruqi do uvagi perxu z formul (2.4),

X

0

�

f = �!

�

(�

i

�

� v

i

�

�

)

@�

�

@x

i

; (3.23)

wo za dopomogo�oznaqenn� (3.14) kovar��ntnoÝpoh�d-

noÝ V

i

mo�na podati u vigl�d�

X

0

�

f = f(V

i

� v

i

)

@�

�

@x

i

= f(D �D)�

�

; (3.24)

de D | \kovar��ntna poh�dna za qasom",

D �

@

@t

+ V

i

@

@x

i

: (3.25)

Rezul~tat (3.24) pokazu
, wo p�dstavl�nn� (3.18) u

r�vn�nn� (3.6) privede do sp�vv�dnoxenn�

X

0

�

F + FD�

�

= 0: (3.26)

Bezposeredn�m rozrahunkom z vikoristann�m formul

(3.24), (3.21) � (3.4) otrimu
mo

X

0

�

V

i

= D�

i

�

� V

i

D�

�

: (3.27)
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Tomu r�vn�nn� (3.26) nabude vigl�du

�

�

@F

@t

+ �

i

�

@F

@x

i

+ (D�

i

�

� V

i

D�

�

)�

i

�

@F

@V

i

(3.28)

+�

�

�

@F

@�

�

+ FD�

�

= 0:

Pri @F=@�

�

= 0 ce r�vn�nn� v�dr�zn�
t~s� v�d (2.8)

t�l~ki zam�no� xvidkoste� v

i

na kovar��ntn� poh�dn�

V

i

. Takim qinom, mo�na poklasti

F = L(t; x

i

; V

i

); (3.29)

de L(t; x

i

; v

i

) | funkc�� La�ran�a vih�dnoÝ sistemi,

wo zadovol~n�
 umovi �nvar��ntnosti v�dnosno grupi

G

r

. Zaznaqimo,wo zale�n�st~ v�d �

�

u funkc�Ý F vi-

�vl�
t~s� lixe qerez poserednictvo \kovar��ntnoÝ

poh�dnoÝ" V

i

.

Ot�e, recept dos�gnenn� kal�bruval~noÝ �nvar�-

�ntnosti v�dnosno grupi G

r

mo�na sformul�vati

tak: u la�ran���n�, wo zabezpequ
 �nvar��ntn�st~

v�dnosno grupi (�lobal~nih) peretvoren~ G

r

, sl�d

zam�niti xvidkost� v

i

na kovar��ntn� poh�dn� V

i

ta

domno�iti rezul~tat na faktor f :

L

0

= fL(t; x

i

; V

i

): (3.30)

�kwo grupa G

r

d�
 triv��l~no na baz� R v'�zki �

(�

�

= 0), to f = 1.

IV. KAL�BRUVAL^N� ZM�NN� TA

KVAZ�KOORDINATI

Rozgl�nemo zm�st uvedenih dodatkovih zm�nnih �

�

.

Dl� c~ogo zvernemos� do sp�vv�dnoxen~ (3.4), (3.10).

Tret� teorema L� (div., napriklad, [10]) stverd�u


dl� ko�nogo tenzora strukturnih konstant c




��

�snu-

vann� rozv'�zku sistemi (3.4) z poqatkovo� umovo�

�

�

�

(0) = �

�

�

; (4.1)

tak wo prina�mn� dl� malih � bude vikonuvatis~

umova (3.10). Pri c~omu �

�

| kanon�qn� koordinati

grupi G

r

. Takim qinom, total~ni� prost�r E

0

vvede-

noÝ v'�zki �

0

ma
 vigl�d

E

0

= E � G

r

: (4.2)

Funkc�Ý �

�

�

(�) mo�na rozrahuvati za v�domim za-

konom kompozic�Ý grupi G

r

| funkc��mi '

�

(�; �), wo

oznaqa�t~s� sp�vv�dnoxenn�m

exp(�

�

X

�

) � exp(�

�

X

�

) = exp('

�

(�; �)X

�

): (4.3)

V�dpov�dna formula ma
 vigl�d [10]:

�

�

�

(�) =

@'

�

(�; �)

@�

�

�

�

�

�

�=0

: (4.4)

V�dnotu
mo, wo dl� abelevoÝ grupi (c




��

= 0), koli

'

�

(�; �) = �

�

+ �

�

; (4.5)

ma
mo

�

�

�

= �

�

�

= �

�

�

: (4.6)

Zm�nn� �

�

,

_

�

�

vhod�t~ u la�ran���n (3.30) lixe

v komb�nac�Ý �

�

�

_

�

�

= !

�

. Tomu doc�l~no pere�ti

do \kvaz�koordinat", zd��snivxi take peretvorenn�

J

1

�

0

:

(t; x

i

; v

i

; �

�

;

_

�

�

) 7! (t; x

i

; v

i

; �

�

; !

�

): (4.7)

Ce peretvorenn� ne zber�ga
 strukturi tih r�vn�n~

O�lera{La�ran�a, �k� m�st�t~ poh�dn� za �. �kwo v

starih zm�nnih (�

�

;

_

�

�

) voni ma�t~ vigl�d

@L

0

@�

�

�D

@L

0

@

_

�

�

= 0; (4.8)

to, perehod�qi do novih zm�nnih (�

�

; !

�

), vrahovu-

�qi (3.15) � te, wo u novih zm�nnih L

0

ne zale�it~

v�d �

�

, oder�imo

_

�




 

@�

�




@�

�

�

@�

�

�

@�




!

@L

0

@!

�

� �

�

�

D

@L

0

@!

�

= 0: (4.9)

Domno�ivxi (4.9) na nevirod�enu matric� �̂, otri-

ma
mo r�vn�nn� O�lera-La�ran�a v term�nah kvaz�-

koordinat:

c




��

!

�

@L

0

@!




+D

@L

0

@!

�

= 0 (4.10)

(por., napriklad, [11]).

\Kvaz�xvidkost�" !

�

vlasne � 
 analogom kal�bru-

val~nih pol�v A

�

�

(x) klasiqnoÝ teor�Ý pol�. Formula

(3.17) dl� kovar��ntnoÝ poh�dnoÝ u vipadku

�

�

= 0; �

i

�

= (T

�

)

i

j

x

j

; (4.11)

wo v�dpov�da
 (1.1), nabude vigl�du (koli we prove-

sti zam�nu !

�

7! g!

�

, g | konstanta)

V

i

= v

i

� g(T

�

)

i

j

x

j

!

�

(4.12)

abo
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Dx

i

= Dx

i

� g(T

�

)

i

j

!

�

x

j

; (4.13)

wo uzgod�u
t~s� z (1.4).

Transformac��n� vlastivost� veliqin !

�

mo�na

vivesti takim qinom. Pri �nf�n�tezimal~nih pere-

tvorenn�h (3.1) �z zale�nimi v�d t parametrami �

�

poh�dn�

_

�

�

peretvor��t~s� za pravilom

_

�

�

7!

_

�

�

+ �

�

(D�

�

�

�

_

�

�

D�

�

) + _�

�

(�

�

�

� �

�

�

�

): (4.14)

Zv�dsi vipliva
, wo veliqini !

�

peretvor��t~s� �k

!

�

7! !

�

+ �

�

X

0

�

!

�

+ g

�1

_�

�

�

�




(�




�

� �




�

�

); (4.15)

abo, vrahovu�qi formuli (3.21) � (3.11),

!

�

7! !

�

+ �




(c

�

�


!

�

� !

�

D�




) + g

�1

_�

�

(�

�

�

� g!

�

�

�

);

(4.16)

wo uzgod�u
t~s� z formulo� (1.6) dl� kal�bruval~-

nih pol�v.

Takim qinom, ekzotiqni� dodanok u transfor-

mac��nih vlastivost�h kal�bruval~nih pol�v, pro-

porc��ni� do @

�

�

�

, u vipadku odnovim�rnoÝ bazi 
 na-

sl�dkom vikoristann� kvaz�xvidkoste�.

R�znic� m�� poh�dnimi

_

�

�

� kvaz�xvidkost�mi !

�

znika
 dl� abelevih grup (div. (4.6)).

Zauva�imo, wo u vipadku klasiqnoÝ mehan�ki

nema
 �odnogo v�dpov�dnika vlasnogo la�ran���na

kal�bruval~nogo pol� tipu drugogo dodanka u for-

mul� (1.3): koli dimM = 1, tenzor krivini (1.5) 


toto�nim nulem.

V. PRIKLADI

A. Parametriqna (hronometriqna) �nvar��ntn�st~

Neha� G

1

= T

0

| odnoparametriqna grupa zsuv�v za

t:

t 7! t+ �; x

i

7! x

i

; (5.1)

tak wo u (2.1) � = 1, �

i

= 0 �, �k dl� ko�noÝ abelevoÝ

grupi, �̂ = �̂ = I. Zagal~ni� vigl�d la�ran���na,wo

zabezpequ
 �nvar��ntn�st~ v�dnosno �lobal~nih pere-

tvoren~ (5.1), 


L = L(x

i

; v

i

): (5.2)

V�dpov�dn� kal�bruval~n� peretvorenn�

t 7! t + �(t); x

i

7! x

i

; (5.3)

opisu�t~ dov�l~nu zm�nu parametra evol�c�Ý t. Za

pravilom (3.30) znahodimo kal�bruval~no{�nvar��nt-

ni� la�ran���n

L

0

= (1�

_

�)L

�

x

i

;

v

i

1�

_

�

�

: (5.4)

Zg�dno (3.1), kal�bruval~na zm�nna � pri peretvoren-

n�h (5.3) m�n�
t~s� za pravilom

� 7! �+ �(t): (5.5)

�kwo zam�st~ � vvesti novu zm�nnu

x

0

= t� �; (5.6)

�ka v�dpov�dno do (5.3) � (5.5) bude �nvar��ntom v�d-

nosno kal�bruval~nih peretvoren~, to la�ran���n

(5.4) mo�na podati u vigl�d�

L

0

= _x

0

L(x

i

; v

i

= _x

0

); (5.7)

tobto v standartn�� form�, wo zabezpequ
 hronome-

triqnu �nvar��ntn�st~ za rahunok odnor�dnosti per-

xogo por�dku za perximi poh�dnimi (div., napri-

klad, [12]).

Tak, nerel�tiv�stiqnomu v�l~noqastinkovomu la-

�ran���nov�

L =

mv

2

2

(5.8)

v�dpov�da
 hronometriqno{�nvar��ntni� viraz [13]

L

0

=

mv

2

2 _x

0

; (5.9)

a rel�tiv�stiqn�� v�l~n�� qastinc� z

L = �m

p

1� v

2

(5.10)

(c = 1) | la�ran���n Planka (div. [14])

L

0

= �m

p

( _x

0

)

2

� v

2

� �m

p

�

��

u

�

u

�

; (5.11)

de u

�

� _x

�

, � = 0; 1; 2; 3 � k�

��

k = diag(1;�1;�1;�1)

| standartna metrika M�nkovs~kogo. Takim qi-

nom, pereh�d v�d trivim�rnogo do qotirivim�r-

nogo opisu mo�na traktuvati �k spos�b zabezpe-

qenn� �vnoÝ hronometriqnoÝ �nvar��ntnosti forma-

l�zmu. V�n odnakovo dobre zastosovni� �k u rel�-

tiv�stiqn�� (Puankare{�nvar��ntn��) mehan�c�, tak �

v �al�le�{�nvar��ntn�� (\nerel�tiv�stiqn��"). D��

grupi �al�le� mo�na zadati v 4{vim�rnomu prostor�

M

4

z koordinatamix

�

, �k � d�� grupiPuankare, z to�
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lixe v�dm�nn�st�, wo grupa �al�le� ne zber�gatime

metriki M�nkovs~kogo. Na c~omu xl�hu mo�na po-

buduvati posl�dovni� qotirivim�rni� opis �al�le�{

�nvar��ntnoÝ mehan�ki [13, 15]. B�l~xe togo, ostan-

n�m qasom znaqni� �nteres viklika
 pobudova kla-

siqnoÝ teor�Ý pol� v M

4

, bazovanoÝ na kal�bruval~-

n�� �nvar��ntnost� v�dnosno grupi �al�le� [16, 17], �k

z ogl�du na ÝÝ vnutr�xn� uzgod�en�st~, tak � z po-

trebi posl�dovnogo rozgl�du n~�ton�vs~koÝ ta post-

n~�ton�vs~koÝ me�� rel�tiv�stiqnoÝ kal�bruval~noÝ

teor�Ý t���nn�, �ku otrimu�t~ xl�hom kal�bruvann�

grupi Puankare.

Koristu�qis~ tim, wo kal�bruval~no-�nvar��nt-

ni� la�ran���n (5.4) ne viznaqa
 zakonu evol�c�Ý

kal�bruval~noÝ zm�nnoÝ �, a ot�e, � pov'�zanoÝ z

ne� formulo� (5.6) veliqini x

0

, ostann� mo�na

pov'�zati z t;x sp�vv�dnoxenn�m vidu x

0

= '(t;x).

�ogo p�dstavl�nn� u (5.11) privodit~ do virazu [18{

20]

L = �m

p

(D')

2

� v

2

; (5.12)

�ki� zabezpequ
 la�ran��v opis v�l~noÝ rel�tiv�s-

tiqnoÝ qastinki v dov�l~n�� form� dinam�ki D�raka

[21]. Lixe pri '(t;x) = t mi prihodimo do standart-

nogo virazu (5.10), �ki� v�dpov�da
 mitt
v�� form�

dinam�ki.

B. Ne�nerc��l~n� sistemi v�dl�ku

Neha� n = 3 i G

6

= e(3) | evkl�dova grupa trans-

l�c�� ta povorot�v

t 7! t; x 7! x + �

R

� x + �

T

: (5.13)

Viraz (3.30), �ki� v�dpov�da
 evkl�dovo{�nvar��ntno-

mu la�ran���nov�L = L(v

2

), ma
 vigl�d

L

0

= L([v �!

R

� x�

_

�

T

]

2

) (5.14)

� opisu
v�l~nu qastinku z pogl�du ne�nerc��l~noÝsi-

stemi v�dl�ku, wo ruha
t~s� z l�n��no� xvidk�st�

_

�

T

(t) � kutovo� xvidk�st� !

R

(t) [22]. Rozrahunok !

i

R

za formulo� (3.15) z funkc��mi �

i

j

; i; j = 1; 2; 3, wo

v�dpov�da�t~ grup� SO(3), privodit~ do v�domih vi-

raz�v dl� kutovoÝ xvidkosti v term�nah kut�v O�lera

[23], �k� mo�na vva�ati kanon�qnimi kordinatami �

i

grupi SO(3).

C. Masxtabn� peretvorenn�

�k priklad grupi, wo d�
 odnoqasno v baz� ta xa-

rah, rozgl�nemo odnoparametriqnu grupu masxtab-

nih peretvoren~

t 7! t(1 + �); x

i

7! x

i

(1 + �): (5.15)

Umovi �nvar��ntnosti (2.8) dl� peretvoren~ (5.15)

ma�t~ rozv'�zok

L = t

�1

F (t

�1

x

i

; v

i

); (5.16)

z dov�l~no�funkc�
�F .V�dpov�dni� kal�bruval~no-

�nvar��ntni� la�ran���n zg�dno z (3.30), (3.16), (3.17)

ma
 vigl�d

L

0

= (t

�1

�

_

�)F

 

x

i

t

;

v

i

� x

i

_

�

1� t

_

�

!

; (5.17)

de � | kal�bruval~na zm�nna.

VI. P�DSUMKI

�kwo G

r

| r{parametriqna grupa simetr�Ý kla-

siqnoÝ mehan�qnoÝ sistemi, wo opisu
t~s� la�ran-

���nom L = L(t; x; v), to kal�bruval~noÝ �nvar��nt-

nosti dos�ga
mo vvedenn�m r dodatkovih zm�nnih

�

�

, � = 1; : : : ; r, �k� mo�na �nterpretuvati �k ka-

non�qn� koordinati grupi G

r

. Pri c~omu dl� po-

budovi kal�bruval~no{�nvar��ntnogo la�ran�evogo

opisu dosit~ zam�niti v la�ran���n� L = L(t; x; v)

xvidkost� v

i

na \kovar��ntn� poh�dn�" V

i

, oznaqen�

formulo� (3.17), a u vipadku, koli rozgl�nut� pe-

retvorenn� m�n��t~ t | rezul~tat domno�iti na vi-

raz (3.16). Dodatkov� zm�nn� �

�

vhod�t~ u la�ran���n

lixe qerez kvaz�xvidkost� !

�

= �

�

�

_

�

�

, de matric�

�

�

�

viznaqa
t~s� zakonom kompozic�Ý grupi G

r

. R�v-

n�nn� O�lera{La�ran�a dl� zm�nnih �

�


 nasl�d-

kami r�vn�n~ ruhu dl� zm�nnih x

i

, tak wo qasova

evol�c�� kal�bruval~nih veliqin �

�

= �

�

(t) li-

xa
t~s� povn�st� neviznaqeno�. U rezul~tat� pri-

hodimo do virod�enoÝ la�ran�evoÝ sistemi [24], ka-

non�qni� opis �koÝ, �k � nastupne kvantuvann�, mo-

�ut~ buduvatis� na osnov� d�rakovogo gam�l~tonovogo

formal�zmu z v'�z�mi [25, 26]. Rozgl�nut� prikladi,

v �kih u rol� G

r

vistupa�t~ de�k� p�dgrupi grupi

prostorovo{qasovih simetr��, da�t~ zmogu, zokrema,

u dewo �nxomu sv�tl� pobaqiti dobre v�dom� klasiqn�

rezul~tati. Viklika
 �nteres rozgl�d u c~omu kon-

tekst� grupi Lorenca, osoblivo z pogl�du vivqenn�

efekt�v ad��batiqnoÝ cikl�qnoÝ evol�c�Ý [27] u rus�

rel�tiv�stiqnoÝ qastinki [28].

Avtor vd�qni� prof. R. �a�d� ta �. Kl�qkovs~-

komu za Ýhn�� stali� �nteres do c�
Ý roboti, wo znaq-

no� m�ro� zumovilo ÝÝ napisann�.
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ON THE GAUGE TRANSFORMATIONS IN CLASSICAL MECHANICS

V. I. Tretyak

Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine,

1 Svientsitskii Str., Lviv, UA{290011, Ukraine

A rule for constructing the Lagrangian which ensures gauge invariance under an arbitrary Lie group is proposed

for the classical mechanical system with n degrees of freedom.
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