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Viznaqeno amplitudu perehodu dl� masivnoÝ qastinki dovil~nogo spinu u formul�vann�

z indeksnim spinorom xl�hom obqislenn� kontinual~nogo inte�rala v BFV{BRST pidhodi.

Obqislenn� provedene bez nekontrol~ovanih perenormuvan~ miri kontinual~nogo �nte�rala.

Otrimanova�nber�iv propa�ator,zapisani�u bezindeksni� formi z vikoristann�m indeksnogo

spinora. Pokazano, wo vibir kra�ovih umov dl� indeksnogo spinora viznaqa
 golomorfne abo

antigolomorfne podann� kanoniqnogo opisu spinu qastinok � antiqastinok.
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U stvorenni teori� ob'
ktiv �z vnutr�xn~o� struk-

turo� zadaqa kovari�ntnogo opisu qastinok zi spi-

nom, zokrema zadaqa kovari�ntnogo kvantuvann� ta-

kih qastinok, v�d�gra
 podvi�nu rol~. Z odnogo boku,

ce navqal~na model~, wo da
 zmogu proil�struvati

dos�gnute i potrenuvatis� v zastosuvanni rozrobl�-

vanih metodiv, a z drugogo| vidpravna toqka i, pev-

no� m�ro�, ba�ani� rezul~tat cih teori�, poklika-

nih poslidovnorealizuvatifundamental~nikvantovi

� rel�tivists~ki principi, tak wob mo�na bulo go-

voriti pro stvorenn� teoriÝ vza
modiÝ qastinok, �k�

zalixa�t~s� 
dinim real~no spostere�uvanim pro-

�vom fundamental~noÝ strukturi materiÝ.

Dobre vidomo, wo spin mo�na opisuvati, vikori-

stovu�qi �k komutu�qi, tak i antikomutu�qi koor-

dinati, �k� mo�ut~ zastosovuvatis� �k nezale�n� i

rivnopravni partneri v ramkah supersimetriqnih te-

ori�.Na�adekvatn�xe zastosuvann� v teoriÝ spinu bo-

zonni koordinati, �k i fermionni, znahod�t~ u vi-

gl�di spinoriv. C~omu ne supereqit~ isnuvann� psev-

doklasiqnoÝ mehaniki z dodatkovimi antikomutu�-

qimi vektornimi koordinatami qastinok, de spin vi-

nika
 v proceduri kvantuvann� �k de�ka nova �kist~.

U teori�h zi spinorami u spinu 
 netrivi�l~na \kla-

siqna granic�", to� kvantuvann� potrebu
 til~ki

utoqnenn� konstant upor�dkuvann�. Do ostann~ogo

qasu bozonni spinori v teoriÝ spinu zastosovuvalis�

dosit~ obme�eno, u perxu qergu �k zminni tvistor-

nogo rodu, wo dozvol��t~ rozv'�zati masovu v'�z~ u

bezmasovomu vipadku. Cim, odnak, a� n��k ne viqer-

pu
t~s� rol~ takih zminnih.Tak, u teoriÝ z bozonnimi

spinorami, prina�mni na klasiqnomu rivni, isnu
 ele-

mentarni� rozv'�zok problemi neskinqennoÝ zv�dno-

stifermionnoÝ�{simetriÝ, zv'�zok �kogo z rozv'�zkom

u ramkah dviqi supersimetriqnih modele� poki wo

ne �sni�. Ce vipravdovu
 podal~xi� analiz mode-

le� qastinok z bozonnimi spinorami, oskil~ki vka-

zu
 na mo�livist~ isnuvann� tonxih geometriqnih i

teoretiko{grupovih aspektiv.

BFV{BRST kvantuvann� [1] masivnoÝ qastinki zi

spinom rozgl�dali v dosit~ obme�enomu qisli robit

[2] z vikoristann�m �rasmanovih vektoriv i z obme-

�enn�m vipadkom spinu 1=2. U cih model�h otri-

mann� propa�atora ne zvodit~s� do obqislenn� po-

qatkovogo funkcional~nogo �nte�rala, a vimaga
 do-

datkovih krokiv, pov'�zanih �z viborom realizaciÝ

operatoriv spinu.

U ci� roboti mi zastosovu
mo BFV{BRST pro-

ceduru kvantuvann� masivnoÝ qastinki dovil~nogo

spinu u zviqa�ni� prostorovo{qasovi� vimirnosti.Vi-

koristana shema opisu spinu za dopomogo� indeks-

nogo spinora [3] voqevid~ pri�n�tna i dl� bezmaso-

vogo vipadku � u viwih prostorovo{qasovih vimir-

nost�h, to�rozv'�zana zadaqa| lixe probni� krok

dl� ocinki efektivnosti vkazanogo pidhodu.

Taki� rozgl�d u ramkah suqasnih metodiv kvantu-

vann� provodeno vperxe. Krim poxirenn� na viwi

spini, uperxe v taki� zadaqi vdalos� v povnomu obs�zi

skoristatis� perevagami gamil~tonovogo formul�-

vann� i obqisliti kontinual~ni� inte�ral, ne zver-

ta�qis~ do dovil~nih nekontrol~ovanih perenormu-

van~ miri. Oder�ani� propa�ator zb�ga
t~s� zi zna�-

denim ranixe u tradici�ni� teoriÝ pol� v ramkah

(2J + 1){komponentnogo formalizmu [4].

Mi ne zverta
mos� do proceduri konversiÝ v'�ze�

drugogo rodu, oskil~ki taki� rozgl�d prirodno pro-

vesti pri vivqenn� bezmasovogo vipadku, de bozonna

�{simetri� modeli privodit~ do netrivi�l~noÝ al�e-

bri v'�ze� perxogo rodu.

Kl�qove dl� podibnogorozgl�du pitann� pro vibir

oblasti inte�ruvann� za kalibruval~nimi stepen�mi

v�l~nosti virixu
mo viboromfundamental~noÝobla-

sti modul�rnoÝ grupi u prostori Te�hm�lera. Uka-

zani� vibir ne pov'�zani� z neodnoznaqnist� pro-
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ceduri, skorixe ce vibir rozv'�zkiv zadaqi z klasu

mo�livih dl� fiksovanoÝ sistemi. �k rezul~tat

prirodno vinika
 priqinni� propa�ator qastinki

dovil~nogo fiksovanogo spinu.

Retel~ni� analiz kra�ovih umov vimaga
 modifi-

kaciÝ virazu dl� amplitudi perehodu u vigl�di kon-

tinual~nogo inte�rala dodann�m kra�ovih qleniv do

klasiqnoÝ diÝ [5].Qerez na�vnist~ v'�ze� drugogo rodu

vinika
 kanoniqna spr��enist~ indeksnogo spinora z

kompleksno{spr��enim.Tomu kra�ovi qleni dl� nih

rizni: odin fiksu
t~s� v poqatkovi� moment qasu, in-

xi� | u kincevi�. Pokazano, wo postala al~terna-

tiva, �ka vidpovida
 viborov� opisu spinu qastinok:

golomorfnomu| nepunktirnimi spinorami qi anti-

golomorfnomu | punktirnimi. Perehid vid odnogo

viboru do inxogo rivnoznaqni� obminov� rol�mi mi�

qastinkami � antiqastinkami.

U roboti vikoristano spinorni ugodi z [6].

U D4 qastinku zi spinom opisu
mo komutu�qimi

koordinatami (z

A

) = (x

�

; �

�

;

�

�

_�

), de x | vektor

prostorovo{qasovih koordinat, � | indeksni� ve�-

livs~ki� spinor. U formalizmi perxogo por�dku ÝÝ

la�ran�i�n [3] ma
 vigl�d

L = p _! �

e

2

(p

2

+m

2

) � �(�p̂

�

� � j) ; (1)

de bozonna \superforma"

! � _! d� = dx� id��

�

� + i��d

�

� :

Kinetiqni� qlen p _! �vl�
 sobo� sumu zviqa�nogo

kinetiqnogo qlena dl� bezspinovoÝ qastinki p _x, de

p

�

| dopomi�ni� vektor ener�iÝ{impul~su i spinovogo

dodanka, �ki� nabuva
 v sistemi spoko� standartnoÝ

oscil�tornoÝformi.Unaslidok c~ogo ! zb�ga
t~s� �z

superformo� N=1 SUSY, �kwo v ostanni� zaminiti

�rasmanovi� spinor na indeksni�. U la�ran�i�ni (1)

e (a�nba�n) i �| la�ran�evi mno�niki, j | klasiq-

ni� spin, znak �kogo viznaqa
 znak ener�iÝ.Naxa di�

A =

�

f

R

�

i

Ld� korektna �k dl� masivnogo, tak i dl�

bezmasovogo vipadkiv, odnak u ci� roboti mi obme-

�u
mos� rozgl�dom til~ki masivnoÝqastinki. Za vid-

sutnosti ostann~ogo dodanka v la�ran�i�ni (1) naxa

di� zb�ga
t~s� z di
� CBS [7], �kwo interpretuvati �

�k �rasmanovi� spinor.

Gamil~tonizaci� teoriÝ [8], krim v'�ze�, �vno zakla-

denih u di�, tobto masovoÝ v'�z�

T �

1

2

(p

2

+m

2

) � 0 (2)

ta spinovoÝ

�p̂

�

� � j � 0 ; (3)

vi�vl�
 tako� spinorni boze{v'�z�

d

�

� ip

�

� p̂

�

� � 0;

�

d

�

� �i�p

�

� �p̂ � 0: (4)

V'�z~ na impul~s, kanoniqno spr��eni� z� zminno� p,

urahuvann� �koÝ uvedenn�m du�ok Diraka trivi�l~ne

i ne modifiku
 du�ki dl� osnovnih zminnih, a tako�

oqevidni v'�z� perxogo rodu dl� impul~siv, spr��e-

nih z la�ran�evimi mno�nikami, opuska
mo.Na po-

verhni v'�ze� spinova v'�z~ (3) ekvivalentna v'�zi

S � S

�

� j �

i

2

(�p

�

� �p

�

�

�) � j � 0 ; (5)

oskil~ki S �

1

2

(�d

�

�

�

d

�

�

�)+i(�p̂

�

��j). Fundamental~ni

du�ki fz

A

; p

B

g = �

A

B

; �p

�

� p

�

�

.

Nenul~ovi du�ki al�ebri v'�ze� | ce

fd

�

;

�

d

�

g = 2ip̂; fS; d

�

g =

i

2

d

�

; fS;

�

d

�

g = �

i

2

�

d

�

: (6)

Ot�e, v'�z� (F

a

) = (F

1

; F

2

) � (T; S) | perxogo rodu,

a spinorni v'�z� (G

i

) = (d

��

;

�

d

� _�

) | drugogo (p̂~p =

m

2

> 0). Zviqa�no, spinorni v'�z� (4) | pervinni, a

masova (2) i spinova (3) | v'�z� drugogo etapu proce-

duri gamil~tonizaciÝ.

Masovav'�z~ (2) �eneru
 zviqa�ni reparametrizaciÝ

prostorovo-qasovih koordinat fazovogo prostoru

�x

�

= p

�

�; �p

�

= 0; �e = _�;

de ostann� rivnist~ vipliva
 z umovi invari�ntnosti

diÝ v gamil~tonovi� formi z toqnist� do poverhnevih

qleniv.

Spinova v'�z~ (5) porod�u
 fazovi (u rozum�nn�

mno�enn� na fazovi� mno�nik) peretvorenn�

spinornih koordinat fazovogo prostoru:

��

�

=

i

2

�

�

'; �p

��

= �

i

2

p

��

'; �� = _':

Vidpovidna vari�ci� diÝ

�A =

1

2

(p

2

�m

2

)�

�

�

�

�

�

f

�

i

+j'

�

�

�

�

�

f

�

i

dorivn�
 nulev� til~ki za umovi, wo �(�

i

) = �(�

f

) = 0

i '(�

i

) = '(�

f

). C� obstavina robit~ bezposeredn~o

dopustimimilixe rel�tivists~ki kalibruvann� z po-

hidnimi, wo vira�a�t~ _e qerez zminni zadaqi [9]. Ka-

noniqnim kalibruvann�m bez pohidnih mo�na skori-

statis�, rozgl�da�qi �ogo �k pevnu granic� dopu-

stimogo [10] abo � doda�qi do diÝ vidpovidni kra�ovi

qleni [5].

Na�poslidovn�xim metodom obqislenn� amplitudi

perehodu dl� sistem �z v'�z�mi 
 BFV{BRST for-

malizm [1]. U c~omu pidhodi koordinati poqatkovogo

fazovogo prostoru dl� ko�noÝ v'�z� F

a

perxogo rodu
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dopovn��t~s� \dinamiqnimi" la�ran�evimi mno�-

nikami (�

a

) � (�

T

; �

S

) ti
Ý � �rasmanovoÝ parno-

sti i kanoniqno spr��enimi z nimi impul~sami �

a

,

f�

a

; �

b

g = �

a

b

, a tako� d�uhovimi zminnimi. D�uhovi�

sektor mistit~ �rasmanovo neparni d�uhi C

a

i an-

tid�uhi

~

C

a

i kanoniqno spr��eni z nimi veliqini

~

P

a

ta P

a

: fC

a

;

~

P

b

g = fP

a

;

~

C

b

g = �

a

b

. Zminni �, �, C, P

di�sni, a

~

P,

~

C | u�vni.

Zminni poqatkovogofazovogo prostoru pidpor�dko-

vani v'�z�m drugogo rodu (4), odnak al�ebra v'�ze�

perxogo rodu F

a

zalixa
t~s� abelevo� i pisl� uve-

denn� du�ok Diraka

fA;Bg

D

= fA;Bg �

i

2p

2

fA;

�

d

�

g~pfd

�

; Bg

+ (�1)

AB

i

2p

2

fB;

�

d

�

g~pfd

�

; Ag;

to� BRST zar�d ma
 nul~ovi� ran� i �vl�
 sobo�

lini�nu kombinaci� v'�ze� perxogo rodu:


 = F

a

C

a

+ �

a

P

a

; (7)

f
;
g = f
;
g

D

= 0; 
 = 
:

U virazi dl� amplitudi perehodu u vigl�di konti-

nual~nogo inte�rala

Z

	

=

Z

D[z; p

z

;�; �;C;

~

P;P;

~

C]

Y

i;�

�(G

i

)

�

Y

�

(2�)

2

jdetfG

i

; G

j

gj

1=2

exp(iA

eff

) (8)

vikoristana zviqa�na mira Liuvil� dl� boze{ i

fermi{zminnih. Dl� zviqa�nih inte�raliv, �k� viko-

ristovu�t~ pri skinqennovimirn�� aproksimaciÝ kon-

tinual~nogo inte�rala, ce oznaqa
,wo dobutok dife-

renci�liv ko�noÝ pari kanoniqno spr��enih di�snih

boze{zminnih u miri dilit~s� na 2�. Na 2� dilit~s�

tako�diferenci�l zminnoÝ,wo zalixa
t~s� bez pari

vidpovidno do kra�ovih umov, �k� rozgl�da
mo. Tut

kra�ov� umovi taki (div. ni�qe (12) i (14)), wo ce

stosu
t~s� zminnih p

�

, �

a

. Dl� �rasmanovih veliqin

podibnih mno�nikiv nema
. U gamil~tonovim pidhodi

u miri ne vinika�t~ (toqnixe skoroqu�t~s�) mno�-

niki, �ki vidpovida�t~ �kobi�nov� zreal~nenn� kom-

pleksnih zminnih, wo vikoristan�.

Vikonann� v'�ze� drugogo rodu (4) v (8) zabez-

pequ
t~s� funcional~no� �{funkci
�; pri zreal~-

nenn� zminnih mno�niki, �k� vidpovida�t~ �kobi�nov�

perehodu, ne vinika�t~ u dobutku

Q

i

�(G

i

) vid kom-

pleksnih v'�ze� drugogo rodu. Mira normu
t~s� de-

terminantom matrici du�ok Puassona di�snih v'�ze�

drugogo rodu detfG

i

; G

j

g =

�

detfd

�

;

�

d

�

g

�

2

=

�

4p

2

�

2

.

Krim togo, u miru dl� ko�nogo \momentu qasu" � po-

vinen buti vvedeni� mno�nik 2� na ko�nu paru di�s-

nih kanoniqno spr��enih boze{v'�ze� drugogo rodu.

Efektivna gamil~tonova di� ma
 vigl�d

A

eff

=

Z

�

f

�

i

�

p _x+

_

�p

�

+ �p

�

_

�

� + �

_

�+

~

P

_

C +

~

C

_

P �H

	

�

d� +A

b:t:

: (9)

Vibir BRST gamil~toni�na H

	

ta kra�ovogo qlena

A

b:t:

obgovoreno ni�qe.

Dl� reparametrizaci�no invari�ntnoÝ teoriÝ, �ku

rozgl�da
mo, gamil~toni�n H

	


 BRST pohidno�

kalibruval~nogo fermiona 	: H

	

= f
;	g. V am-

plitudi (8) mo�na na rivni� pidstavi koristuvatis� �k

du�kami Puassona, tak i du�kami Diraka, oskil~ki

v naxomu vipadku du�ki Puassona v'�ze� perxogo

rodu (wo vhod�t~ do 
) z dovil~no� funkci
� zb�ga-

�t~s� z du�kami Diraka na poverhni v'�ze� drugogo

rodu.Vidomo [1], wo amplituda perehodu ne zale�it~

vid viboru kalibruval~nogo fermiona, �kwo funcio-

nal~ni� inte�ral uz�to za tra
ktori�mi, �k� nale-

�at~ odnomu klasov� ekvivalentnosti vidnosnoBRST

peretvoren~. Ostanni� vidil�
mo viborom vidpovid-

nih kalibruval~nih i kra�ovih umov. Rel�tivists~ke

kalibruvann� z pohidnimi dl� la�ran�evih mno�-

nikiv (

_

�

a

= 0) oder�u
mo, vikoristavxi vib�r

	 =

~

P

a

�

a

; (10)

todi

H

	

= F

a

�

a

+

~

P

a

P

a

: (11)

Nagolosimo, wo podal~xe sprowenn� virazu dl� 	

xl�hom vikl�qenn� de�kih dodankiv ne ba�ane, bo

todi ne vidil�
t~s� odin klas ekvivalentnosti tra
k-

tori� i rezul~tat \useredn�
t~s�" za bagat~ma kla-

sami, a �ogo otrimann� potrebu
 neskinqennih pere-

normuvan~ miri inte�ruvann� [11].

Obqislenn� amplitudi perehodu provedemo v koor-
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dinatnomu podanni dl� zminnih z

A

i v zmixanomu po-

danni dl� d�uhiv, tobto viberemo kra�ovi umovi

x

�

(�

i

) = x

i

�

; x

�

(�

f

) = x

f

�

; (12)

�

�

(�

1

) = �

�

1

;

�

�

_�

(�

2

) =

�

�

2

_�

; (13)

de mitki (1; 2) spinoriv treba rozumiti �k (f; i) dl�

golomorfnogo ta (i; f) | dl� antigolomorfnogo vi-

boru;

�

a

(�

i

) = �

a

(�

f

) = 0; C

a

(�

i

) = C

a

(�

f

) = 0;

~

C

a

(�

i

) =

~

C

a

(�

f

) = 0: (14)

Dl� inxih zminnih kra�ovi znaqenn� ne fiksu
mo.

Kra�ovi umovi, wo naklada�t~s�, BRST invari�ntni

i zabezpequ�t~ obernenn� v nul~ BRST zar�du na

kinc�h. Ce �arantu
 form{invari�ntnist~ amplitudi

(8); obernenn� v nul~ kra�ovih znaqen~ BRST za-

r�du mo�na rozumiti �k klasiqne vira�enn� umovi

^


 j 

phys

i = 0 [12]. Kra�ovi umovi dl� indeksnogo

spinora | kovari�ntni� vibir, uzgod�eni� z ka-

noniqno� spr��enist� � i

�

�, �ka vinika
 vnaslidok

v'�ze� drugogo rodu. Zviqa�no, taki� vibir ne 



dino mo�livim. Vikoristovu�qi kombinaciÝ indeks-

nogo spinora i spr��enogo z nim impul~su z in-

ximi zminnimi fazovogo prostoru, mo�na zapropo-

nuvati bezliq vari�ntiv kovari�ntnih kra�ovih umov

na indeksni zminni. Usi voni, po suti, ekvivalentni i

pov'�zani z viborom konkretnogo sposobu opisu spinu

(realizaciÝ g�l~bertovogo prostoru staniv). Mi obme-

�u
ms� tut rozgl�dom dvoh osnovnih vari�ntiv (13),

�k na�prostixih i pov'�zanih z u�e opisanimi v lite-

raturi [3].

Za kra�ovih umov (13) korektnist~ vari�ci�nogo

principu (nezale�nist~ vari�ciÝ diÝ vid var��ci� zmin-

nih, wo ne fiksu�t~s� na kinc�h) vimaga
 vvedenn�

kra�ovogo qlena

A

b:t:

= "

�

1

2

(�

i

p

�i

+ �

f

p

�f

� �p

�i

�

�

i

� �p

�f

�

�

f

) (15)

de "

�

= �1 vidpovida
 golomorfnomu, a "

�

= +1 |

antigolomorfnomu viborov�.

U kalibruvann� (10), �ke rozgl�da
mo,funcional~-

ni� inte�ral (8) faktorizu
t~s�:

Z

	

= Z � Z

gh

; (16)

de funkcional~ni� inte�ral Z

gh

za neparnimi duho-

vimi zminnimi ma
 prosti� �ausivs~ki� vigl�d. In-

te�ral Z

gh

mo�na obqisliti, rozbiva�qi interval

zmini parametra evol�ciÝ � na N rivnih qastin; po-

klademo T

�

� �

f

� �

i

i �� = T

�

=N . Todi inte�ruvann�

za P i

~

P avtomatiqno viznaqa
 normuval~ni� mno�-

nik (i�� )

2N

dl� miri u promi�nomu inte�rali

Z

gh

=

Z

D[C;

~

C] expf�i

Z

�

f

�

i

_

~

C

a

_

C

a

d�g (17)

za obqislenn� �ogo diskretizaci
� promi�ku [�

i

; �

f

];

ne turbu�qis~ pro normuvann�, (17) mo�na otrimati

bez diskretizaciÝ poslidovnimi inte�ruvann�mi za

~

P,

wo dast~ �(P �

_

C), i za P, wo znime c� �{funkci�.

Rezul~tat inte�ruvann� v (17), �ki� ne spira
t~s� na

pripuwenn� pro nul~ovi kra�ovi znaqenn� duhovih

zminnih C i

~

C, ma
 vigl�d

Z

gh

= �T

2

�

expf�i(

~

C

fa

�

~

C

ia

)(C

a

f

�C

a

i

)=T

�

g : (18)

Oskil~ki v pokazniku pidinte�ral~noÝ eksponenti

v Z

gh

nema perehresnih qleniv z duhami dl� riznih

v'�ze�, dostatn~o obme�itis� obqislenn�m dl� vi-

padku odni
Ý v'�z�. Ma
mo

Z

(1)

gh

= lim

N!0

Z

gh

[C

i

; C

f

;

~

C

i

;

~

C

f

;T

�

; N ];

de

Z

(1)

gh

[C

i

; C

f

;

~

C

i

;

~

C

f

;T

�

; N ] =

Z

N�1

Y

k=1

dC

k

d

~

C

k

�

N

Y

k=1

d

~

P

k

dP

k

� exp

(

i

N

X

k=1

h

~

P

k

(C

k

� C

k�1

)� (

~

C

k

�

~

C

k�1

)P

k

�

~

P

k

P

k

��

i

)

= i��

Z

N�1

Y

k=1

dC

k

d

~

C

k

(i�� ) � exp

(

�

i

��

N

X

k=1

(

~

C

k

�

~

C

k�1

)(C

k

� C

k�1

)

)

;

C

0

= C

i

;

~

C

0

=

~

C

i

; C

N

= C

f

;

~

C

N

=

~

C

f

:
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�k legko pereviriti metodom matematiqnoÝ indukciÝ

za N , ce� inte�ral ne zale�it~ vid N :

Z

(1)

gh

[C

i

; C

f

;

~

C

i

;

~

C

f

;T

�

; N ]

= iT

�

exp

n

�i(

~

C

f

�

~

C

i

)(C

f

� C

i

)=T

�

o

= Z

(1)

gh

:

Dl� nul~ovih kra�ovih znaqen~ C i

~

C (14) i navit~

za slabk�xih umov, C

f

= C

i

abo

~

C

f

=

~

C

i

, ta dvoh

komutu�qih v'�ze� ma
mo

Z

gh

= �T

�

2

: (19)

Ot�e, v amplitudi perehoduZ

	

zalixilos� vikonati

funkcional~ne inte�ruvann� lixe za parnimi zmin-

nimi.

Inte�rali za impul~sami �

a

la�ran�evih mno�-

nikiv da�t~ �{funkciÝ �(

_

�

a

), to�pisl� funkcional~-

nogo inte�ruvann� za �

a

v Z

	

zalixa�t~s� lixe

zviqa�ni inte�rali za nul~ovimi modami �

a

. Utoq-

nenn� oblasti inte�ruvann� za cimi zminnimi, �ke

vidigra
 kl�qovu rol~ u naxomu rozgl�di, bude viko-

nane ni�qe.

Inte�ruvann� za x da
 �{funkci� �( _p), to� funk-

cional~ni� inte�ral za p v (16) reduku
t~s� do zvi-

qa�nogo inte�rala za nul~ovimi modami p, i zamist~

�nte�rala

R

p _xd� , u pokaznikovi pidinte�ral~noÝ eks-

ponenti z'�vl�
t~s� viraz ip(x

f

� x

i

).

V'�z� drugogo rodu (4) ma�t~ rozv'�zani� vigl�d

vidnosno spinornih impul~siv p

�

i �p

�

. Ce dozvol�


legko prointe�ruvati za cimi zminnimi, �kwo sko-

ristatis� funkcional~nimi �{funkci�mi v miri.

Teper v amplitudi perehodu zalixa
t~s� lixe

funkcional~ni� inte�ral za indeksnimi zminnimi,

�ki� faktorizu
ts� u vigl�di

Z

�

=

Z

Y

�

d

2

�d

2

�

�jp

2

j (20)

� exp

�

i

Z

�

f

�

i

(�i

_

�p̂

�

� + i�p̂

_

�

� � �

s

�p̂

�

�)d� + i

~

A

b:t:

�

;

de

~

A

b:t:

= i"

�

(�

i

p̂

�

�

i

+ �

f

p̂

�

�

f

) (21)

Eksponenci�ni� mno�nik u virazi dl� �ausivs~kogo

inte�rala (20), �k zviqa�no, legko znahodimo meto-

dom perevalu. Umovi ekstremumu pokaznika pidin-

te�ral~noÝ eksponenti za

�

� i �, z urahuvann�m kra�-

ovih umov (13), da�t~ rivn�nn� ruhu dl� � i

�

�:

2i

_

�p̂+ �

s

�p̂ = 0 ; (22)

to�netrivi�l~ni� vklad, pri pidstanovc� rozv'�zkiv

do pokaznika pidinte�ral~noÝ eksponenti v (20),

dast~ til~ki kra�ovi� qlen (21). Rozv'�zki riv-

n�n~ (22), z urahuvann�m kra�ovih umov (13), ma�t~

vigl�d

�p̂ = e

i

2

�

s

(���

1

)

�

1

p̂; p̂

�

� = e

�

i

2

�

s

(���

2

)

p̂

�

�

2

: (23)

Rezul~tat obqislenn� inte�rala (21):

Z

�

= expf�2"

�

�

1

p̂

�

�

2

e

i"

�

�

s

T

�

=2

g (24)

Peredeksponenci�ni� mno�nik u (24) mo�na zna�-

ti, sklada�qi dograniqni� viraz dl� obqislenn�

�ausivs~kogo inte�rala (20) xl�hom diskretizaciÝ

promi�ku zmini parametra rozvitku � : Z

�

=

lim

N!1

Z

�

[�

1

;

�

�

2

;T

�

; N ].Napriklad, u golomorfnomuvi-

padku

Z

�

[�

f

;

�

�

i

;T

�

; N ] =

Z

N

Y

k=1

d

2

�

k�1

d

2

�

�

k

jp

2

j=�

2

exp

(

�2

�

1 + i�

s

T

�

2N

�

N

X

k=1

�

k�1

p̂

�

�

k

+ 2

N

X

k=0

�

k

p̂

�

�

k

)

;

de

�

�

0

=

�

�

i

, �

N

= �

f

. Vikoristovu�qi metod matematiqnoÝ indukciÝ, neva�ko pereviriti, wo

Z

�

[�

f

;

�

�

i

;T

�

; N ] =

"

1 +

�

�

s

T

�

2N

�

2

#

�N

exp

(

2�

f

p̂

�

�

i

�

1 + i�

s

T

�

2N

�

�N

)

;

zvidki graniqno za N !1, oqevidno, oder�u
mo (24).

Teper v amplitudi perehodu (8) vikonani vsi funkcional~ni inte�ruvann�:

Z

	

= �T

�

2

Z

d

4

p

(2�)

4

e

ip(x

f

�x

i

)

d�

T

d�

s

(2�)

2

exp

�

�i

T

2

�

T

(p

2

+m

2

) + i�

s

T

�

J

�

exp

n

�2"

�

�

1

p̂

�

�

2

e

i"

�

�

s

T

�

=2

o

: (25)
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U (25)figuru
kvantovi� spin J , uvedeni� dl� togo,

wob pidkresliti mo�livist~ pereoznaqenn� klasiq-

nogo spinu j z (1) konstantami vpor�dkuvann� pri

kvantuvann� klasiqnoÝ teoriÝ.

Dl� harakteristiki klasiv ekvivalentnosti orbit

kalibruvvl~noÝ grupi v rozxirenomu fazovomu pro-

stori vvedemo parametri Te�hm�lera

C

T

=

1

2

Z

�

f

�

i

�

T

(� )d�; C

S

=

1

2

Z

�

f

�

i

�

S

(� )d�: (26)

Parametr C

T

ma
 prozori� fiziqni� smisl | u vid-

povidnomu kalibruvann� ce vlasni� qas [9]. Po�va v

teoriÝ parametra C

S

pov'�zana z tim, wo vnutrixni

kvantovi qisla, taki, �k spin, zar�d i t.p., realizu-

�t~s� u klasiqnih terminah �k topologiqni harak-

teristiki torovih xl�hiv. Nazivatimemo parametr

C

S

vlasnim spinovim fazovim kutom.Unaslidok kra-

�ovih umov na parametri reparametrizaci�, "(�

i

) =

"(�

f

) = 0, i fazovih peretvoren~ indeksnih spinoriv,

'(�

i

) = '(�

f

) = 0, parametri Te�hm�lera ne mo-

�ut~ buti zmineni kalibruval~nimi peretvorenn�mi,

oskil~ki ��

T

= _", ��

S

= _'. Pripustimist~ vi-

koristanogo tut kalibruvann� z pohidnimi,

_

�

T

=

_

�

S

= 0, oznaqa
, wo klasi ekvivalentnosti orbit

kalibruval~noÝgrupi vza
mno odnoznaqnoharakteri-

zu�t~s� nul~ovimi modami la�ran�evih mno�nikiv,

dl� �kih, oqevidno,

C

T

= �

T

� T

�

=2; C

S

= �

S

� T

�

=2: (27)

Oskil~ki parametr evol�ciÝ povinen bi
ktivno vid-

povidati toqkam svitovoÝ liniÝ qastinki [9], dopu-

stimi til~ki reparametrizaciÝ zi strogomonotonnimi

funkci�mi. Unaslidok c~ogo grupa reparametrizaci�

rozpada
t~s� na dvi zv'�zni komponenti: pidgrupu,wo

zberiga
 ori
ntaci� svitovoÝ liniÝ, i mno�inu repara-

metrizaci�, �k� zmin��t~ ori
ntaci�. Vidpovidna mo-

dul�rna grupa (faktor povnoÝ kalibruval~noÝ grupi

za zv'�zno� komponento� odinici) 
 Z

2

. BFV{BRST

kvantuvann� vkl�qa
 til~ki kalibruval~n� peretvo-

renn�, wo neperervno pov'�zani z toto�nim, to� in-

te�ruvann� ma
 vestis� po fundamental~n�� oblast�

modul�rnoÝ grupi u prostori Te�hm�lera. Viberemo

oblast~ dl� parametraC

T

, kladuqi C

T

> 0, todi qa-

stinki z pozitivno� ener�i
� ruha�t~s� vpered u

qasi i amplituda perehodu (8) 
 priqinnim propa�a-

torom.

�kwo vrahovuvati nezale�nist~ vnutrixnih kvan-

tovih qisel vid stanu ruhu qastinki, to funda-

mental~na oblast~ modul�rnoÝ grupi dl� fazovyh

peretvoren~ indeksnih spinoriv oqevidna zi zna�de-

nogo virazu dl� amplitudi (26). Unaslidok perio-

diqnosti pidinte�ral~nogo virazu za parametrom

C

S

= �

S

T

�

=2 pri napivcilih J , �k fundamental~nu

oblast~ mo�na vz�ti bud~{�ki� promi�ok dov�ino�

v period, ska�imo, [0; 2�]. Sama modul�rna grupa fa-

zovih peretvoren~| ce grupa Z.

Inte�ruvann� v (25) za parametrom Te�hm�leraC

T

vikonu
mo z vikoristann�m dobre vidomoÝ rivnosti

1

R

0

dC

T

expf�iC

T

(p

2

+ m

2

)g = �i=(p

2

+ m

2

� i0). Ta-

kim qinom, zrobleni� vibir fundamental~noÝ obla-

sti ekvivalentni� zviqa�nomu pravilu obhodu po-

l�siv v inte�ral~nomu podanni priqinnogo propa�a-

tora.

Inte�ral za parametrom C

S

znahodimo zastosuvan-

n�m inte�ral~noÝ formuli Koxi dl� n{oÝ pohidnoÝ

analitiqnoÝ funkciÝ f(z) odni
Ý kompleksnoÝ zminnoÝ

z. �kwo funkci� f(z) = exp(Az), a kontur C 
 odi-

niqnim kolom �z centrom u toqci z, legko vixuku
mo

2�

R

0

exp(�in� +Ae

i�

)d� = 2�A

n

=n!.

Ostatoqno, vikonu�qi v (25) inte�ruvann� za para-

metrami Te�hm�lera, oder�u
mo dl� amplitudi pe-

rehodu (8), pri dopustimih u golomorfnomu vipadku

nevid'
mnih J [3], viraz

Z

	

=

�i

(2J"

�

)!

Z

d

4

p

(2�)

4

e

ip(x

f

�x

i

)

�

(2"

�

�

1

p̂

�

�

2

)

2J"

�

p

2

+m

2

� i0

�

2

�

; (28)

�ki� �vl�
 sobo� bezindeksni� zapis va�nber�ivs~-

kogo propa�atora [4] v 2J + 1{komponentnomu for-

malizmi teoriÝ pol�. U golomorfnomu vipadku ko-

rektni� znak J pozitivni� [3], J � 0, i qastinki

opisu
mo simetriqnimi spinorami ran�u 2J + 1 z

nepunktirnimi indeksami. V antigolomorfnomu vi-

padku J 6= 0 i qastinki opisu
mo spinorami z punk-

tirnimi indeksami. Zv'�zok mi� znakom J i znakom

ener�iÝ pokazu
, vidpovidno do zviqa�nih mirkuvan~

[9], wo zmina viboru kra�ovih umov (13) rivnoznaqna

zmini oznaqenn� qastinok i antiqastinok.

Zaznaqimo, wo zale�ni� vid spinu mno�nik u

pidinte�ral~nomu virazi v (28) mo�na podati u vi-

gl�di (2"

�

�

1

p̂

�

�

2

)

2J"

�

=(2J"

�

)! = (2"

�

�

1

p̂

�

�

2

)

2J"

�

=�(2J"

�

+

1), 
dinomu dl� baxti vsih spiniv, i takomu, wo

ma
 analitiqne prodov�enn� na \vsi" kompleksni J

[13,14], va�live dl� teoriÝ ruhomih pol�siv Red�e i

strunnoÝ teoriÝ.

Zistavlenn� otrimanogo rezul~tatu z rezul~tatom

roboti [4] mo�na zdi�sniti takim qinom. Harakteri-

stiki vi�nerivs~koÝ hvil~ovoÝ funkciÝu(p; �;�) vizna-

qa
mo proceduro� pervinnogo kvantuvann� [3], tomu

vona pidpor�dkovana spinovi� v'�zi (

^

S

�

� J) = 0 ta,

u golomorfnomu vipadku, v'�zi

^

�

d

�

u = 0, de opera-

tori indeksnih spinoriv � realizu�t~s� �k operatori

mno�enn�:

^

� = �, a operatori kanoniqno spr��enih

z nimi �mpul~siv p

�

| �k operatori diferenci�-

vann�: p̂

�

= �i@=@�. Unaslidok c~ogo [3] u(p; �;�) =

e

��p̂

�

�

[�]

J;�

, de [�]

J;�

| odnoridni�mnogoqlen vid � ste-

pen� 2J , � = �J;�J = 1; � � � ; J � 1; J .

Va�livo, wo v��ner�vs~ku hvil~ovu funkci� do-

vil~nogo impul~su oder�u
mo z hvil~ovoÝ funkciÝ
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standartnogo impul~su peretvorenn�m til~ki indeks-

nogo spinora

u(p; �;�) = u(

o

p

; �B

p

;�);

de B

p

= B

p

+

| operatorVi�nera, a

o

p

= (m; 0) | stan-

dartni� impul~s.

U sistemi spoko� polinom [�]

J;�

zadovol~n�
 tu �

umovu, wo � v��ner�vs~ka hvil~ova funkci�: (

^

M

3

�

�)u(

o

p

; �;�) = 0, de spinorna qastina tret~oÝ kom-

ponenti momentu

^

M

3

=

1

2

(��

1
@

@�

1

+ �

2
@

@�

2

+ c:c:).

Cim viznaqa
t~s� stepin~ (J � �), z �kim do [�]

J;�

vhodit~ koordinata �

1;2

indeksnogo spinora: [�]

J;�

=

N

J

�

2J

J��

�

1=2

(�

1

)

J��

(�

2

)

J+�

. Tut

�

2J

J��

�

| binomni�

koefici
nt, �ki� dozvol�
 ototo�niti zgortki za

spinornimi indeksami ta za proekci
� spinu �, a

mno�nik normuvann� N

J

znahodit~s� ni�qe.

Dl� perehodu do dovil~noÝ sistemi vidliku slid

skoristatis� tim, wo

[�B]

J;�

= [�]

J;�

0

D

J

(B)

�

0

�

;

de B | dovil~na 2 � 2 matric�, a D

J

| D-funkciÝ

Vi�nera.

Zviqa�na pivtoralini�na forma u prostori golo-

morfnih funkci� vid indeksnogo spinora induku
 dl�

polinomnih funkci� vid � skal�rni� dobutok u vi-

gl�di

(';  ) = N

Z

d

2

� d

2

�

� e

�2�p̂

�

�

�' : (29)

Ce� skal�rni� dobutok dl� odnoridnih funkci� ste-

pen� J mo�na zapisati v terminah diferenci�l~nogo

operatora

(';  ) =

2

�(2J+2)

(2J)!m

4J

(

@

@�

p̂

@

@

�

�

)

2J

�

'

J

 

J

�N �

4�

2

m

2

: (30)

Prava qastina v (30) z toqnist� do mno�nika zb�-

ga
t~s� z vidomim virazom (div., napr., [14], de za-

gal~ni� mno�nik ne fiksovani�). Teper z umovi

ortonormovanosti ([�]

J

0

;�

0

; [�]

J;�

) = �

J

0

J

�

�

0

�

legko

zna�ti normuvann� bazisnih simetriqnih spinoriv

[�]

J;�

. V obqislenni dostatn~o obme�itis� vipadkom

� = �J : N

J

2

=

2

2J+2

(2J)!m

2J

�

m

2

4�

2

�

1

N

.Mno�nik normuvann�

N znahodimo z umovi obernenn� v odinic� c~ogo vi-

razu za J = 0: N = m

2

=�

2

.

Teper dl� oder�ann� va�nber�ovogo propa�atora

neobhidno prointe�ruvati za poqatkovim �

i

ta kince-

vim �

f

indeksnimi spinorami pidinte�ral~ni� viraz

u (28), pomno�eni� na [�

i

]

J;�

[

�

�

f

]

J;�

, za miro� z (29).

Otrima
mo u vidpovidnosti z [4] propa�ator

G

J

�

0

�

(x) = �im

�2J

�

J

�

0

�

(i@)�

C

(x); (31)

de

�

C

(x) = (2�)

�4

Z

d

4

pe

ipx

=(p

2

+m

2

� i0)

| priqinna funkci� �rina skal�rnogo pol�, a (2J +

1) � (2J + 1){komponentna matric� �

J

�

0

�

| vizna-

qa
t~s� toto�nost�mi v nastupnomu lanc��ku

1

(2J)!

(2�

f

p̂

�

�

i

)

2J

=

1

(2J)!

((�

f

B

p

)2

^
o

p

(B

p

�

�

i

))

2J

� [�

f

B

p

]

J;�

0

�

J

�

0

�

(

o

p

)[B

p

�

�

i

]

J;�

= [�

f

]

J;�

0

�

J

�

0

�

(p)[

�

�

i

]

J;�

� p

�

1

� � �p

�

2J

[�

f

]

J;�

0

t

�

1

����

2J

�

0

�

[

�

�

i

]

J;�

(�1)

2J

: (32)

Pri zistavlenni treba vvesti dodatkovi mno�niki

1

�

i 2i, wo pov'�zani z riznice� v uvedenni pol�snogo

mno�nika do pidinte�ral~nogo virazu pri opisanni

spinu v naxomu pidhodi i v pidhodi roboti [4].

Vlastivosti veliqin t

�

1

����

2J

�

0

�

i �

J

�

0

�

(p) dokladno

opisani v [4]. Zokrema, v (32) istotno vikoristano te,

wo veliqini t

�

1

����

2J

�

0

�

a) simetriqni za 4{vektornimi indeksami;

b) bezslidovi za cimi 4{vektornimi indeksami;

v) 
 tenzorami D

J

(A)�

J

(p)D

J

(A)

+

= �

J

(p

0

), de A 2

sL(2; C),

^

p

0

= Ap̂A

+

.

Nezvidn�st~ podan~ grupi obertan~ u sistemi spo-

ko�, �ka 
 avtomatiqnim naslidkom modeli, wo roz-

gl�da
t~s�, i lema Xura oznaqa�t~, wo veliqina

�(p) kratna odiniqni� matrici i normovana tak, wo

�

J

�

0

�

(p) = m

2J

�

�

0

�

.

Teper zv'�zok mi� virazami (28) i (31) u�e cilkom

oqevidni�.

Obqislenn� dl� bezmasovogovipadku, a tako�dl�

spinovoÝ qastinki u formul�vanni z dirakivs~kimi

indeksnimi boze{spinorami ((2J + 1){komponentni�

formalizm teoriÝ pol�) i dl� viwih prostorovo{

qasovih vimirnoste�, �k � dl� supersimetriqnih te-

ori�, budut~ zroblen� v nastupnih robotah.
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WEINBERG PROPAGATOR OF A MASSIVE PARTICLE

WITH AN ARBITRARY SPIN
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The transition amplitude is obtained for a free massive particle of an arbitrary spin by calculating the path

integral in the index{spinor formulation within the BFV{BRST approach. None renormalizations of the path

integral measure were applied. The calculation has given the Weinberg propagator written in the index{free form

with the use of an index spinor. The choice of boundary conditions on the index spinor determines holomorphic

or antiholomorphic representation for the canonical description of particle/antiparticle spin.
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