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I. VSTUP

Sered naukovoÝ spadwini Mikoli Bogol�bova q�-

l~ne m�s
e nale�it~ pra
�m [1℄, u �kih sformu-

l~ovano metod renormal�za
��noÝ grupi (RG). Vinik-

nuvxi v 50{h rokah u zadaqah kvantovoÝ teor�Ý pol�

[2,3,1℄, s~ogodn� RG stala potu�nim zagal~nim meto-

dom teoretiqnoÝ � matematiqnoÝ f�ziki [4℄. Zokrema

na RG p�dhod� znaqno� m�ro� �runtu
t~s� suqasna te-

or�� kritiqnih �viw [5℄.Meto� 
�
Ý statt�, prisv�qe-

noÝ 90{r�qq� v�d dn� narod�enn� M. M. Bogol�bova,


 sformul�vati uzagal~nenn� odnogo z var��nt�v me-

todu RG na vipadok ne
�loÝ vim�rnosti prostoru �

provesti ogl�d rob�t, u �kih za dopomogo� takogo

p�dhodu dosl�d�uvali kritiqnu poved�nku dek�l~koh

qasto v�ivanih modele� statistiqnoÝ f�ziki.

Na s~ogodn� �snu�t~ r�zn� formul�vann� metodu

RG stosovno teor�Ý kritiqnih �viw. Va�livo� ri-

so�, pritamanno� r�znim RG p�dhodam do anal�zu

kritiqnih �viw, 
 te, wo teor�� kritiqnih �viw

operu
 pevnim kolom pon�t~, sp�l~nih dl� opisu zo-

vs�m r�znih sistem, svo
� qergo�, metod RG dozvol�


zna�ti Ýhn� k�l~k�sn� harakteristiki. Ce asimpto-

tiqn� znaqenn� kritiqnih pokaznik�v ta v�dnoxenn�

ampl�tud, wo opisu�t~ poved�nku sistemi v okol�

kritiqnoÝ toqki; r�vn�nn� dl� potok�v RG ta efek-

tivn� pokazniki, wo harakterizu�t~ nabli�enn� do

kritiqnoÝ oblasti; neruhom� toqki towo. Viznaqenn�


ih harakteristik ta peredbaqenn� mo�livosti kri-

tiqnih �viw u r�znih sistemah � stanovit~ predmet

teor�Ý.Priqomu, tod� �k roztaxuvann� kritiqnih to-

qok, osoblivost� nabli�enn� do kritiqnoÝ oblasti,

ÝÝ rozm�r 
 spe
if�qnimi dl� ko�noÝ okremo vz�toÝ

sistemi � viznaqa�t~s� ÝÝ m�kroskop�qnimi paramet-

rami, poved�nka v bliz~komu okol� kritiqnoÝ toqki 


un�versal~no�. U rann�h teor��h kritiqnih �viw un�-

versal~n�st~ traktuvalas~ �k odnakov�st~ poved�nki

v okol� kritiqnoÝ toqki v us�h sistemah, nezale�-

n�st~ ÝÝ n� v�d �kih parametr�v. Suqasne rozum�nn�

un�versal~nosti peredbaqa
, wo poved�nka v bliz~-

komu okol� kritiqnoÝ toqki zale�it~ v�d pevnih

�lobal~nih harakteristik sistem. Stosovno sp�l~-

nosti abo v�dm�nnosti 
ih harakteristik, ostann� mo-

�ut~ buti pod�len� na pevn� klasi un�versal~nosti.

Do takih harakteristik nale�at~ vim�rn�st~ pros-

toru, vim�rn�st~ ta simetr�� parametra vpor�dku-

vann�. Zokrema predmetom anal�zu, provedenogo v 
��

statt�, budut~ dek�l~ka modele�, wo nale�at~ do r�z-

nih klas�v un�versal~nosti (r�zna vim�rn�st~ para-

metra vpor�dkuvann� � r�zna simetr��). Mi rozgl�-

nemo metod dosl�d�en~, wo dozvol�
 otrimati k�l~-

k�sn� harakteristiki kritiqnoÝ poved�nki 
ih mode-

le� pri dov�l~nomu (ne
�lomu) znaqenn� vim�rnosti

prostoru, �ka 
 �lobal~no� zm�nno� � qinit~ kardi-

nal~ni� vpliv na kritiqnu poved�nku.

Statt� pobudovana tak: u nastupnomu rozd�l� mi

korotko zupinimos� na osnovnih priqinah, wo vi-

klika�t~ za
�kavlenn� v dosl�d�enn� kritiqnoÝ po-

ved�nki pri ne
�l�� vim�rnosti prostoru d, ta sfor-

mul�
mo umovi perenormuvann� masivnoÝ teor�Ý pol�

dl� ne
�logo d. Dal� mi zrobimo ogl�d rob�t, u �kih

zaproponovani� xl�h dosl�d�en~ real�zovano dl�

dek�l~koh popul�rnih modele� statistiqnoÝ f�ziki:

model� �zin�a (rozd�l III),m{vektornoÝ model� (rozd�l

IV) ta nevpor�dkovanoÝ m{vektornoÝ model� �z zamo-

ro�enim bezladom (rozd�l V). Zagal~n� visnovki ta

obgovorenn� otrimanih rezul~tat�v naveden� v roz-

d�l� VI.

II. R�VN�NN� KALLENA{SIMANC�KA DL�

DOV�L^NOÕ VIM�RNOSTI PROSTORU

Roboti, rezul~tati �kih vikladen� ni�qe, buli

viklikan� nedavn�m �nteresom do vivqenn� fazo-

vih perehod�v drugogo rodu u vipadku, koli vim�r-

n�st~ prostoru d 
 ne
�lo�. Pon�tt� ne
�loÝ vim�r-

nosti prostoru v�e stalo zviqnim u teor�Ý kritiqnih

�viw. � 
�la nizka priqin dl� zaprovad�enn� 
�
Ý

kon
ep
�Ý: z odnogo boku, rozgl�d vim�rnosti pros-
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toru (abo ÝÝ v�dhilenn� v�d �kogos~ f�ksovanogo zna-

qenn�) �k neperervnoÝ zm�nnoÝ � parametra rozkladu

teor�Ý zburen~ dozvol�
 otrimati rezul~tati � dl�


�logo znaqenn� d. Tut mo�na zgadati ne lixe zna-

meniti� " = 4 � d rozklad [6℄, zastosuvann� �kogo

v teor�Ý kritiqnih �viw privelo do obqislenn� na-

d��nih znaqen~ kritiqnih pokaznik�v bagat~oh tri-

vim�rnih (d = 3) modele� [5℄, ale � " = d � 1 roz-

klad, zaproponovani� dl� model� ma��e ploskoÝ po-

verhn� rozd�lu (near planar interfa
e model) [7{9℄, mo-

del� kraplini (droplet model) [10℄,

p

"{rozklad dl�

slabo rozvedenoÝ model� �zin�a [11,12℄ towo. Z �nxogo

boku, neperervna zm�na prostorovoÝ vim�rnosti xl�-

hom anal�tiqnogo prodov�enn� g�perkub�qnih �ratok

na ne
�l� d vikoristovu
t~s� dl� togo, wob pov'�-

zati rezul~tati, otriman� dl� pevnogo f�ksovanogo

d, z toqnimi rezul~tatami (�kwo voni �snu�t~) abo

z rezul~tatami, otrimanimi �nximi metodami, �, ta-

kim qinom, perev�riti nad��n�st~ togo qi �nxogo spo-

sobu obqislen~. Wob�l~xe, u de�kih model~nih sis-

temah sposter�ga
t~s� mo�liv�st~ viniknenn� novogo

tipu �viw, poqina�qi z pevnoÝ (ne
�loÝ) vim�rnosti

prostoru, wo privodit~ do potrebi viznaqenn� 
�
Ý

mar��nal~noÝ vim�rnosti.Takim qinom, zadaqa dosl�-

d�enn� kritiqnoÝ poved�nki model~nih sistem pri

ne
�lomu d peretvor�
t~s� u samost��nu. Tak, napri-

klad, dl� model� �zin�a tak� dosl�d�enn� provodili

za dopomogo� r�znoman�tnih p�dhod�v [13{19℄ (doklad-

n�xe pro 
e div. u nastupnomu rozd�l�).

U b�l~xost� �z zgadanih viwe rob�t anal�tiqne pro-

dov�enn� za vim�rn�st� prostoru d ma
 qisto for-

mal~ni� harakter. Svogo qasu 
e viklikalo �nteres

do por�vn�nn� znaqen~ kritiqnih pokaznik�v, otri-

manih takim xl�hom, �z znaqenn�mi kritiqnih po-

kaznik�v v�dpov�dnih sp�novih sistem, roztaxovanih

u vuzlah samopod�bnih fraktal~nih �ratok [20℄, de

ne
�la fraktal~na vim�rn�st~ ma
 bezposeredn� geo-

metriqnu �nterpreta
�� [21℄. Prote opis fraktalu

vkl�qa
 we dek�l~ka harakteristik, wo mo�ut~ zm�-

n�vatis� odna nezale�no v�d �nxoÝ. Kr�m fraktal~-

noÝ vim�rnosti, 
e: topolog�qna vim�rn�st~, ram�f�-

ka
��, zv'�zn�st~, lakunarn�st~ [21℄. Vi�vl�
t~s�, wo

kritiqn� pokazniki sutt
vo zale�at~ v�d 
ih para-

metr�v [20,22℄ � lixe u grani
� nul~ovoÝ lakunar-

nosti rezul~tati dl� sp�novih sistem na fraktal~-

nih �ratkah mo�na �nterpol�vati za dopomogo� ana-

l�tiqnogo prodov�enn� do ne
�lih d. Pitann� v�dpo-

v�dnosti kritiqnoÝ poved�nki na fraktal~nih �rat-

kah kritiqn�� poved�n
� na �nterpol~ovanih g�perku-

b�qnih �ratkah vse we zalixa
t~s� v�dkritim [23℄.

�k teper dobre v�domo, dosl�d�enn� kritiqnih

vlastivoste�, wo vinika�t~ u model�h statistiq-

noÝ f�ziki v okol� toqki fazovogo perehodu drugogo

rodu, mo�na provoditi v term�nah Evkl�dovoÝ teor�Ý

pol�, la�ran���n �koÝ pevnim qinom v�dpov�da
 gam�-

l~ton��nov� vih�dnoÝ model� statistiqnoÝ f�ziki [5℄.

Tak, kritiqnu poved�nku model� �zin�a v okol� toqki

fazovogo perehodu drugogo rodu mo�na opisati Evk-

l�dovo� teor�
� pol� z la�ran���nom:
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V�dpov�dni� sp�novi� gam�l~ton��n m�stit~ skal�r-

ni� dobutok m{komponentnih vektor�v S

R
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 gam�-

l~ton��nom m{vektornoÝ model�. Kritiqna poved�nka

m{vektornoÝ model� �z slabkim \zamoro�enim" bez-

ladom (weakly diluted quen
hed m{ve
tor model), koli

\sp�ni" S

R

vipadkovo rozpod�len� u vuzlah �ratki �

zaf�ksovan� v pevn�� konf��ura
�Ý, mo�e buti opisana

v term�nah la�ran��ana, wo m�stit~ dv� konstanti
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Dl� dosl�d�enn� osoblivoste� kritiqnoÝ pove-

d�nki vikorista
mo metod teoretiko{pol~ovoÝ RG, v�-

domi� u r�znih var��ntah. Odnim �z nih 
 renorma-

l�za
�� odnoqastinkovo nezv�dnih verxinnih funk-


�� pri nul~ovih zovn�xn�h �mpul~sah � nenul~ov��

mas�, wo privodit~ do r�vn�n~ masivnoÝ teor�Ý pol�

| r�vn�n~ Kallena{Siman
�ka. Taki� xl�h dosl�-

d�enn� kritiqnoÝ poved�nki zaproponuvav D�. Pa-

r�z� [24℄.Pri 
~omu anal�zu�t~s� bezposeredn~o dvo{

abo trivim�rn� teor�Ý (d = 2, d = 3) �, takim qi-

nom, ne zastosovu
t~s� "{rozklad.Dotrimu�qis~ �deÝ

D�. Par�z�, mi rozgl�nuli [31,32℄ umovi normuvann�

masivnoÝ teor�Ý pol� te� pri f�ksovan�� vim�rnosti

prostoru d.Odnak, ma�qi meto� dosl�diti kritiqnu

poved�nku model~nih sistem pri dov�l~nomu ne
�-

lomu d, mi zberegli zale�n�st~ v�d vim�rnosti pros-

toru, �k v�d parametra. Odnoqastinkovo nezv�dna

(1PI | one parti
le irredu
ible) verxinna funk
��

�

(L;N)

(p

1

; ::; p

L

; k

1

; ::; k

N

;m

2

0

; f�

0

g; �

0

; d) mo�e buti

oznaqena �k [33℄:
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�. GOLOVAQ
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 rozb��nimi. Pereh�d v�d teor�Ý, zale�noÝ v�d golih zm�nnih, do perenormovanoÝ teor�Ý mo�na zd��sniti za

dopomogo� kontrol~ovanogo peregrupuvann� r�d�v dl� verxinnih funk
��. �k u�e zaznaqalos~ viwe, take

perenormuvann� mo�na zd��sniti za dopomogo� dek�l~koh asimptotiqno ekv�valentnih pro
edur. Mi obira-


mo umovi normuvann� pri nul~ovih zovn�xn�h �mpul~sah � v�dm�nn�� v�d nul� mas� v grani
� �

0
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3
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2
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2
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�Ý �
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R
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de �ndeks 0 oznaqa
 diferen
��vann� pri f�ksovanih

golih parametrah.U st��k�� neruhom�� toq
� f�

�

g, ko-

ordinati �koÝ 
 nulem �{funk
��:

�

�

i

(f�

�

g) = 0; i = 1; 2; : : : ; (8)

funk
�� 


�

viznaqa
 veliqinu kritiqnogo pokaznika

parnoÝ korel�
��noÝ funk
�Ý �:

� = 


�

(f�

�

g); (9)

a kritiqni� pokaznik korel�
��noÝ dov�ini � vi-

znaqa
t~s� �k

�


�

2
(f�

�

g) = 2� �

�1

� �: (10)

Dosl�d�enn� kritiqnoÝ poved�nki pri ne
�l�� vi-

m�rnost� prostoru, rezul~tati �kih vikladen� u na-

stupnih rozd�lah statt�, bazu�t~s� na rozgl�d� r�v-

n�n~ Kallena{Siman
�ka (6) (qi umov normuvann�

masivnoÝ teor�Ý pol� (5)) bezposeredn~o pri dov�l~-

nomu ne
�lomu znaqenn� d [31,32℄.

Zastosovu�qi umovi normuvann� masivnoÝ teor�Ý

pol� do odnoqastinkovo nezv�dnih verxinnih funk-


�� �

(L;M)

, mo�na otrimati virazi dl� perenormova-

nih verxinnih funk
�� �

(L;M)

R

u vigl�d� r�d�v teor�Ý

zburen~ za perenormovanimi konstantami vza
mod�Ý

�

i

. Zobra�a�qi qleni r�du u vigl�d� fe�nman�vs~-

kih d��gram, legko zauva�iti, wo pevnomu por�dku

teor�Ý zburen~ za �

i

v�dpov�da
 pevna k�l~k�st~ petel~

u d��gram� (r�vna k�l~kosti �nte�ruvan~ za vnutr�x-

n�mi �mpul~sami). Qislov� znaqenn� petlevih �nte-

�ral�v (loop integrals) zale�at~ lixe v�d vim�rnosti
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prostoru � 
 odnakovimi dl� zadaq r�znoÝ simetr�Ý.

Voni neobh�dn� dl� otrimann� veliqin koef�
�
nt�v

r�du teor�Ý zburen~ za �

i

.U vipadku vim�rnosti pros-

toru d = 2, d = 3 znaqenn� petlevih �nte�ral�v pro-

tabul~ovan� u [28℄. Faktiqno ko�na robota, prisv�-

qena dosl�d�enn� kritiqnoÝ poved�nki dvo{ qi tri-

vim�rnih sistem za dopomogo� r�vn�n~ masivnoÝ teo-

r�Ý pol�, m�stit~ poklik na rezul~tati Be�kera,Me�-

rona � N�kel� [28℄. Zastosovu�qi tehn�ku fe�nman�v-

s~koÝ parametriza
�Ý ta pr�mogo �nte�ruvann�, mi ot-

rimali virazi dl� dvo{ ta tripetlevih �nte�ral�v,

�k� zale�at~ v�d d �k v�d parametra, � protabul�-

vali Ýhn� qislov� znaqenn� [29℄,wo stalo osnovo� dl�

dosl�d�enn� kritiqnoÝ poved�nki u prostor� ne
�loÝ

vim�rnosti. Zaznaqimo, wo kratn�st~ dvopetlevih �n-

te�ral�v 
 2� d, a tripetlevih | 3� d (tobto perxa

zm�n�
t~s� v�d 0 do 8, a druga | v�d 0 do 12, koli d

zm�n�
t~s� v�d 0 do 4). Tod� �k u vipadku 
�loÝ vim�r-

nosti prostoru v�dom� sposobi, wo da�t~ mo�liv�st~

skoristatis� vnutr�xn~o� simetr�
� �nte�ral�v [39℄,

u vipadku ne
�logo d ne vs� voni v prin
ip� 
 zasto-

sovnimi.

Otriman� virazi dl� petlevih �nte�ral�v, a tako�

Ýhn� qislov� znaqenn� dozvol��t~ dosl�d�uvati kri-

tiqnu poved�nku r�znih model~nih sistem pri dov�l~-

nomu znaqenn� vim�rnosti prostoru.U nastupnih roz-

d�lah mi real�zu
mo 
e zavdann� dl� modele� (1){(3).

Vih�dnimi dl� naxih dosl�d�en~ budut~ virazi dl�

�{ ta 
{funk
�� modele� (1){(3), otriman� u shem� ma-

sivnogo perenormuvann� u tripetlevomu nabli�enn�,

zapisan� �k funk
�Ý zale�nih v�d vim�rnosti pros-

toru petlevih �nte�ral�v. Tak, dl� m{vektornoÝ mo-

del� (2) RG funk
�Ý 
 takimi [40℄:

�(u) = �(4 � d)

h

u� u

2

+ �

(2)

u

3

+ �

(3)

u

4

i

; (11)




�

= �(4 � d)

2(m+ 2)

(m + 8)

2

u

2

[2i

2

+ (4i

2

� 3i

8

)u℄ ; (12)

�


�

2
= (4� d)

m+ 2

m+ 8

u

h

1 + 


(2)

u+ 


(3)

u

2

i

: (13)

Tut u | perenormovana konstanta vza
mod�Ý [34℄, i

`

| zale�n� v�d vim�rnosti petlev� �nte�rali (Ýhn� qis-

lov� znaqenn� pri r�znih d naveden� v [29℄), a �ndeksi

(2)

�

(3)

vkazu�t~ na dvo{ � tripetlevu qastini v�dpo-

v�dnih funk
��:

�

(2)

=

8

(m + 8)

2

[(m + 2)i

2

+ (5m + 22)(i

1

� 1=2)℄ ;

�

(3)

=

1

(m + 8)

3

[(�32m

2

� 488m� 1424) + 4(31m

2

+ 430m+ 1240)i

1

+ (m + 2)(m+ 8)(8 + 3d)i

2

� 12(m+ 2)(m + 8)i

3

� 48(m

2

+ 20m+ 60)i

4

� 24(2m

2

+ 21m+ 58)i

5

� 6(3m

2

+ 22m+ 56)i

6

� 24(5m+ 22)i

7

� 12(m+ 2)(m + 8)i

8

℄;




(2)

=

1

(m+ 8)

(1� 2i

1

);




(3)

=

1

(m+ 8)

2

[10(m+ 8)� (44m+ 280)i

1

+ (8� 3d)(m + 2)i

2

+ +12(m+ 2)i

3

+ 24(m + 8)i

4

+ 6(m+ 8)i

5

+ 18(m + 2)i

6

℄:

Mi ne budemo navoditi tut v�dpov�dn� virazi dl� RG

funk
�� rozvedenoÝ m{vektornoÝ model�, otriman� u

dvo{ [31℄ ta tripetlevomu nabli�enn�h [35℄. Zauva-

�imo lixe, wo por�d �z �vno� zale�n�st� v�d vi-

m�rnosti prostoru d RG funk
�Ý zale�at~ v�d d qerez

petlev� �nte�rali i

1

� i

8

. P�dstavl��qi znaqenn� �n-

te�ral�v u vigl�d� v�dpov�dnogo "{rozkladu, mo�na

rozvinuti tehn�ku "{rozkladu dl� togo, wob dosl�-

diti kritiqnu poved�nku, �enerovanu la�ran���nami

(1){(3). U 
~omu vipadku mi v�dtvorimo dobre v�-

dom� rezul~tati. Z �nxogo boku, buduqi za
�kavlenim

u dosl�d�enn� kritiqnoÝ poved�nki pri ne
�lomu d,

mo�na skoristatis� otrimanimi v [29℄ znaqenn�mi

petlevih �nte�ral�v bezposeredn~o pri dov�l~nomu d.

�k teper dobre v�domo (div., napriklad, [30,41,5℄),

r�di dl� renormgrupovihfunk
�� 
 asimptotiqnimi

[36℄, � dl� togo wob otrimati na Ýh osnov� nad��nu �n-

forma
��, sl�d zastosuvati pro
eduru peresumovu-

vann�. Zupin�mos� na takih obqislenn�h doklad�xe.

III. MODEL^ �ZIN�A

Dosl�d�enn� osoblivoste� kritiqnoÝ poved�nki

pri ne
�l�� vim�rnost� prostoru rozpoqnemo z detal~-

nogo anal�zu model� �zin�a. Na v�dm�nu v�d �nxih mo-

dele�, wo budut~ rozgl�nut� ni�qe, model~ �zin�a

pri dov�l~nomu znaqenn� d bula predmetom �runtov-

nogo anal�zu. Tomu osnovne zavdann�, �ke mi stavimo

pered sobo� v 
~omu rozd�l�, pol�ga
 v tomu, wob,

zastosuvavxi metod masivnoÝ renormal�za
�Ý pri do-

v�l~nomu f�ksovanomu znaqenn� vim�rnosti prostoru

do dosl�d�enn� model� �zin�a, perev�riti �ogo na-

d��n�st~ � dostov�rn�st~ otrimanih rezul~tat�v. Ma-

but~, perxo� roboto�, u �k�� dosl�d�uvalas~ kri-

tiqna poved�nka model� �zin�a pri ne
�l�� vim�rnost�

prostoru, bula robota Ma�kla F�xera [13℄. Prote

predmetom dosl�d�en~ bula kritiqna temperatura,

a ne kritiqn� pokazniki. Sered r�znih p�dhod�v, wo

vikoristovuvalis~ dl� otrimann� kritiqnih pokaz-

nik�v model� �zin�a pri ne
�lomu d, sl�d nazvati re-

normal�za
��ne peretvorenn� Kadanova, za dopomo-

go� �kogo buli otriman� znaqenn� temperaturnogo �

magnetnogo kritiqnih pokaznik�v dl� vs�h 
�lih zna-

qen~ z = 2

d

m�� z = 2 � z = 16. Ce, prirodno, privelo

do znahod�enn� znaqen~ kritiqnih pokaznik�v dl�

de�kih ne
�lih d [14℄. P�zn�xe kritiqn� pokazniki

model� �zin�a pri ne
�l�� vim�rnost� prostoru ob-
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qisl�vali [15℄ na p�dstav� peresumovuvann� r�d�v "{

rozkladu, zapisanih �z toqn�st� do "

5

. Renormgrupo-

vi� p�dh�d u d��snomu prostor� [20,16℄ � visokotempe-

raturn� rozkladi [17℄ tako� zastosovuvali dl� roz-

gl�du 
�
Ý zadaq�. Za dopomogo� var��
��nogo metodu,

zastosovanogo do visokotemperaturnih r�d�v [18℄, vi-

vqali v�l~nu ener��� d{vim�rnoÝ model� �zin�a. Aku-

ratn� znaqenn� kritiqnih pokaznik�v model� �zin�a

pri niz~kih vim�rnost�h prostoru 1 � d � 2 buli

otriman� [19℄ na p�dstav� zastosuvann� metodu sk�n-

qennom�rnogo ske�l�n�u (�nite size s
aling) do danih,

otrimanih za dopomogo� metodu transfer{matri
�.

Priqomu transfer{matri
� bula zapisana u spos�b,

�ki� dozvol�v ÝÝ �nterpol�
�� do ne
�lih vim�rnos-

te�.

�k u�e zgaduvalos~, vikoristann� r�vn�n~ masiv-

noÝ teor�Ý pol� pri f�ksovanih vim�rnost�h prostoru

d = 2, d = 3, zavd�ki p�oners~kim robotam D�or-

d��o Par�z� [24℄, stalo odnim �z standartnih p�dhod�v

u suqasn�� teor�Ý kritiqnih �viw. Mabut~, do po�vi

naxih rob�t 
e buv 
dini� �z xiroko v�ivanih me-

tod�v anal�zu kritiqnoÝ poved�nki, �kogo we ne vi-

koristovuvali pri ne
�lomu d. Vih�dnimi virazami

dl� anal�zu 
 �{ ta 
{ funk
�Ý (11){(13).Priqomu, 
�-

kavl�qis~ kritiqno� poved�nko� model� �zin�a, mi

rozgl�nemo vipadok skal�rnogo pol� (m = 1). �k

mi v�e zaznaqali, u zv'�zku z asimptotiqno� priro-

do� r�d�v dl� renormgrupovih funk
�� sl�d zastoso-

vuvati pevnu pro
eduru peresumovuvann�, wob otri-

manti dostov�rnu �nforma
�� na Ýh p�dstav�. Rezul~-

tati, oder�an� v masivn�� shem� za dopomogo� pere-

sumovuvann� metodom Pade{Borel�, naveden� v [40℄.

�k zaznaqalos~ u�e v [40℄, metod Pade{Borel� dobre

pra
�
, koli vim�rn�st~ prostoru ne 
 du�e niz~ko�.

Odn�
� z mo�livih priqin 
 te, wo parametr roz-

kladu | znaqenn� konstanti vza
mod�Ý v neruhom��

toq
� | zrosta
 �z zmenxenn�m d. Zokrema, otriman�

v [40℄ rezul~tati potrebu�t~ pol�pxenn� v d�l�n
�

d poblizu ni�n~oÝ kritiqnoÝ vim�rnosti. Poka�emo

odin �z mo�livih sposob�v, �k 
e mo�na zrobiti [40℄.

�k � v [40℄, oberemo pro
eduru peresumovuvann�

Pade{Borel�. Shema peresumovuvann� 
 tako�. Dl�

funk
�Ý f(u) (
e mo�e buti 
{ abo �{funk
�� qi Ýh

qastina), zadanoÝ u vigl�d� sk�nqennoÝ k�l~kosti do-

dank�v u rozklad� Te�lora:

f(u) =

L

X

j=0

f

(j)

u

j

; (14)

zapisu
mo borel�vs~ki� obraz:

F (ut) =

L

X

j=0

f

(j)

j!

(ut)

j

: (15)

Tod� (15) ekstrapol�
mo u vigl�d� Pade{aproksi-

manti F

P

(ut) � peresumovanu funk
�� zapixemo u

form�:

f

R

(u) =

Z

1

0

dte

�t

F

P

(ut): (16)

Real�zu�mo pro
eduru, u rezul~tat� �koÝ virazi (11){

(13) pri m = 1 priveli b do znaqen~ kritiqnih

pokaznik�v, wo zb�galis� b �z toqnimi znaqenn�mi

u vipadkah, koli voni v�dom�: tobto pri vim�rnos-

t�h prostoru d = 1 (� = 
 = 1, � = 1 ) � d = 2

(� = 1, 
 = 1:75, � = 0:25). Dl� 
~ogo oberemo na�-

viwi� (nastupni� p�sl� ostann~ogo v�domogo) qlen

r�du teor�Ý zburen~ v�l~nim parametrom � zm�n�vati-

memo �ogo tak, wob otrimati neobh�dni� rezul~tat.

U vipadku "{rozkladu taku pro
eduru bulo zapropo-

novano v [37℄. Zauva�imo, odnak, sutt
vu v�dm�nn�st~

u zastosuvann� takoÝ shemi v ramkah "{rozkladu � v

renormgrupovomu p�dhod� pri f�ksovan�� vim�rnost�

prostoru. Vim�rn�st~ d, �ka vhodit~ u parametr roz-

kladu v tehn�
� "{rozkladu, ne m�stit~s� v koef�
�-


ntah �odnogo z r�d�v. Takim qinom, obravxi koef�-


�
nt viwogo por�dku f

(j+1)

�k v�l~ni� parametr u

r�d� dl� pevnoÝ funk
�Ý f(") (napriklad, dl� bud~{

�kogo kritiqnogo pokaznika)

f(") '

L

X

j=0

f

(j)

"

j

+ f

(j+1)

"

j+1

;

mo�na zabezpeqiti zb�gann� rezul~tat�v lixe dl�

odn�
Ý obranoÝ vim�rnosti d (v [37℄ 
e d = 2). Na v�d-

m�nu v�d 
~ogo, u shem�, wo bazu
t~s� na zastosuvann�

r�vn�n~ RG pri f�ksovan�� vim�rnost� prostoru, koe-

f�
�
nti r�d�v za perenormovano� konstanto� vza
-

mod�Ý u 
 zale�nimi v�d vim�rnosti:

f(u) '

L

X

j=0

f

(j)

(d)u

j

+ f

(j+1)

(d)u

j+1

:

Tod� obrani� viraz mo�e m�stiti �nforma
�� pro

toqn� rezul~tati dl� dek�l~noh znaqen~ d (obira-

�qi v�dpov�dn� znaqenn� f

(j+1)

(d), napriklad, dl�


�lih d = 1; 2; : : :). Dl� prom��nih znaqen~ d fun-

k
�� f

(j+1)

(d) mo�na aproksimuvati gladko� kri-

vo�. Zviqa�no, wo nad��n�st~ otrimanih u taki� spo-

s�b rezul~tat�v znaqno� m�ro� zale�it~ v�d togo, na-

sk�l~ki gladko� 
 poved�nka funk
�Ý, �ku mi aprok-

simu
mo [38℄.

Otriman� za dopomogo� opisanoÝ pro
eduri pere-

sumovuvann� kritiqn� pokazniki �, � �k funk
�Ý vi-

m�rnosti d [38℄ naveden� v tabli
� I dl� de�kih konk-

retnih znaqen~ vim�rnosti prostoru v por�vn�nn� z

danimi �nxih p�dhod�v: [15℄ | �z peresumovuvann�

"{rozkladu, [18℄ | za dopomogo� var��
��nogo p�d-

hodu, zastosovanogo do visokotemperaturnih rozkla-

d�v, [19℄ | zastosuvann�m metodu sk�nqennom�rnogo

ske�l�n�u do danih, otrimanih za dopomogo� metodu

trasfer{matri
�.
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Dan� z roboti [15℄ Dan� z roboti [18℄ Dan� z roboti [19℄

d � � � � � � � �

1.250 2.593 .728 1.5-4.5 .30-1.00 1.7-3.4 .758-.83 3.6832-3.7750 .7532-.7544

1.375 1.983 .616 1.6-2.6 .30-0.80 1.6-2.9 .635-.679 2.3535-2.3747 .6362-.6398

1.500 1.627 .519 1.45-1.85 .35-0.65 1.49-1.84 .567-.631 1.7547-1.7596 .5312-.5328

1.650 1.353 .420 1.30-1.44 .30-0.50 1.27-1.38 .450-.507 1.3780-1.3795 .4226-.4238

1.750 1.223 .363 1.20-1.26 .30-0.40 1.18-1.26 .396-.425 1.2234-1.2255 .3630-.3634

1.875 1.098 .303 1.09-1.11 .27-0.33 1.11-1.13 .312-.322 1.0902-1.0906 .3006-.3010

2.000 1.000 .250 1.0 .25 .247-.253

Tabli
� I. Kritiqn� pokazniki �, �, otriman� v RG p�dhod� pri f�ksovan�� vim�rnost� [38℄ (stovpqiki 2,3), u

por�vn�nn� z danimi, otrimanimi za dopomogo� �nxih p�dhod�v (div. tekst).

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

d

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

6.0

�

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2
2

2
2

2

2

4

4

4

4

4

4

4

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�
�

Ris. 1. Kritiqni� pokaznik korel�
��noÝ dov�ini �

�k funk
�� vim�rnosti d. Kvadratikami pokazan� nax�

rezul~tati, otriman� za dopomogo� RG p�dhodu pri f�k-

sovan�� vim�rnost� prostoru z urahuvann�m toqnih danih

[38℄, z�roqki pokazu�t~ rezul~tati [14℄, trikutniki po-

kazu�t~ dan� rob�t [26℄. L�n��mi zobra�en� rezul~tati

"

0

= d � 1 rozkladu dl� model� ma��e ploskoÝ poverhn�

rozd�lu. Zgori vniz: odno{ [7℄, tri{ [8℄, dvo{ [7℄ � qotiri-

petleve [9℄ nabli�enn�.

Na ris. 1 mi por�vn�
mo nax� rezul~tati dl� kri-

tiqnogo pokaznika � �z rezul~tatami "

0

= d � 1 roz-

kladu dl� model� ma��e ploskoÝ poverhn� rozd�lu (u

d�l�n
� niz~kih znaqen~ d) z danimi, otrimanimi za

dopomogo� peretvorenn� Kadanova [14℄ � za dopomo-

go� anal�zu f�ziqnoÝ g�lki rozv'�zk�v toqnogo r�v-

n�nn� RG [26℄. Znaqenn� kritiqnogo pokaznika � dl�

model� ma��e ploskoÝ poverhn� pod�lu:

� = ("

0

)

�1

�

1

2

+

"

0

2

�

7 ("

0

)

2

8

(17)

pokazane v perxomu, drugomu [7℄, tret~omu [8℄ � qet-

vertomu [9℄ por�dkah teor�Ý zburen~.

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

d

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

�

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

22222

4

4

4

4

4

4

4

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�
�
�

Ris. 2. Kritiqni� pokaznik parnoÝ korel�
��noÝ fun-

k
�Ý � �k funk
�� vim�rnosti d. Kvadratikami pokazan�

nax� rezul~tati, otriman� za dopomogo� RG p�dhodu pri

f�ksovan�� vim�rnosti prostoru z urahuvann�m toqnih

danih [38℄, z�roqki pokazu�t~ rezul~tati [14℄, trikut-

niki pokazu�t~ dan� rob�t [26℄. L�n�� otrimana z roz-

v'�zku dl� model� kraplini [10℄.

Risunok 2 da
 por�vn�nn� naxih danih dl� kri-

tiqnogo pokaznika � �z rezul~tatami, otrimanimi za

dopomogo� peretvorenn� Kadanova [14℄ � za dopomo-

go� anal�zu f�ziqnoÝ g�lki rozv'�zk�v toqnogo r�v-

n�nn� RG [26℄, a tako� �z znaqenn�m � dl� model�

kraplini, wo zapisu
t~s� �k [10℄:

d+ � = 8�

�1

("

0

)

�(2+"

0

)=2

[1 + O("

0

)℄e

(�1�2C�2="

0

)

; (18)

de C ' 0:577 | stala O�lera.

�k vidno z tabli
� I, nax� rezul~tati du�e dobre

uzgod�u�t~s� z rezul~tatami roboti [15℄, otrima-

nimi na p�dstav� peresumovanogo "{rozkladu z viko-

ristann�m toqnoÝ �nforma
�Ý pri d = 2. Ce legko

zrozum�ti, osoblivo, �kwo vz�ti do uvagi, wo take

� uzgod�enn� ma
 m�s
e dl� 
�lih vim�rnoste� d =
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2; d = 3 (div., napriklad, [30,41℄). U d�l�n
� vim�r-

noste� 1 < d < 2 nax� rezul~tati mo�na por�vn�ti

�z znaqenn�m kritiqnogo pokaznika � model� ma��e

ploskoÝ poverhn� rozd�lu [7℄, porahovanim za dopomo-

go� "

0

= d � 1 rozkladu [7{9℄. �snu
 nizka ar�umen-

t�v na p�dtrimku tverd�enn� pro te, wo kritiqna

toqka 
�
Ý model� �dentiqna kritiqn�� toq
� �zin��v-

s~koÝ sistemi. Teper uva�a
t~s�, wo 
e tverd�enn�

spravedlive prina�mn� v sens� "

0

= d�1 rozkladu.�k

vidno z ris. 1, taka �dentif�ka
�� d��sno mo�e mati

m�s
e. Zaznaqimo, wo kriv� dl� kritiqnogo pokaz-

nika �(d) prohod�t~ qerez toqne znaqenn� �(2) = 1,

�kwo r�d (17) rozgl�da
t~s� v odno{ abo v tripetle-

vomu nabli�enn�. Rezul~tati RG p�dhodu pri f�kso-

van�� vim�rnost� prostoru uzgod�u�t~s� z rezul~ta-

tami, otrimanimi dl� model� kraplini [10℄ v d�l�n
�

niz~kih znaqen~ d, �k 
e vidno z ris. 2. Rezul~tati,

otriman� dl� de�kih ne
�lih d za dopomogo� pere-

tvorenn� Kadanova [14℄ (v�dznaqen� na ris. 1 z�roq-

kami), tako� dobre uzgod�u�t~s� z naximi danimi.

Mi vikoristali sp�vv�dnoxenn� ske�l�n�u dl� togo,

wob otrimati pokaznik � �z � � Æ, navedenih u [14℄.

C� znaqenn� � tako� zobra�en� z�roqkami na ris. 2.

Vidno, wo shema [14℄ privodit~ do zaviwenih znaqen~

� u d�l�n
� d > 2:5. Dan�, otriman� na osnov� ana-

l�zu f�ziqnoÝ g�lki rozv'�zku toqnih r�vn�n~ RG [26℄,

tako� uzgod�u�t~s� z naximi rezul~tatami. Na�-

l�pxe uzgod�enn� ma
 m�s
e v d�l�
� d poblizu d = 3,

de, �k 
e bulo zaznaqeno v [26℄, taki� p�dh�d 
 efek-

tivn�xim.

Akuratn� � nad��n� znaqenn� kritiqnih pokazni-

k�v dl� ne
�logo d otrimu
mo v d�l�n
� 1 < d <

2 na p�dstav� zastosuvann� metodu sk�nqennom�rnogo

ske�l�n�u do danih, oder�anih za dopomogo� metodu

transfer{matri
� [19℄ (div. kolonki 8,9 tabli
� I).

U d�l�n
� d > 1:5 nax� rezul~tati dobre uzgod�u�-

t~s� �z 
imi danimi, ale dl� ni�qih znaqen~ d uzgo-

d�enn� g�rxe. V protivagu do 
~ogo, u d�l�n
� malih

d nax� rezul~tati uzgod�u�t~s� z danimi, otrima-

nimi za dopomogo� var��
��nogo p�dhodu do anal�zu

visokotemperaturnih r�d�v [18℄ (kolonki 6,7 tabli
�

1), � znahod�t~s� poza me�ami toqnosti 
�
Ý roboti

dl� � pri d > 1:875, a dl� � pri d > 1:5.

�z anal�zu, provedenogo v 
~omu rozd�l�, robimo

visnovok, wo zaproponovani� metod perenormuvann�

tak samo, �k � pro
edura peresumovuvann�, 
 nad��-

nim sposobom dosl�d�enn� kritiqnoÝ poved�nki pri

ne
�lomu znaqenn� d, � ni�qe mi zastosu
mo Ýh do ana-

l�zu re�ul�rnoÝ ta strukturno nevpor�dkovanoÝ m{

vektornoÝ model�.

IV. m{VEKTORNA MODEL^

Nagada�mo, wo, zg�dno z teoremo� Merm�na{

Va�nera{Gogenber�a [42℄, dl� m{vektornoÝ model�

ni�n� kritiqna vim�rn�st~ d




= 2 pri m � 2. V�d-

pov�dno do rezul~tat�v rozd�lu III, z meto� vdoskona-

lenn� pro
eduri peresumovuvann� vvedemo u virazi

dl� peresumovnih funk
�� v�l~n� parametri, vibira-

�qi Ýhn� znaqenn� z umovi, wob 
� virazi privodili

do v�domih toqnih rezul~tat�v dl� kritiqnoÝ pove-

d�nki pri d = 2 (� = 
 =1).

m = 2 m = 3 m = 4

d � 
 � 
 � 


2.0 1 1 1 1 1 1

2.1 1.850 3.510 2.149 4.067 2.443 4.624

2.2 1.329 2.540 1.512 2.884 1.687 3.219

2.3 1.103 2.122 1.235 2.372 1.358 2.610

2.4 .971 1.878 1.072 2.072 1.166 2.253

2.5 .881 1.713 .962 1.869 1.036 2.013

2.6 .816 1.593 .882 1.721 .941 1.837

2.7 .765 1.500 .820 1.606 .868 1.701

2.8 .725 1.425 .770 1.513 .810 1.592

2.9 .691 1.363 .729 1.437 .762 1.502

3.0 .662 1.310 .694 1.371 .721 1.426

3.1 .639 1.266 .665 1.317 .687 1.361

3.2 .618 1.226 .638 1.267 .656 1.303

3.3 .598 1.190 .615 1.223 .629 1.251

3.4 .580 1.156 .593 1.182 .604 1.204

3.5 .564 1.124 .574 1.144 .582 1.161

3.6 .549 1.095 .556 1.110 .562 1.123

3.7 .535 1.069 .540 1.079 .544 1.087

3.8 .522 1.044 .525 1.050 .528 1.056

3.9 .511 1.022 .512 1.025 .514 1.027

Tabli
� II. Znaqenn� kritiqnih pokaznik�v �, 
 �k funk
�Ý d dl� m = 2; 3; 4 [43℄.
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Vih�dnimi virazami dl� anal�zu 
 virazi dl� �{

� 
{funk
�� m{vektornoÝ model� (11){(13), naveden� v

rozd�l� II. Tak samo, �k 
e robilos� v rozd�l� III, uve-

demo v 
� virazi dodanki viwogo por�dku �k v�l~n�

parametri � zm�n�vatimemo Ýh z meto� zabezpeqenn�

pravil~noÝ asimptotiki pri d = 2 [42℄.

Tabli
� II m�stit~ nax� rezul~tati dl� kritiq-

nogo pokaznika korel�
��noÝ dov�ini � � kritiqnogo

pokaznika magnetnoÝ spri�n�tlivosti 
. C� rezul~-

tati otrimano u tripetlevomu nabli�enn� za dopo-

mogo� peresumovuvann� Pade{Borel�, vvedenn�m do-

datkovih parametr�v u pro
eduru peresumovuvann�

v d�l�n
� 2 < d < 3 � bez dodatkovih parametr�v

dl� d > 3. Nax� rezul~tati, oder�an� �z zaluqenn�m

dodatkovoÝ �nforma
�Ý pro roztaxuvann� sin�ul�r-

nosti v toq
� d = 2, uzgod�u�t~s� z renormgrupo-

vim rezul~tatom roboti [25℄, de bulo vi�vleno sin-

�ul�rnu poved�nku kritiqnih pokaznik�v.

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
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?

?

?

?

?

?

?

4

4

4

4

4

4

4

4

4

44444

m =1

?????

m = 4

�����

m = 3

22222

m = 2

Ris. 3. Kritiqni� pokaznik korel�
��noÝ dov�ini �

�k funk
�� vim�rnosti d dl� m = 2; 3; 4;1 [43℄.

Na risnku 3 mi v�dklali znaqenn� kritiqnogo po-

kaznika m{vektornoÝ model� � �k funk
�� d dl�

m = 2; 3; 4;1 [43℄. U vipadku m = 1 mi v�dtvo-

r�
mo toqni� rezul~tat dl� sferiqnoÝ model� [44℄

� = (d� 2)

�1

.

Zaznaqimo, wo, na v�dm�nu v�d model� �zin�a, dan�

pro kritiqnu poved�nku m{vektornoÝ model� pri do-

v�l~nomu ne
�lomu znaqenn� vim�rnosti d ma��e v�d-

sutn� � rezul~tati, predstavlen� v 
~omu rozd�l�, da-

�t~ na s~ogodn� na�povn�xi� opis takoÝ zadaq�.

V. ZAMORO�ENA SLABO ROZVEDENA

m{VEKTORNA MODEL^

Pere�demo teper do anal�zu rozvedenoÝ m{

vektornoÝ model�, uvedenoÝ v rozd�l� II (div. formulu

(3)), pri dov�l~n�� vim�rnosti prostoru. Renormg-

rupov� funk
�Ý 
�
Ý model�, �k� mi otrimali u dvo{

[31℄ ta tripetlevomu nabli�enn�h [35℄ pri dov�l~-

n�� vim�rnost� prostoru, 
 pol�nomami za stepen�mi

perenormovanih konstant vza
mod�Ý �

1

; �

2

. Qerez gro-

m�zdk�st~ v�dpov�dnih viraz�v mi ne zapisuvatimemo

Ýh tut u �vnomu vigl�d�. Znovu dl� obqislenn� zna-

qen~ kritiqnih pokaznik�v na osnov� v�domih �{ �


{funk
�� neobh�dno zastosuvati pro
eduru peresu-

movuvann�. Ni�qe mi zastosu
mo pro
eduru peresu-

movuvann� funk
�� dvoh zm�nnih, wo bazu
t~s� na

prostomu uzagal~nenn� metodu Pade{Borel� dl� od-

n�
Ý zm�nnoÝ [47℄. Taku pro
eduru zastosovuvali dl�

dosl�d�enn� r�znih modele� pri 
�l�� vim�rnost�

prostoru. Vih�dnim virazom 
 obr�zani� stepenevi�

rozklad:

f(�

1

; �

2

) =

X

i;j;i+j�L




ij

�

i

1

�

j

2

: (19)

Dl� takogo pol�noma zapisu
mo borel�vs~ki� obraz:

F (�

1

t; �

2

t) =

X

i;j;i+j�L




ij

(i + j)!

(�

1

t)

i

(�

2

t)

j

: (20)

Tod� borel�vs~ki� obraz F (x; y) ekstrapol�
t~s� ra-


�onal~no� aproksimanto� F

A

(x; y) � peresumovanu

funk
�� f

R

(�

1

; �

2

) zapisu
mo u vigl�d� �nte�rala:

f

R

(�

1

; �

2

) =

Z

1

0

F

A

(�

1

t; �

2

t)e

�t

dt: (21)

Zupin�mos� na rezul~tatah, otrimanih za dopomo-

go� takogo p�dhodu [31,35℄. �k u�e zaznaqeno viwe,

kritiqna poved�nka rozvedenoÝ m{vektornoÝ model�

zada
t~s� la�ran���nom (3) u grani
� n! 0. U 
~omu

vipadku nas 
�kavit~ d�l�nka perenormovanih kons-

tant vza
mod�Ý �

2

� 0 � �

1

� 0. Neruhom� toqki vizna-

qa
mo rozv'�zkom sistemi r�vn�n~:

�

�

1

(�

�

1

; �

�

2

) = �

�

1

f

�

1

(�

�

1

; �

�

2

) = 0;

�

�

2

(�

�

1

; �

�

2

) = �

�

2

f

�

2

(�

�

1

; �

�

2

) = 0: (22)

�k vidno z (22), �ausova neruhoma toqka �

�

1

= �

�

2

= 0

�snu
 zav�di. Dl� vi�vlenn� netriv��l~nih neruho-

mih toqok, uzagal� ka�uqi, neobh�dno zastosovuvati

peresumovuvann�. Naveden� ni�qe rezul~tati otri-

man� na p�dstav� zastosuvann� shemi peresumovuvann�

(19){(21) u dvo{ [31℄ ta tripetlevomu [35℄ nabli�en-

n�h.
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Ris. 4. Znaqenn� mar��nal~noÝ vim�rnosti sp�nu m




�k funk
�� vim�rnosti prostoru u dvo{ [31℄ (kvadratiki) �

tripetlevomu [35℄ (hrestiki) nabli�enn�h.

Neruhoma toqka 
 st��ko� � viznaqa
 kritiqnu po-

ved�nku sistemi, �kwo vlasn� znaqenn� matri
� st��-

kosti B = ��

�

i

(�

1

; �

2

)=��

j

j

�

�

1

;�

�

2

ma�t~ dodatnu d��-

snu qastinu. V�domo, wo dl� dostatn~o velikih zna-

qen~ m, m > m




, �zotropna neruhoma toqka (�

�

1

=

0; �

�

2

6= 0) 
 st��ko� � kritiqna poved�nka rozvede-

noÝ sistemi zb�ga
t~s� z kritiqno� poved�nko� v�d-

pov�dnoÝ qistoÝ sistemi. Koli k�l~k�st~ komponent

parametra vpor�dkuvann� zmenxu
t~s�, poqina�qi

z mar��nal~nogo znaqenn� m




, �zotropna neruhoma

toqka sta
 nest��ko� � v�dbuva
t~s� pereh�d (kroso-

ver) do zm�xanoÝ neruhomoÝ toqki (�

�

1

6= 0; �

�

2

6= 0). C�

neruhoma toqka opisu
 novu \vipadkovu" kritiqnu

poved�nku. Taka kartina uzgod�u
t~s� z kriter�
m

Garr�sa [45℄.

U dvopetlevomu nabli�enn� ma
mo m




' 2:01 dl�

d = 3 � m




' 1:19 dl� d = 2. Obqislenn� u vi-

wih por�dkah teor�Ý zburen~ privod�t~ do rezul~-

tatu m




< 2 dl� d = 3. Na�krawa teoretiqna o
�nka

dl� m




u trivim�rn�� teor�Ý m




' 1:945� 0:002 [46℄.

Na ris. 4 mi poda
mo rezul~tati obqislenn� znaqen~

m




v d�l�n
� 2 � d � 4 u dvo{ ta tripetlevomu na-

bli�enn�h. Dl� d = 4 m




= 4, rezul~tat drugogo po-

r�dku "{rozkladu m




= 4 � 4" [12℄. Dl� d = 3 � d = 2

mi v�dtvor�
mo u dvopetlevomu nabli�enn� rezul~-

tati [47℄. �z ris. 4 vidno, wo v d�l�n
� vim�rnoste�

3 < d < 4 pri rozvedenn� vinika
 novi� tip kritiq-

noÝ poved�nki � dl� 
�lih znaqen~ m = 2, m = 3.

Povern�mos� do na�
�kav�xogo vipadkum = 1, koli

nova kritiqna poved�nka sposter�ga
t~s� u vs�� d�-

l�n
� 2 < d < 4. Tabli
� III m�stit~ znaqenn� kri-

tiqnih pokaznik�v �, 
 ta kritiqnogo pokaznika pi-

tomoÝ teplo
mnosti � d{vim�rnih vipadkovih �zin��v-

s~kih sistem, otriman� u dvo{ [31℄ � tripetlevomu [35℄

nabli�enn�h. Znaqenn� kritiqnogo pokaznika kore-

l�
��noÝ dov�ini �k funk
�� vim�rnosti prostoru

pokazane na ris. 5 u por�vn�nn� z rezul~tatami �n-

xih p�dhod�v.
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Ris. 5. Znaqenn� kritiqnogo pokaznika korel�
��noÝ

dov�ini slabo rozvedenoÝ zamoro�enoÝ model� �zin�a �k

funk
�� vim�rnost� prostoru. Xtrihova kriva| RG p�d-

h�d pri f�ksovan�� vim�rnosti prostoru, peresumovane

dvopetleve nabli�enn� [31℄, su
�l~na kriva | RG p�dh�d

pri f�ksovan�� vim�rnosti prostoru, peresumovane tri-

petleve nabli�enn� [35℄. Z�roqki| rezul~tati, otriman�

metodom masxtabnih pol�v [27℄, rombiki | peresumova-

ni� [31℄ "

1=2

{rozklad [48℄. Kvadratikom zobra�eni� na�-

toqn�xi� �z v�domih anal�tiqnih rezul~tat�v dl� trivi-

m�rnoÝ teor�Ý [49℄.

�k vidno z tabli
�, vikoristann� dvopetlevogo na-

bli�enn� privodit~ do pevnogo obme�enn� zgori na

znaqenn� d. Dl� velikih znaqen~ vim�rnosti pros-

toru d � 3:5 z'�vl�
t~s� pol�s u ra
�onal~nih

aproksimantah, wo vhod�t~ v �nte�ral~n� predstav-

lenn� �{funk
�� (21), � v�dpov�dn� �nte�rali sta�t~

rozb��nimi. Pereh�d do tripetlevogo nabli�enn�

dozvol�
 rozxiriti d�l�nku vim�rnoste�.
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Rezul~tati, otriman� v d�l�n
� 2:8 < d < 4 metodom

masxtabnih pol�v [27℄, zobra�en� z�roqkami na ris. 5.

Obme�enn� zl�va na znaqenn� vim�rnoste� prostoru

viklikane tim,wo obr�zana sistema r�vn�n~ dl� mas-

xtabnih pol�v [27℄ ne pra
�
 dl� vim�rnoste� pros-

toru, menxih v�d d = 2:8. Na risunku tako� pokaza-

ni� na�toqn�xi� na s~ogodn� rezul~tat trivim�rnoÝ

teor�Ý v qotiripetlevomu nabli�enn� [49℄. Sl�d za-

znaqiti, wo u vipadku rozvedenoÝ model� �zin�a ne

mo�na otrimati nad��nih qislovih znaqen~ kritiq-

nih pokaznik�v dl� d < 4 za dopomogo� "{rozkladu.

Virod�en�st~ r�vn�n~ RG na odnopetlevomu r�vn� zu-

movl�
 te, wo parametrom rozkladu v 
~omu vi-

padku sta


p

" [11,12℄. R�d

p

"{rozkladu v�domi� dl�

kritiqnih pokaznik�v u p'�tipetlevomu nabli�enn�

[51,52℄. Asimptotiqn� vlastivost� r�du

p

"{rozkladu

nev�dom�, � 
e ne dozvol�
 vikoristovuvati �ogo dl�

otrimann� nad��nih qislovih znaqen~ kritiqnih po-

kaznik�v dostatn~o daleko v�d d = 4 [52,53℄.Odnak mi

sprobuvali obqisliti znaqenn� kritiqnogo pokaz-

nika � na p�dstav� peresumovanogo za Pade{Borelem

p

"{rozkladu [31,53℄. Rezul~tati zobra�en� na ris. 5

rombikami. Vidno, wo voni ma�t~ sens lixe poblizu

d = 4.

d � � � � � �

2.0 1.012 .198 -0.024 0.966 0.097 0.067

2.1 0.960 .167 -0.016 0.923 0.084 0.062

2.2 0.914 .141 -0.011 0.884 0.073 0.056

2.3 0.873 .119 -0.007 0.848 0.064 0.049

2.4 0.837 .100 -0.009 0.816 0.055 0.041

2.5 0.804 .083 -0.010 0.787 0.047 0.033

2.6 0.774 .069 -0.012 0.760 0.040 0.025

2.7 0.747 .057 -0.017 0.735 0.034 0.016

2.8 0.722 .047 -0.022 0.712 0.028 0.007

2.9 0.699 .038 -0.027 0.691 0.023 -0.002

3.0 0.678 .031 -0.034 0.671 0.019 -0.012

3.1 0.658 .024 -0.040 0.652 0.015 -0.021

3.2 0.640 .019 -0.048 0.634 0.012 -0.030

3.3 0.622 .014 -0.053 0.618 0.009 -0.038

3.4 0.606 .010 -0.060 0.602 0.006 -0.046

3.5 0.587 0.004 -0.054

3.6 0.572 0.002 -0.061

3.7 0.558 0.001 -0.066

3.8 0.544 0.000 -0.066

Tabli
� III. Znaqenn� kritiqnih pokaznik�v �, �, � �k funk
�Ý d dl� slabo rozvedenoÝ zamoro�enoÝ model�

�zin�a. Dvopetleve (kolonki 2,3,4) [31℄ � tripetleve (kolonki 5,6,7) [35℄ nabli�enn�.

Zg�dno z kriter�
m Garr�sa [45℄ dvovim�rna roz-

vedena model~ �zin�a harakterizu
t~s� tim samim

naborom kritiqnih pokaznik�v, wo � qista model~.

Spravedliv�st~ takogo tverd�enn� dl� kritiqnih

pokaznik�v dovedena na�vnimi toqnimi rezul~ta-

tami ta rezul~tatami simul�
�� Monte{Karlo (div.,

napriklad, ogl�d [50℄).Nax� rezul~tati u dvo{ � tri-

petlevomu nabli�enn�h dl� dvovim�rnoÝ teor�Ý � =

1:012 � � = 0:966 r�zn�t~s� v�d onzager�vs~kogo roz-

v'�zku � = 1 na veliqini por�dku k�l~koh pro
ent�v.

U trivim�rn�� teor�Ý na�toqn�xe znaqenn� kritiq-

nogo pokaznika �, otrimane z peresumovanogo qoti-

ripetlevogo nabli�enn� � = 0:6701 [49℄, dobre uzgo-

d�u
t~s� z danimi tabli
� III u dvo{ � tripetlevomu

nabli�enn�h: � = 0:678, � = 0:671. V�dnosna toqn�st~

viznaqenn� kritiqnogo pokaznika parnoÝ korel�
��-

noÝ funk
�Ý � ni�qa (por�vn. dan� tabli
� III pri

d = 2 �z onzager�vs~kim �(d = 2) = 1=4 � pri d = 3

�z qotiripetlevim rezul~tatom �(d = 3) = 0:0343).

�z navedenih danih vidno, wo toqn�st~ oder�anih

rezul~tat�v zale�it~ v�d d � u vipadku kritiqnogo

pokaznika korel�
��noÝ dov�ini zrosta
 v�d veli-

qini por�dku k�l~koh pro
ent�v pri d = 2 do do-

le� pro
enta pri d = 3. Taka situa
�� (pod�bno, �k �

u teor�h z odn�
� konstanto� vza
mod�Ý, rozgl�nutih

viwe) zumovlena r�zni
e� u znaqenn�h qisel~nih ko-

ef�
�
nt�v, wo vhod�t~ u r�di teor�Ý zburen~. Ce u

svo� qergu viklika
 zrostann� parametra rozkladu

| koordinati neruhomoÝ toqki. Ta vse odno nax� zna-

qenn� kritiqnih pokaznik�v rozvedenoÝ model� �zin�a

pri dov�l~nomu d 
 na s~ogodn� na�toqn�ximi v po-

r�vn�nn� z danimi, otrimanimi za dopomogo� �nxih

p�dhod�v.

VI. VISNOVKI

U 
�� statt� mi rozgl�nuli zastosuvann� metodu

teoretiko{pol~ovoÝ renormal�za
��noÝ grupi dl� do-
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sl�d�enn� kritiqnoÝ poved�nki pri ne
�l�� vim�r-

nost� prostoru. Naveden� v robot� rezul~tati ob'
d-

nu
 sp�l~ni� spos�b obqislen~: masivne perenormu-

vann� pri ne
�l�� vim�rnost� prostoru [31,32℄.Osnov-

no� tehn�qno� trudn�st�, wo vinika
 pri real�za-


�Ý programi obqislen~ pri f�ksovanomu d, 
 neob-

h�dn�st~ viznaqenn� qislovih znaqen~ petlevih �n-

te�ral�v. Pri d = 2 � d = 3 
� znaqenn� zna�xli

B. N�kel~, D. Me�ron � �. Be�ker (mol.) [28℄, pri ne-


�lih znaqenn�h 0 � d � 4 dvo{ ta tripetlev� �n-

te�rali otriman� v [29℄. U rozd�lah III � IV podan�

obqislen� v tak�� shem� znaqenn� kritiqnih pokazni-

k�v model� �zin�a [38℄ ta m{vektornoÝ model� [43℄ pri

znaqenn�h d m�� verhn~o� ta ni�n~o� kritiqnimi

vim�rnost�mi. Pri 
~omu �{ ta 
{funk
�Ý modele�

otriman� v tripetlevomu nabli�enn� dl� dov�l~noÝ

vim�rnosti prostoru [40℄. Razom �z oder�animi v [29℄

qislovimi znaqenn�mi petlevih �nte�ral�v 
� virazi

dozvol��t~ provesti anal�z kritiqnoÝ poved�nki zga-

danih modele� pri dov�l~n�� vim�rnost� prostoru.

Dl� otrimann� nad��nih znaqen~ kritiqnih pokaz-

nik�v u d�l�n
� d poblizu ni�n~oÝ kritiqnoÝ vim�r-

nosti neobh�dno vdoskonaliti pro
eduru peresumo-

vuvann� asimptotiqnih r�d�v dl� RG funk
��. Tut

z 
�
� meto� mi dopovnili pro
eduru peresumovu-

vann� tripetlevogo r�du za Pade{Borelem peresumu-

vann�m qotiripetlevogo r�du, obira�qi qotiripet-

levi� qlen za v�l~ni� parametr [38,43℄. Ce� v�l~ni�

parametr viznaqa
t~s� z v�domih toqnih rezul~tat�v

dl� harakteristik kritiqnoÝ poved�nki modele�, wo

nas 
�kavl�t~. Odn�
� z perevag naxogo p�dhodu 
 te,

wo v�n dozvol�
 rozgl�nuti vs� d�l�nku vim�rnos-

te� 1 � d � 4 dl� model� �zin�a � 2 � d � 4 dl�

m{vektornoÝ model�.

B�l~x�st~ �z rob�t pro dosl�d�enn� kritiqnoÝ po-

ved�nki pri dov�l~nomu ne
�lomu znaqenn� d bazu
-

t~s� na anal�tiqnomu prodov�enn� za d, wo ma
 for-

mal~ni� harakter (
e ne stosu
t~s�, zviqa�no, kri-

tiqnoÝ poved�nki na fraktal~nih �ratkah). Zokrema,

nax p�dh�d, tak samo, �k tehn�ka "{rozkladu, bazu
-

t~s� na anal�tiqnomu prodov�enn� petlevih �nte�ra-

l�v

R

d

~

k �

R

k

d�1

dk. U robot� [54℄ nav�t~ p�ddavavs�

sumn�vu to� fakt, wo, vikonu�qi take anal�tiqne

prodov�enn�, mo�na opisati feromagnetne vpor�d-

kuvann� dl� ne
�lih d. Takim qinom, dobri� zb�g

naxih danih dl� model� �zin�a z danimi, otrima-

nimi �nximi metodami (u d�l�nkah d, de 
� metodi

zastosovn�), 
 we odnim nepr�mim sv�dqenn�m vza
m-

noÝ v�dpov�dnosti m�� \prostorovimi vim�rnost�mi",

wo vinika�t~ u r�znih shemah.

Sl�d tako� zaznaqiti,wo tod� �k dl� model� �zin�a

�m{vektornoÝ model� nax metod dosl�d�enn� 
 odnim

�z mo�livih sposob�v anal�zu kritiqnoÝ poved�nki,

u vipadku rozvedenoÝ model� �zin�a perenormuvann�

pri f�ksovanomu d 
 
dinim u teoretiko{pol~ov��

RG shem�, wo dozvol�
 otrimati nad��n� znaqenn�

kritiqnih pokaznik�v pri dov�l~n�� vim�rnost� pros-

toru.

Na zak�nqenn� hoqu pod�kuvati moÝm kolegam: Mi-

kol� Xpotov�, Tarasov� Krohmal~s~komu, Tarasov�

Oduxk�nu, Tarasov� �vors~komu ta Andr�
v� Stosi-

kov� za sp�vpra
� u vikonann� r�znih etap�v podanih

tut dosl�d�en~.
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A method to study 
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al behaviour in the non{integer spa
e dimension d is dis
ussed. Cal
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performed on the base of the massive �eld theory equations (Callan{Symanzik equations) at �xed non{integer d.
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