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Na osnov� model� d�elektriqnogo kontinuumu zna�deno spektr fonon�v ta poten��l pol�

pol�riza�Ý v skladnih koaks��l~nih nap�vprov�dnikovih il�ndriqnih kvantovih drotah.

U nabli�enn� efektivnih mas otrimano povni� (diskretni� � neperervni�) spektr ta hvi-

l~ov� funk�Ý elektrona (d�rki). Otrimano povni� gam�l~ton��n elektron{fononnoÝ sistemi

u zobra�enn� vtorinnogo kvantuvann� za vs�ma zm�nnimi.
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I. VSTUP

U l�teratur� [1{4℄ dokladno vivqeno fononni�

spektr u prostih nap�vprov�dnikovih kvantovih dro-

tah, roztaxovanih u zovn�xn~omu masivnomu seredo-

viw�. Ustanovleno na�vn�st~ prostorovo{obme�enih

ta �nterfe�snih fonon�v � proanal�zovano Ýhn�

vlastivost�.

Na v�dm�nu v�d sferiqnih skladnih nanogetero-

sistem, dl� �kih pobudovana [5, 6℄ zagal~na teo-

r�� fononnogo ta elektronnogo spektr�v, dl� sklad-

nih bagatoxarovih kvantovih drot�v taka teor�� v�d-

sutn�. Pobuduvati zagal~nu teor�� elektronnogo �

fononnogo spektr�v u nabli�enn� efektivnoÝ masi

ta na osnov� model� d�elektriqnogo kontinuumu � 

meto� �Ý roboti. Odnoqasno bude zna�deno gam�l~-

ton��n vzamod�Ý kvaz�qastinok �z fononnim polem u

zobra�enn� vtorinnogo kvantuvann�.

Vivqatimemo fononi v bagatoxarovi� napivprovid-

nikovi� nanogeterosistemi, �ka skladat~s� z

vnutrixn~ogo (0) seredoviwa � dovil~nogo qisla N

xariv (nanorozmirnoÝ tovwini), wo vmiweni v zov-

nixn (N + 1) seredoviwe. Taka sistema  sklad-

nim kvantovim drotom (SKD) bezme�noÝ dov�ini,

wo roztaxovani� u masovomu (N + 1) seredoviwi.

Z urahuvann�m simetriÝ, zadaqu znahod�enn� fonon-

nogo spektra zruqno rozv'�zuvati v ilindriqni� sis-

temi koordinat �z viss� OZ, wo roztaxovana vzdov�

aksi�l~noÝ osi sistemi. Seredoviwe i{go xaru ma

vnutrixni� radius �

i�1

ta zovnixni� �

i

. Dl� vnutrix-

n~ogo seredoviwa (0) vva�amo �

0

= 0, a dl� zovnix-

n~ogo �

N+1

= 1. Dielektriqna proniklivist~ i{go

xaru vva�at~s� vidomo�

�

i

(!) = �

i1

!

2

� !

2

iL

!

2

� !

2

iT

; i = 0; 1; 2; :::; N + 1; (1)

tut �

i1

; !

iL

; !

iT

| visokoqastotna dielektriqna pro-

niklivist~ ta qastoti pozdov�n�h i popereqnih fo-

noniv u vidpovidnih masivnih kristalah.

Fononni� spektr ta poten��l pol�rizaiÝ sistemi

budemo znahoditi v modeli dielektriqnogo kontinu-

umu tak, �k e zdi�sn�valos~ dl� sferiqnoÝ nanoge-

terosistemi [5, 6℄.

Ot�e, xuka�qi fononni� spektr SKD, potribno

zapisati rivn�nn� ruhu dl� vektora vidnosnogo

zmiwenn� u ta pov'�zati �ogo z poteni�lom pol�

pol�rizaiÝ �(r). Dl� ~ogo vikoristovu�t~s� ti �

mirkuvann�, �ki buli spravedlivi dl� sferiqnoÝ na-

nogeterosistemi [5,6℄.

U rezul~tati znovu otrimumo, wo v SKD mo�ut~

isnuvati dva tipi fononnogo pol�:

a) pol�rizai�ne pole obme�enih ob'mnih fo-

noniv, �ke viznaqat~s� umovami

�(�; !) = 0; ��

L

(r) 6= 0; (2)

b) pol�rizai�ne pole interfe�snih fononiv, �ke

viznaqat~s� umovami

�(�; !) 6= 0; ��

I

(r) = 0: (3)

II. SPEKTR, POTENCI�L POL�RIZACIÕ TA

GAMIL^TONI�N OBME�ENIH OB'�MNIH

FONONIV U ZOBRA�ENNI QISEL

ZAPOVNENN�

Vikonann� umovi (2) ekvivalentne sistemi rivn�n~

�

i

(!) = 0; abo (4)

�

i

(!) = �

i1

!

2

� !

2

Li

!

2

� !

2

Ti

; i = 0; 1; 2; :::; N + 1:

Zvidsi oqevidno,wo ener�iÝ obme�enih fononiv (


Li

),

�k� isnu�t~ u SKD, viznaqa�t~s� qastotami vidpo-

vidnih masivnih kristaliv
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Li

= �h!

Li

; (5)

skladovi �kih utvor��t~ SKD.

Teper potribno zna�ti poteni�l pol�rizaiÝ L{

fononiv (�

L

(r)). Dl� ~ogo vikoristovumo zv'�zok

�

L

(r) z vidnosnim zmiwenn�m u

L

(r), �ki� zadat~s�

formulo�

r�

L

(r) =

4�ne

1 + 2�

u

L

(r): (6)

Urahovu�qi simetri�, poteni�l �

L

(r) doil~no

xukati u vigl�di

�

L

(r) =

N+1

X

i=0

�

Li

(r)�(� � �

i

); (7)

de

�(� � �

i

) =

�

1; �

i�1

� � � �

i

0; �nxa oblast~

; (8)

a skladovi �

Li

(r) doil~no xukati u vigl�di roz-

kladu za povno� sistemo� ilindriqno{simetriq-

nih funki�

�

Li

(r) =

X

mqk

i

�

mq

(k

i

)e

iqz+im'

(A

k

i

N

m

(k

i

�) +B

k

i

J

m

(k

i

�)); (9)

de J

m

(k

1

�); N

m

(k

1

�) | ilindriqni funkiÝ Bessel� � Ne�mana.

Koefiinti rozkladu �

mq

(k

i

) viznaqamo obernenim peretvorenn�m

�

mq

(k

i

) =

Z Z

V

i

Z

d

3

re

�iqz+im'

�

Li

(z; �; ')(A

mk

i

N (k

i

�) + B

mk

i

J

m

(k

i

�)); (10)

de V

i

| ob'm i{go xaru.

Fiziqna vimoga zniknenn� poteni�lu na me�ah mi� seredoviwami privodit~ do sistemi rivn�n~

8

<

:

B

mk

i

J

m

(k

i

�

i�1

) + A

mk

i

N (k

i

�

i�1

) = 0;

B

mk

i

J

m

(k

i

�

i

) +A

mk

i

N (k

i

�

i

) = 0; i = 1; :::N;

(11)

z �koÝ znahodimo rivn�nn� dl� viznaqenn� spektra znaqen~ k

s

i

(indeks s numeru rozv'�zki pri fiksovanomu i)

8

<

:

J

m

(k

i

�

i�1

)N

m

(k

i

�

i

) = J

m

(k

i

�

i

)N

m

(k

i

�

i�1

);

J

m

(k

0

�

0

) = 0; i = 1; :::N + 1

(12)

ta spivvidnoxenn� mi� koefiintami

A

ms

i

= �B

ms

i

J

m

(k

s

i

�

i

)

N

m

(k

s

i

�

i

)

(i = 1; :::; N ): (13)

Koefiinti B

ms

i

(i = 1; :::; N ) viznaqamo ober-

nenim peretvorenn�m �z vikoristann�m ortogonal~-

nosti vidpovidnih funki� ta vlastivoste� funki�

Bessel�. U rezul~tati vi�vl�t~s�

B

ms

i

=

1

p

�L

[�

2

i

Z

2

m+1

(k

i

�

i�1

) (14)

� �

2

i�1

Z

2

m+1

(k

i

�

i

)℄

�1=2

; i = 1; :::; N + 1;

de

Z

l

(k

i

�) = J

l

(k

s

i

�) �

J

m

(k

s

i

�

i

)

N

m

(k

s

i

�

i

)

N

m

(k

s

i

�); (15)

a L | dov�ina osnovnoÝ oblasti vzdov� aksi�l~noÝ

osi.

Ok�l~ki N

l

(0) =1; a J

l

(0) = 0; to dl� koefiintiv

A

ms

0

ta V

ms

0

otrimumo

A

ms

0

= 0;V

ms

0

=

�

p

�L�

0

jJ

m

(k

s

0

�

0

)j

�

�1

; (16)
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de znaqenn� k

s

0

viznaqamo z umovi

J

m

(k

s

0

�

0

) = 0: (17)

Z urahuvann�m toto�nosti

J

(x)

l

N

(x)

l�1

� J

l�1

(x)N

l

(x) =

�

2x

(18)

z formuli (14) znahodimo kompaktni� viraz dl�

B

ms

i

(i = 1; :::; N + 1)

B

ms

i

=

K

s

i

2

r

�

L

�

�

�

�

�

1

N

2

m

(k

i

�

i

)

�

1

N

2

m

(k

i

�

i�1

)

�

�

�

�

�

�1=2

:

(19)

Slid mati na uvazi, wo pri i = N + 1 �

N+1

!1.

Teper, vikoristovu�qi zv'�zok�

L

(r) z u

L

(r) (6) ta

vstanovleni� vigl�d koefiint�vB

ms

i

; vektor u

L

(r)

mo�na podati u vigl�di

u

L

=

N+1

X

i=0

u

L

i

�(� � �

i

); u

L

i

=

X

mqs

i

u

mqs

i

; (20)

de

u

mqs

i

= (

1 + 2�

4�ne

)

i

�

mqs

i

B

ms

i

r(Z

m

(k

s

i

�)e

i(qz+m')

);

i = 0; 1; ::; N + 1: (21)

Tut i dali pokladeno

Z

m

(k

s

0

�) = J

m

(k

s

0

�): (22)

Zapisavxi rivn�nn� ruhu dl� vektoriv u

mqs

i

v

taki� formi, wob u ni� figuruvali qastoti !

L

i

, ta

pobuduvavxi vidpovidnu gustinu funki� La�ran�a,

otrimumo gamil~toni�n (H

L

) obme�enih optiqnih

fononiv u klasiqnih zminnih u

mqs

i

ta �

mqs

i

. Zdi�s-

nivxi dali perehid do kvantovanih operatoriv
^
u

mqs

i

ta �̂

mqs

i

;, a vid nih do operatoriv vtorinnogo kvantu-

vann�

^

b

mqs

i

;

^

b

+

mqs

i

za spivvidnoxenn�mi

^
u

mqs

i

=

s

�h

2n

i

�

i

!

L

i

B

ms

i

p

q

2

+ k

2

s

i

r

�

Z

m

(k

s

i

�)e

i(qz+m')

��

^

b

mqs

i

+

^

b

+

�q�ms

i

�

; (23)

^
�

mqs

i

=

r

�hn

i

�

i

!

L

i

2

B

ms

i

p

q

2

+ k

2

s

i

r

�

Z

m

(k

s

i

�)e

i(qz+m')

��

^

b

+

mqs

i

�

^

b

�q�ms

i

�

; (24)

otrimumo gamil~toni�n obme�enih optiqnih fononiv ilindriqnoÝ geterosistemi v zobra�enni qisel zapov-

nenn�

^

H

L

=

N+1

X

i=0

X

mqs

i




L

i

�

^

b

+

mqs

i

^

b

mqs

i

+

1

2

�

; (25)

de operatori narod�enn�

^

b

+

mqs

i

ta zniwenn�

^

b

mqs

i

zadovol~n��t~ bozonn� komutai�n� spivvidnoxenn�

[

^

b

mqs

i

;

^

b

+

m

0

q

0

s

0

i

℄ = Æ

m;m

0

Æ

q;q

0

Æ

s

i

;s

0

i

: (26)

Gamil~toni�n vzamod�Ý elektrona z L{fononami znahodimo qerez poteni�l pol� pol�rizaiÝ, �ki�, zgidno

z formulami (6, 21, 23), ma vigl�d

^

�

L

i

=

�

4�ne

1 + 2�

�

i

s

�h

2n

i

�

i

!

L

i

B

ms

i

p

q

2

+ k

2

s

i

Z

l

(k

s

i

�)e

i(qz+m')

�

^

b

mqs

i

+

^

b

+

�q�ms

i

�

: (27)

Pisl� vikl�qenn� veliqin n

i

; e

i

; �

i

; �

i

ta pevnih peretvoren~ otrimumo gamil~toni�n elektron{L

0

fonon-

noÝ vzamodiÝ u zobra�enni fononnih qisel zapovnenn�
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^

H

L

0

= �

N+1

X

i=0

X

mqs

i

s

2


i

e

2

L

�

1

�

1i

�

1

�

0i

�

C

mi

e

i(qz+m')

(28)

�

h

N

m

(k

s

i

�

i

)J

m

(k

s

i

�

i

) �N

m

(k

s

i

�

i

)J

m

(k

s

i

�

i

)

i�

^

b

mqs

i

+

^

b

+

�q�ms

i

�

;

de

C

m0

=

�

�

0

q

q

2

+ k

2

s

0

N

m

(k

s

0

�

0

)jJ

m+1

(k

s

0

�

0

)j

�

�1

; (29)

C

mi

=

�

2

k

s

i

p

q

2

+ k

2

s

i

jN

m

(k

i

�

i�1

)j

p

jN

2

m

(k

s

i

�

i�1

)� N

2

m

(k

s

i

�

i

)j

; i = 1; :::; N + 1: (30)

Takim qinom, otrimano gamil~toni�n obme�enih

pol�rizai�nih fononiv ta gamil~toni�n vzamodiÝ

ih fononiv z elektronom u zobra�enni vtorinnogo

kvantuvann� za pol~ovimi zminnimi.

III. SPEKTR, POTENCI�L POL�RIZACIÕ TA

GAMIL^TONI�N INTERFE�SNIH FONONIV

U ZOBRA�ENNI QISEL ZAPOVNENN�

�k v�e vidznaqeno, pole pol�rizaiÝ, zumovlene na-

�vnist� me� rozdilu napivprovidnikovoÝ geterosis-

temi, viznaqat~s� takimi umovami:

�(�; !) 6= 0; ��

I

(r) = 0: (31)

Pole �

I

(r) pov'�zane z isnuvann�m vidpovidnoÝ

skladovoÝ u

I

vektora vidnosnogo zmiwenn� u, a ot�e,

u sistemi isnu�t~ vidpovidni kolivann�, �ki doil~no

nazvati interfe�snimi. Spektr i poteni�l pol� in-

terfe�snih fononiv SKD znahodit~s� ilkom ana-

logiqno do togo, �k e bulo zrobleno dl� sferiqnoÝ

nanogeterosistemi [5, 6℄. Tomu v podal~xomu vikladi

budemo akentuvati osnovnu uvagu lixe na t� m�s�,

de vinika vidminnist~ vid sferiqnih sistem.

Funki�, �ka zadovol~n� rivn�nn� (31), z urahu-

vann�m ilindriqnoÝ simetriÝ sistemi doil~no xu-

kati v ilindriqni� sistemi koordinat u vigl�di

�

I

(�; '; z) = f(�)e

i(qz+m')

: (32)

Pidstanovka (32) v rivn�nn� (31) privodit~ do ta-

kih rivn�n~ dl� f(�):

�

2

f

m

(�)

��

2

+

1

�

�f

m

(�)

��

� (q

2

+

m

2

�

2

)f

m

(�) = 0: (33)

Ce modifikovani rivn�nn� Bessel�, lini�no neza-

le�nimi rozv'�zkami �kih  I

m

(q�) taK

m

(q�). Ot�e,

zagal~ni� rozv'�zok rivn�n~ (33) mo�e buti zapisa-

ni� u vigl�di

f

m

(�) = AI

m

(q�) +BK

m

(q�): (34)

Oskil~ki poteni�l pol� pol�rizaiÝ �

I

povinen

buti takim, wob stvoreni nim napru�enist~ ta induk-

i� zadovol~nili kra�ov� umovi

E

�

i

(�

i

) = E

�

i+1

(�

i

); D

n

i

(�

i

) = D

n

i+1

(�

i

); (35)

to funkiÝ f

l

(q�) u riznih xarah geterosistemi po-

vinni mati rizni koefiinti A

i

; B

i

. U zv'�zku z im

f

m

(q�) podamo u vigl�di

f

m

(q�) =

N+1

X

i=0

[A

i

I

m

(q�) + B

i

K

m

(q�)℄�(� � �

i

); (36)

de z umovi skinqenosti poteni�lu �

I

pri � = 0 i

� =1 vipliva, wo

B

0

= A

N+1

= 0: (37)

Kra�ov� umovi (35) da�t~ sistemu 2(N + 1) odno-

ridnih rivn�n~

A

i

I

m

(q�

i

) + B

i

K

m

(q�

i

) = A

i+1

I

m

(q�

i

) (38)

+B

i+1

K

m

(q�

i

);

�

i

�

A

i

�I

m

(q�)

��

+B

i

�K

m

(q�)

��

�

�

�

�

�

�

�

i

(39)

= �

i+1

�

A

i+1

�I

m

(q�)

��

+B

i+1

�K

m

(q�)

��

�

�

�

�

�

�

�

i

;

i = 0; :::; N:
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Sistema (38), (39) ma netrivi�l~ni rozv'�zki

pri umovi rivnosti nulev� vidpovidnogo determinanta.

Vona rozv'�zut~s� tak samo, �k i u vipadku sferiq-

noÝ geterosistemi [5, 6℄.

Ot�e, uvivxi poznaqenn�

b

i

=

�

i+1

�

i

; 

i

=

K

m

(q�

i

)

I

m

(q�

i

)

; d

i

=

K

0

m

(q�)

I

0

m

(q�)

j

�

i

; (40)

z (38), (39) otrimumo dispersi�ne rivn�nn� dl� vlas-

nih qastot sistemi

�

m

N

(!) �

K

0

m

(q�

N

)

I

0

m

(q�

N

)

I

m

(q�

N

)

K

m

(q�

N

)

�

m

N

(!) = 0; (41)

de funkiÝ �

N

ta �

N

viznaqa�t~s� rekurentnimi

spivvidnoxenn�mi

�

m

N

(!) = �

m

N�1

�

K

0

m

(q�

N

)

I

0

m

(q�

N

)

+

K

m

(q�

N�1

)

I

m

(q�

N�1

)

�

(42)

� �

m

N�1

�

K

0

m

(q�

N

)

I

0

m

(q�

N

)

+

K

m

(q�

N�1

)

I

m

(q�

N�1

)

�

;

�

m

N

(!) = �

m

N�1

�

K

0

m

(q�

N�1

)

I

0

m

(q�

N�1

)

�

�

N+1

K

m

(q�

N

)

�

N

I

m

(q�

N

)

�

� �

m

N�1

�

K

m

(q�

N�1

)

I

m

(q�

N�1

)

�

�

N+1

K

m

(q�

N

)

�

N

I

m

(q�

N

)

�

;

de

�

0

(!) = �

i

(!)�

0

(!); �

0

= 1:

Rozv'�zki transendentnogo rivn�nn� (41) viznaqa-

�t~ spektr vlasnih qastot !

sl

(s = 1; 2; :::� ) �k fun-

ki� vid q. Takim qinom, pri ko�nomu fiksovanomu

znaqenni m vinika s gilok qastot, �ki viznaqa�t~

spektr interfe�snih fononiv �k funki� kvaziimpu-

l~su q.

Koefiinti A

i

; B

i

viznaqamo iz sistemi rivn�n~

(38), (39) odnoznaqno, i �kwo poklasti A

0

= 1 (v

silu timqasovoÝ dovil~nosti normuvann�), to vnasli-

dok rozv'�zuvann� otrimumo taki rekurentni spivvid-

noxenn�:

B

N+1

= B

N

+

I

m

(q�

N

)

K

m

(q�

N

)

A

N

;

B

N

=

�

K

0

m

(q�

N�1

)

I

0

m

(q�

N�1

)

�

K

m

(q�

N�1

)

I

m

(q�

N�1

)

�

�1

�

"

B

N�1

�

K

0

m

(q�

i�1

)

I

0

m

(q�

i�1

)

�

N�1

K

m

(q�

N�1

)

�

N

I

m

(q�

N�1

)

�

+ A

N�1

(�

N�1

=�

N

� 1)

#

;

A

N

=

�

K

0

m

(q�

N�1

)

I

0

m

(q�

N�1

)

�

K

m

(q�

N�1

)

I

m

(q�

N�1

)

�

�1

�

�

A

N�1

�

K

0

m

(q�

N�1

)

I

0

m

(q�

N�1

)

�

�

N�1

K

m

(q�

N�1

)

�

N

I

m

(q�

N�1

)

�

+ B

N�1

K

0

m

(q�

N�1

)K

m

(q�

N�1

)

I

0

m

(q�

N�1

)I

m

(q�

N�1

)

(1� �

N�1

=�

N

)

�

;

B

1

=

�

�

0

�

1

� 1

��

K

0

m

(q�

0

)

I

0

m

(q�

0

)

�

K

m

(q�

0

)

I

m

(q�

0

)

�

�1

; (43)

A

1

=

�

K

0

m

(q�

0

)

I

0

m

(q�

0

)

�

�

0

�

1

K

m

(q�

0

)

I

m

(q�

0

)

��

K

0

m

(q�

0

)

I

0

m

(q�

0

)

�

K

m

(q�

0

)

I

m

(q�

0

)

�

�1

:

Teper oqevidno,wo vsi koefiintiA

i

ta B

i

;, a zna-

qit~ i funkiÝ i{go seredoviwa (f

i

(q�)), povinni ha-

rakterizuvatis� indeksami msq. Ot�e, funkiÝ

f

msq

(�) =

N+1

X

i=0

f

i

ms

(q�)�(� � �

i

); (44)

de

f

i

ms

(q�) = [A

ms

i

(q)I

m

(q�) +B

ms

i

(q)K

m

(q�)℄; (45)

ilkom viznaqeni. Tomu poteni�l pol� pol�rizaiÝ

interfe�snih kolivan~ mo�na podati u vigl�di od-

noznaqnogo rozkladu za sistemo� funki�, �ka zado-

vol~n� neobhidn� kra�ov� umovi i  povno�

�

I

(r) =

X

msq

�

msq

f

(q�)

ms

e

i(qz+m')

: (46)

Vikoristovu�qi zv'�zok poteni�lu �

I

(r) z vektorom

vidnosnogo zmiwenn� u

I

ta vikonavxi vsi peretvo-

renn� tak, �k e robilos� u vipadku sferiqnoÝ gete-

rosistemi [5,6℄, otrimumo gamil~toni�n interfe�s-

nih kolivan~ u koordinatnomu zobra�enni

H

I

=

1

2

X

msq

�

�

�

msq

�

msq

n�

+ n�!

2

sq

u

�

msq

u

msq

�

: (47)

Uvivxi operatori zmiwen~ ta impul~siv
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^
u

msq

=

�

�h

2n�!

sq

�

0

X

sq

�

1=2

r

�

f

ms

(�)e

i(qz+m')

��

^

b

msq

+

^

b

+

�ms�q

�

; (48)

^
�

msq

= i

�

�hn�!

sq

2�

0

X

sq

�

1=2

r

�

f

ms

(�)e

i(qz+m')

��

^

b

+

msq

�

^

b

�ms�q

�

; (49)

�ki pov'�zani z operatorami narod�enn�

^

b

+

msq

ta zni�enn�

^

b

msq

vidpovidnih staniv interfe�snih fononiv i

zadovol~n��t~ bozonn� komutai�n� spivvidnoxenn�

[

^

b

mqs

;

^

b

+

m

0

q

0

s

0

℄ = Æ

m;m

0

Æ

q;q

0

Æ

s

i

;s

0

; (50)

ta vimaga�qi di�gonal~nosti gamil~toni�na interfe�snih fononiv, otrimumo

^

H

I

=

X

msq




msq

�

^

b

+

mqs

^

b

mqs

+

1

2

�

: (51)

Pri ~omu viznaqamo analitiqni� viraz veliqini X

msq

X

msq

= 2�Lq

N+1

X

i=0

h

�

i

f

i

ms

(q�

i

)f

0i

ms

(q�

i

) � �

i�1

f

i�1

ms

(q�

i�1

)f

0i�1

ms

(q�

i�1

)

i

; (52)

de L | dov�ina osnovnoÝ oblasti.

Analitiqni� rozrahunok gamil~toni�na elektron{fononnoÝ vzamodiÝ v zobra�enni vtorinnogo kvantuvann�

zdi�sn�mo analogiqno do togo, �k e bulo zrobleno dl� sferiqnoÝ geterosistemi [5, 6℄. U rezul~tati otrimu-

mo xukani� gamil~toni�n u vigl�di

^

H

e�I

= �

X

imsq

s

2�e

2




msq

X

msq

�

1

�

1i

�

1

�

0i

�

�

0i




2

msq

� �

1i




2

L

i




msq




L

i

(�

0i

� �

1i

)

f

i

ms

(q�)e

i(qz�m')

�

^

b

msq

+

^

b

+

�ms�q

�

: (53)

Takim qinom, zna�deno spektr, gamil~toni�n fo-

noniv ta gamil~toni�n elektron{fononnoÝ vzamodiÝ v

zobra�enni qisel zapovnenn� za pol~ovimi zminnimi

i v koordinatnomu za elektronnimi zminnimi dl� i-

lindriqnoÝ nanogeterosistemi.

IV. SPEKTR HVIL^OVIH FUNKCI�

ELEKTRONIV TA DIROK U SKLADNIH

KOAKSI�L^NIH CILINDRIQNIH

KVANTOVIH DROTAH

U ~omu rozd�l� rozgl�nuto bagatoxarovu na-

pivprovidnikovu geterosistemu, �ka skladat~s� z

vnutrixn~ogo ilindriqnogo seredoviwa (0) i dovil~-

noÝ kil~kosti (N) koaksi�l~nih xariv nanorozmirnoÝ

tovwini, wo vmiweni v zovnixn (N+1) seredoviwe.

Seredoviwe i{go xaru ma vnutrixni� radius �

i�1

i zovnixni� �

i

. Vono harakterizut~s� efektivnimi

masami elektrona (�

e

l

) ta dirki (�

h

i

), a tako� poten-

i�l~no� ener�i� elektrona stosovno vakuumu abo

inxogo zovnixn~ogo seredoviwa (�U

i

) ta xirno� za-

boronenoÝ zoni (E

gi

). Usi fiziqni veliqini vva�amo

takimi, wo harakterizu�t~ vidpovidni masivni ana-

logi nanokristaliv.

Vivqa�qi spektr i hvil~ovi funkiÝ elektrona �

dirki v opisani� geterosistemi, zauva�imo, wo os-

k�l~ki matematiqni vikladki dl� oboh ih qastok

ilkom analogiqni, to voni budut~ vikonuvatis~ lixe

dl� elektrona, ot�e indeks e bil� efektivnoÝ masi

� poteni�l~noÝ ener�iÝ elektrona budemo opuskati.

Uvivxi dl� zruqnosti rozrahunkiv odiniqnu funk-

i�

�(� � �

i

) =

8

<

:

1 �

i�1

� � � �

i

0 �nxa oblast~,

(54)

efektivnu masu elektrona v geterosistemi ta �ogo
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poteni�l~nu ener�i� stosovno vakuumu mo�na zapi-

sati u vigl�di

�(�) =

N+1

X

i=0

�

i

�(� � �

i

); (55)

U (�) = �

N+1

X

i=0

U

i

�(� � �

i

); (U

N+1

= 0): (56)

Oskil~ki sistema ma aksi�l~nu simetri�, to riv-

n�nn� Xredin�era doil~no rozv'�zuvati v ilind-

riqni� sistemi koordinat, vis~ OZ �koÝ zb�gat~s� z

aksi�l~no� viss� sistemi. Teper gamil~toni�n sis-

temi bude mati vigl�d

^

H(�; '; z) = �

�h

2

2

�

r

�'

1

�(�)

r

�'

+

1

�(�)

�

2

�z

2

�

(57)

�

N+1

X

i=0

U

i

�(� � �

i

);

i rozv'�zok rivn�nn� Xredin�era

^

H	(�; '; z) = E	(�; '; z) (58)

doil~no xukati v normovanomu na Æ{simvoli vi-

gl�di

	(�; '; z) = R(�)

e

i(kz+m')

p

2�L

: (59)

Z (58) otrimamo rivn�nn� dl� radi�l~noÝ funkiÝ:

 

�h

2

2

�

1

�

�

��

�

�

�(�)

�

��

�

�

m

2

�

2

�(�)

�

k

2

�(�)

�

+ E +

N+1

X

i=0

U

i

�(� � �

i

)

!

R(�) = 0: (60)

Unaslidok togo, wo �  funki� vid �, rivn�nn� (60) dali mo�na rozv'�zuvati dvoma sposobami: toqnim i

nabli�enim.

1. Toqni� sposib pol�ga v tomu, wob dodanok

k

2

�(�)

zberigati u vsih oblast�h zminnoÝ �, unaslidok qogo radi�-

l~na funki� bude zale�ati (vid m

ik

), �k vid parametriv. Pri ~omu u vipadku velikoÝ kil~kosti xariv (N )

vinikatimut~ dosit~ gromizdki matematiqni umovi qerez neperervn�st~ hvil~ovih funki� i potokiv gustin

imovirnoste� na me�ah nanogeterosistemi. Tomu taki� pidhid doil~no realizuvati pri malih N .

2. Nabli�eni sposobi mo�ut~ buti rizni, ale sut~ Ýh u tomu, wob zamist~ �(�) vvesti de�ku optimal~nu

\skorel~ovanu" efektivnu masu elektrona �, ne zale�nu vid � u skladovi�

k

2

�(�)

. Ce zrazu � dozvol� viddiliti

pozdov�n�� ruh elektrona, podavxi povnu ener�i� E u vigl�di

E = E

?

+

�h

2

k

2

2�

(61)

i dl� funkiÝ R(�) otrimati prostixe rivn�nn�

 

�h

2

2

�

1

�

�

��

�

�

�(�)

�

��

�

�

m

2

�

2

�(�)

�

+ E

?

+

N+1

X

i=0

U

i

�(� � �

i

)

!

R(�) = 0: (62)

Tut E

?

mo�na traktuvati �k ener�i� ruhu elektrona v napr�mku, perpendikul�rnomu do aksi�l~noÝ osi

sistemi. Wo � do viboru veliqini �, to odin iz sposobiv pol�ga v tomu, wob ÝÝ zapisati u vigl�di

1

�

=

N+1

X

i=0

�

�1

i

P

i

; (63)

de P

i

| imovirnist~ perebuvann� elektrona v i{mu xari. Oskil~ki �movirnist~ P

i

mo�e buti zna�dena pri

vidomi� funkiÝ R

m

(�), to veliqinu � mo�na zna�ti za dopomogo� iterai�noÝ proeduri, a same, poklavxi

1

�

0

=

1

N + 1

N+1

X

i=0

�

�1

i

; (64)

383



M. V. TKAQ

rozv'�zati r�vn�nn� (62), zna�ti R

m0

(�), za �kim zna�ti P

0

i

, pidstaviti P

0

i

v (62), zvidki zna�ti �

1

i.t.d.

Taki rozrahunki zdi�sn�mo doti, poki ne dos�gamo ba�anoÝ toqnosti za xukano� veliqino� ener�iÝ E

?

qi

maso� �. Poverta�qis~ do rozv'�zuvann� rivn�nn� (62), budemo xukati funki� R

m

(�) u vigl�di

R

m

(�) =

N+1

X

i=0

R

i

m

(�)�(� � �

i

); (65)

todi, urahovu�qi, wo �(�) zadat~s� formulo� (64), z (62) otrimamo sistemu rivn�n~

�

�

2

��

2

+

1

�

�

��

�

m

2

�

2

+

2�

�h

2

(U

i

+E

?

)

�

R

i

m

(�) = 0; i = 0; :::; N + 1 (66)

stosovno vlasnih znaqen~ E

?

ta funki� R

i

m

. Roz-

v'�zki sistemi (66) zale�at~ vid oblasti ener�iÝ E

?

.

1. V oblasti vid'mnih ener�i� E

?

= � j E

?

j= �E <

0 rozv'�zkami (66)  lini�ni kombinaiÝ funki� Bes-

sel� � Ne�mana pri U

i

� E abo modifikovan� funkiÝ

Bessel� pri U

i

� E , tobto

R

i

m

(K

i

m

�) = A

i

m

I

i

m

(K

i

m

�) +B

i

m

N

i

m

(K

i

m

�); (67)

de

I

i

m

(K

i

m

�) =

8

<

:

J

i

m

(k

i

m

�); U

i

� E

I

i

m

(�

i

m

�); U

i

� E

;

(68)

N

i

m

(K

i

m

�) =

8

<

:

N

i

m

(k

i

m

�); U

i

� E

K

i

m

(�

i

m

�); U

i

� E

;

8

<

:

k

i

m

= �h

�1

p

2�

i

(U

i

� E); U

i

� E

�

i

m

= �h

�1

p

2�

i

(E � U

i

); U

i

� E

: (69)

Z umov neperervnosti gustini �movirnosti ta ÝÝ

potoku qerez usi me�i nanosistemi vipliva�t~ riv-

n�nn�

8

>

>

>

<

>

>

>

:

R

i

m

(�

i

) = R

i+1

m

(�

i

);

1

�

i

�R

i

m

(�

i

)

��

�

�

�

�

�

�=�

i

=

1

�

i+1

�R

i+1

m

(�

i

)

��

�

�

�

�

�

�=�

i

i = 0; :::; N;

(70)

�ki razom z umovami skinqenosti hvil~ovoÝ funkiÝ

pri � ! 0 i � ! 1 viznaqa�t~ diskretni� spektr

ener�i� staionarnih staniv E

nm

, a pri vrahuvanni

umovi normuvann�

1

Z

0

R

�

mn

0

(�)R

mn

(�)�d� = Æ

nm

0

(71)

odnoznaqno viznaqa�t~ usi koefiinti A

i

m

ta V

i

m

, a

ot�e, i radi�l~ni funkiÝ R

mn

(�). Konkretna proe-

dura rozrahunku spektra i hvil~ovih funki� pov-

nist� analogiqna do tiÝ, �ku vikonuvali dl� sfe-

riqnoÝ nanogeterosistemi, tomu, ne prorobl��qi ÝÝ,

zrazu � navedemo ener�etiqni� spektr tiÝ oblasti

ener�iÝ, �ka vidpovida zv'�zanim stanam, wo harak-

terizu�t~ ruh elektrona poperek aksi�l~noÝ osi �

odnoqasno neperervni� ruh uzdov� iÝ osi.

Ot�e, hvil~ovifunkiÝ sistemi v stanah pri E

?

<

0  takimi:

	

mnk

(r) = R

mn

(�)e

i(kz+m')

: (72)

Piznixe � sistema funki� razom z funki�mi, �ki

opisu�t~ neperervni� spektr elektrona v sistemi,

bude vikoristana dl� znahod�enn� elektron{fono-

nnoÝ vzamodiÝ.

2. V oblasti dodatnih ener�i� E

?

> 0 rivn�nn� (66) rozpadat~s� na sistemu rivn�n~

�

�

2

��

2

+

1

�

�

��

�

m

2

�

2

+ k

2

?i

�

R

i

m

(k

?i

�) = 0; i = 0; :::; N + 1; (73)
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de

k

2

?i

=

2m

i

�h

2

(E

?

+ U

i

): (74)

Ko�ne rivn�nn� z sistemi (73) ma svoÝmi lini�no nezale�nimi rozv'�zkami funkiÝ Gankel� H

+

m

ta H

�

m

.

Umova skinqenosti hvil~ovoÝ funkiÝ pri �! 0 vimaga dl� entral~nogo seredoviwa rozv'�zku vidu
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Dl� vsih inxih seredoviw rozv'�zki mo�na podati u vigl�di
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Koefiinti A

i

m

ta S

i

m

viznaqamo z umov neperervnosti hvil~ovoÝ funkiÝ � potoku gustini �movirnosti na

vsih me�ah. Z urahuvann�m togo, wo
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de

F

i

m

(k

i

r

i

) = H

�

m

(k

i

r

i

)� S

i

m

H

+

m

(k

i

r

i

); (79)
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i

m
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Koefiint A

m

viznaqamo z umovi normuvann� radi�l~noÝ qastini hvil~ovoÝ funkiÝ
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Osk�l~ki funkiÝ R
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Urahovu�qi, wo pri �! 0 viraz u pravi� qastini (82) dor�vn� nulev�, a pri �!1 spravedliva asimptotika

385



M. V. TKAQ
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z rivnosti (82) otrimamo
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Porivn��qi virazi (81) i (84), znahodimo veliqinu

koefiinta A pri normuvanni na Æ{funki�
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Takim qinom, viznaqili hvil~ovi funkiÝ
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; (86)

�ki opisu�t~ stani elektrona v i� nanogeterosis-

temi pri E

?

> 0. Zgidno z zagal~no� teori�, sistema

funki� (86)  ortogonal~no� do sistemi (62), i ra-

zom voni stvor��t~ povnu ortonormovanu sistemu,

za �ko� mo�na zdi�sniti perehid do zobra�enn� vto-

rinnogo kvantuvann� za elektronnimi zminnimi.

Dl� ~ogo vvodimo kvantovanu hvil~ovu funki�
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(r)â
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; (87)

de â

mkp

| fermivs~ki� operator zniwenn� elekt-

ronnogo stanu (mkp), priqomu indeks p nabuva dis-
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togo, u �ku oblast~ ener�i� potrapl��t~ vidpovidni

stani
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: (88)

Zdi�snivxi perehid do zobra�enn� vtorinnogo

kvantuvann� v operatori Gamil~tona, dl� elektrona

v i� nanogeterosistemi otrimumo
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â

+

mkp

â
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de slid uz�ti do uvagi, wo pri E

?

> 0 p = k

?

, i tomu

sumu za k

?

u ~omu razi potribno rozgl�dati �k vidpo-

vidni� inte�ral; indeks k tako� pri�ma neperervnu

sukupnist~ znaqen~, a ot�e, i vidpovidnu sumu tako�

slid rozgl�dati �k inte�ral. Za dopomogo� kvantova-

noÝ funkiÝ (87) i gamil~toni�niv (28, 53) znahodimo i

gamil~toni�ni vzamodiÝ elektrona v zobra�enni vto-

rinnogo kvantuvann� za vsima zminnimi z obme�e-

nimi fononami
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Takim qinom, �z perxih prinipiv (bez dov�l~nih parametr�v) u me�ah modeli dielektriqnogo kontinuumu

fononiv ta v nabli�enni efektivnoÝ masi dl� elektrona otrimano povni� gamil~toni�n
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e
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elektron{fononnoÝ sistemi v skladni� nanogeterosistemi koaksi�l~nih ilindriqnih drot�v (kvantovih �m).
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ELECTRON{PHONON INTERACTION IN COMPLICATED SEMICONDUCTOR

COAXIAL CYLINDRICAL QUANTUM WIRES

M. V. Tkah

Chernivtsi State University,

2 Kotsiubynskyi Str., Chernivitsi, UA{58012, Ukraine

Phonon spetrum and polarisation �eld potential within ompliated oaxial semiondutor ylindrial quan-

tum wires are obtained in the framework of the dieletri ontinuum model. The total spetrum (disrete and

ontinuous) and eletron and hole wave funtions are found in the e�etive mass approximation. The Hamiltonian

of eletron{phonon system in a representation of the seond quantization over all the variables is established.
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