ȷURNAL FIZIQNIH DOSLIDȷEN^ t. 3, ˝ 3 (1999) s. 264–271

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 3, No. 3 (1999) p. 264–271

WE RAZ PRO NADPLINNI`^4He

¨. O. Vakarquk L~v˛vs~kiȷ nac˛onal~niȷ un˛versitet ˛men˛ ¨vana Franka, kafedra teoretiqnoÝ f˛ziki, vul. Dragomanova, 12, L~v˛v, 79005, UkraÝna (Otrimano 28 ıovtnffl 1999)

Xlfflhom rozv’fflzku r˛vnffln~ ruhu dlffl flktuac˛ȷ gustini bagatoqastinkovoÝ sistemi znaȷdeno virazi dlffl enerİetiqnogo spektra, strukturnogo faktora ta v˛l~noÝ enerİ˛Ý, fflk˛ pri temperatur˛ T → 0 K dat~ rezul~tati teor˛Ý Bogolbova, a pri visokih temperaturah perehodfflt~ u v˛dpov˛dn˛ virazi dlffl klasiqnih sistem u nabliıenn˛ haotiqnih faz. Urahovano takoı vnesok nel˛n˛ȷnih flktuac˛ȷ. Znaȷden˛ virazi dat~ zmogu dosl˛dıuvati λ–pereh˛d u r˛dkomu^4He.

Klqov˛ slova: gel˛ȷ, strukturniȷ faktor, flktuac˛ffl gustini, enerİetiqniȷ spektr, nel˛n˛ȷn˛ flktuac˛Ý, λ–pereh˛d.

PACS numbers: 05.30.–d; 67.40.–w; 67.55.–s

VSTUP

Posl˛dovna molekulfflrna teor˛ffl fflviwa nadplinnosti, fflku pobuduvav M. M. Bogolbov u 1947 roc˛ ˛ fflka İruntu‚t~sffl na model˛ slabone˛deal~nogo boze–gazu, viklikala ȷ stimulvala qislenn˛ dosl˛dıennffl u f˛zic˛ kvantovih r˛din [1]. Faktiqno v c˛ȷ prac˛ vperxe takoı bulo pokazano, fflk obqislvati spektr enerİ˛Ý kondensovanogo t˛la, a oriİ˛nal~- niȷ metod nabliıenogo vtorinnogo kvantuvannffl, wo zaprovadiv Bogolbov, vikoristovuvali v bagat~oh ˛nxih zadaqah statistiqnoÝ mehan˛ki. Teor˛ffl Bogolbova İruntu‚t~sffl na pripuwenn˛ ˛snuvannffl boze– kondensatu v sistem˛ ˛ na ȷogo vir˛xal~n˛ȷ rol˛ u formuvann˛ ÝÝ vlastivosteȷ. U zv’fflzku z cim teor˛ffl dobre prac‚ v oblast˛ temperatur znaqno niıqih, n˛ı temperatura boze–kondensac˛Ý. k pokazali p˛zn˛xe eksperimental~n˛ ȷ teoretiqn˛ dosl˛dıennffl, dolffl boze–kondensatu v r˛dkomu^4He nav˛t~ pri absoltnomu nul˛ temperaturi ‚ neznaqno ˛ sklada‚ veliqinu porffldku (2 ÷ 10)%. Teor˛ffl Bogolbova– Zubar‚va 1955 roku [2], fflka İruntu‚t~sffl na rozv’fflzku r˛vnfflnnffl Xredinİera dlffl sistemi bagat~oh bozon˛v za dopomogo predstavlennffl kolektivnih zm˛nnih, u rol˛ fflkih obran˛ komponenti Fur’‚ flktuac˛ȷ gustini qastinok dosl˛dıuvanoÝ sistemi, v˛dtvor‚ v nabliıenn˛ haotiqnih faz rezul~tati teor˛Ý slabone˛deal~nogo boze–gazu bez pripuwennffl pro ˛snuvannffl boze–kondensatnoÝ frakc˛Ý: boze–kondensat u c˛ȷ teor˛Ý vinika‚ prirodnim qinom. Nezvaıaqi na te, wo c˛ p˛dhodi İruntut~sffl na pripuwenn˛ slabkoÝ vza‚mod˛Ý, Ýh moına zastosuvati do k˛l~k˛snogo dosl˛- dıennffl vlastivosteȷ ˛ real~nogo nadplinnogo^4He, de vza‚mod˛ffl m˛ı qastinkami ne ‚ slabko [3]. Ce dosfflga‚t~sffl tim, wo v rol˛ vih˛dnoÝ ˛nformac˛Ý, zam˛st~ potenc˛ffll~noÝ enerİ˛Ý vza‚mod˛Ý m˛ı qastinkami, vikoristano taku spostereıuval~nu veliqinu, fflk r˛- dinniȷ strukturniȷ faktor. “Perepisuvannffl” formul t˛l~ki qerez strukturniȷ faktor v˛dpov˛da‚ p˛dsumovuvann pevnogo klasu qlen˛v rffldu teor˛Ý zburen~ dlffl slabone˛deal~nogo boze–gazu.

Problemo zalixa‚t~sffl poxirennffl cih rezul~tat˛v na viw˛ temperaturi ˛, zokrema, na oblast~ temperatur v okol˛ λ–perehodu r˛dkogo^4He u nadplinniȷ stan. Teoretiqn˛ dosl˛dıennffl λ–perehodu, fflk˛ İruntut~sffl na metod˛ renormal˛zac˛ȷnoÝ grupi, dozvolfflt~ korektno obqislvati lixe kritiqn˛ pokazniki termodinam˛qnih veliqin. Dovxiȷ qas uvaıali, wo λ–pod˛bniȷ h˛d teplo‚mnosti v okol˛ fazovogo perehodu T = T_λ ma‚ harakter logarifm˛qnoÝ rozb˛ınosti z kritiqnim pokaznikom α = 0. Metod renorm– grupi ne dozvoliv otrimati logarifm˛qnu rozb˛ın˛st~: α bulo malim dodatnim qislom. V eksperimentah, odnak, vifflvilos~, wo naspravd˛ rozb˛ınosti teplo‚mnosti nema‚ ˛, fflk sv˛dqit~ eksperiment, veliqina α ‚ v˛d’‚mnim malim qislom [4]: |α| ∼ 0.01. Otıe, mi poverta‚mos~ do staroÝ ˛deÝ, fflku, mabut~, uperxe visloviv London, wo λ–pereh˛d ‚ n˛qim ˛nxim, fflk spotvoreno vza‚mod˛‚ boze–kondensac˛‚, pritamanno ˛deal~nomu boze–gazov˛, fflka ‚ priqino harakternogo p˛kopod˛bnogo hodu teplo‚mnosti v okol˛ toqki boze–kondensac˛Ý T = T_c.

We odn˛‚ problemo v teor˛Ý r˛dkogo gel˛, t˛sno pov’fflzano z c˛‚, ‚ te, fflk uzgoditi teor˛ Bogolbova, fflka prac‚ pri niz~kih temperaturah, z teor˛‚ klasiqnih sistem u nabliıenn˛ haotiqnih faz. Ce nabliıennffl, fflk v˛domo, dlffl sistemi zarffldıenih qastinok da‚ rezul~tati teor˛Ý Debaffl–Gkkelffl dlffl sil~nih elektrol˛t˛v. ¨nximi slovami, stoÝt~ pitannffl, qi moılivo zapisati dlffl termodinam˛qnih funkc˛ȷ viraz, pridatniȷ do anal˛tiqnih ta qisel~- nih rozrahunk˛v, fflkiȷ u meı˛ T → 0 K da‚ rezul~tati teor˛Ý Bogolbova dlffl slabone˛deal~nogo boze–gazu, a pri visokih temperaturah u kvaz˛klasiqn˛ȷ meı˛ vivodit~ nas na nabliıennffl haotiqnih faz teor˛Ý klasiqnogo ne˛deal~nogo gazu. V˛d takogo virazu moına oq˛kuvati dostatn~o dobrih rezul~tat˛v ˛ v prom˛ın˛ȷ oblast˛ temperatur, u fflk˛ȷ znahodit~sffl λ–toqka. Sproba vir˛xennffl c˛‚Ý zadaq˛ predstavlena v nax˛ȷ statt˛.

I. R¨VNNN RUHU DL FL“KTUAC¨„ GUSTINI

Rozglfflnemo r˛vnovaınu sistemu N bezsp˛novih vza- ‚mod˛qih boze–qastinok masi m z koordinatami r_1, . . . r_N , wo ruhat~sffl v ob’‚m˛ veliqino V . Gam˛l~ton˛ffln takoÝ sistemi

Ĥ =^N ∑ j=1 p̂^2_j 2m + ∑ 1≤i<j≤N Φ(|r_i − r_j|),

de perxiȷ dodanok — ce operator k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý, a drugiȷ dodanok predstavlffl‚ potenc˛ffll~nu enerİ˛ poparnoÝ vza‚mod˛Ý m˛ı qastinkami.

Nax˛ dosl˛dıennffl İruntut~sffl na rozv’fflzku r˛vnfflnnffl ruhu dlffl veliqin

ρ_k = 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} , k ≠ 0,

fflk˛ ‚ koef˛c˛‚ntami Fur’‚ flktuac˛Ý gustini qastinok

Δn(r) = n(r) − ρ,

de lokal~na gustina qastinok

n(r) = N∑ j=1 δ(r − r_j),

ρ = N/V — serednffl gustina:

Δn(r) = √ N V ∑ k≠0

ρ_ke^{ikr},

ρ_k = 1 √ N ∫ e^{−ikr}Δn(r)dr, de komponenti hvil~ovogo vektora k prob˛gat~ znaqennffl, kratn˛ do 2π/V^{1/D}, D — vim˛rn˛st~ prostoru. Pri perehod˛ do termodinam˛qnoÝ meı˛ N → ∞, V → ∞, N/V = const sumi za hvil~ovimi vektorami perehodfflt~ u v˛dpov˛dn˛ ˛nteİrali z bezmeınimi meıami za koıno komponento: ∑ k → V ∫ dk/(2π)^D.

U cih veliqinah potenc˛ffll~nu enerİ˛ sistemi zapixemo tak: Φ = N (N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q(ρ_qρ_{−q} − 1),

de ν_q = ∫ e^{−iqr}Φ(r)dr — koef˛c˛‚nt Fur’‚ enerİ˛Ý vza- ‚mod˛Ý m˛ı dvoma qastinkami.

V˛z~memo perxu poh˛dnu za qasom v˛d veliqini ρ_k, v˛dpov˛dno do gaȷzenberİ˛vs~kih r˛vnffln~ ruhu:

ρ̇_k =

[ρ_k, Ĥ] ih̄ . Obqisl‚mo ceȷ komutator ˛ znahodimo

^ρ̇_k = ih̄ 2m k^2ρ_k + 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} (−ikp̂_j ) m .

Obqislimo teper drugu poh˛dnu za qasom v˛d ρ_k:

^ρ̈_k = − ( h̄k^2 2m )_2

ρ_k + ih̄ m k^2 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} (−ikp̂_j ) m

+ 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} (−ikp̂_j )^2 m^2 + 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} (−ik^̇p_j) m .

Dal˛ vikorista‚mo gaȷzenberİ˛vs~k˛ r˛vnfflnnffl ruhu dlffl operatora ˛mpul~su:

(−ik^̇p_j ) m = (ik∇_j)Φ m = ik m ∑ q≠0 (−iq) √ N V ν_qρ_{−q}e^{−iqrj} .

Teper mi moıemo zapisati ostatoqniȷ viglffld kvantovogo r˛vnfflnnffl ruhu dlffl flktuac˛ȷ lokal~- noÝ gustini qastinok:

^ρ̈_k = − ( h̄k^2 2m )_2

ρ_k − k^2 m ν_k N V ρ_k

+ ∑ q≠0 k+q≠0

(kq) m √ N V ν_qρ_{−q}ρ_{k+q}

− 1 √ N ∑ j=1 e^{−ikrj} (kp̂_j)^2 − h̄k^2(kp̂_j ) m^2 .

II. ROZV’ZOK R¨VNNN RUHU DL FL“KTUAC¨„ GUSTINI

Rozv’fflzuvati toqn˛ r˛vnfflnnffl ruhu dlffl ρ_k nema‚ zmogi. Naxe zavdannffl polfflga‚ v tomu, wob znaȷti nabliıen˛ rozv’fflzki. Dlffl c~ogo sprostimo same r˛vnfflnnffl, vikoristovuqi defflk˛ pripuwennffl. Pereȷdemo do cih nabliıen~. Po–perxe, ne budemo vrahovuvati qlen˛v ∼ ρ_{−q}ρ_{q+k}, tobto kvadratiqnih za flktuac˛fflmi gustini. Po–druge, provedemo userednennffl mnoınik˛v z operatorami ˛mpul~s˛v. U klasiqnomu vipadku ȷomu v˛dpov˛da‚ userednennffl za xvid-

¨. O. VAKARQUK

kostfflmi qastinok. U kvantovomu vipadku ‚ dodatkove nabliıennffl, fflke polfflga‚ v rozqeplenn˛ userednen~ za koordinatami ta xvidkostfflmi. Otıe, nehaȷ

(kp̂_j )^2 → ⟨(kp̂_j)^2⟩ = 1 3 k^2⟨p̂^2_j ⟩

= 1 3 k^22m⟨ p̂^2_j 2m ⟩ = 2 3 mk^2 ⟨K̂⟩ N ,

de ⟨K̂⟩ — seredn‚ znaqennffl k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý sistemi N qastinok, tobto seredn‚ v˛d operatora

K̂ = N∑ j=1 p̂^2_j 2m .

Mi skoristalis~ tim, wo dlffl D = 3 userednennffl za naprfflmkami da‚ 1/3. Kr˛m togo, seredn‚ znaqennffl p̂^2_j oqevidno ne zaleıit~ v˛d ˛ndeksu j. Dal˛:

(kp̂_j) → ⟨(kp̂_j)⟩ = (k⟨p̂_j⟩) = 0, ⟨p̂_j⟩ = 0

— osk˛l~ki sistema, fflk c˛le, neruhoma, to seredn‚ znaqennffl ˛mpul~su qastinki dor˛vn‚ nulev˛.

P˛slffl cih nabliıen~ dlffl flktuac˛ȷ gustini ma- ‚mo take r˛vnfflnnffl:

^ρ̈_k + ω^2_kρ_k = 0,

de qastota

ω_k = √( h̄k^2 2m )_2 + k^2 m ν_k N V + k^2 m 2 3 ⟨K̂⟩ N .

Otıe mi, fflk ˛ spod˛valis~, otrimali kvantove r˛vnfflnnffl dlffl garmon˛qnogo oscilffltora z qastoto ω_k. Rozv’fflzok ȷogo ρ_k ∼ e^{iωkt} opisu‚ nezagasaq˛ garmon˛qn˛ kolivannnffl gustini qastinok sistemi.

Vaılivim ‚ takoı te, wo pri perehod˛ do klasiqnogo vipadku formal~nim prfflmuvannfflm staloÝ Planka do nulffl (h̄ → 0), koli pri c~omu ⟨K̂⟩ → 3N T /2, mi otrimu‚mo dlffl qastoti klasiqniȷ viraz:

ω_k = √ k^2N mV ν_k + k^2T m . Ce ‚ oznako uzgodıenosti naxogo opisu ta priȷnffltih nabliıen~ u klasiqnomu ˛ kvantovomu vipadkah.

Rozv’fflzki kvantovih r˛vnffln~ ruhu dlffl koef˛c˛‚nta Fur’‚ flktuac˛Ý gustini qastinok ρ_k, fflk˛ mi znaȷxli, vkazut~ na te, wo v sistem˛ ˛snut~ elementarn˛ zbudıennffl z enerİ˛‚ E_k = h̄ω_k:

E_k = ( h̄^2k^2 2m )2 + h̄^2k^2 m ( N V ν_k + 2 3 ⟨K̂⟩ N ) .

kwo v c~omu viraz˛ vikoristati nul~ove nabliıennffl dlffl seredn~ogo znaqennffl k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý ⟨K̂⟩ sistemi boze–qastinok, tobto vzfflti enerİ˛ ˛deal~nogo boze–gazu ⟨K̂⟩ = 0 pri T = 0 K, to mi otrima‚mo formulu Bogolbova [1,2]:

E_k = √( h̄^2k^2 2m )2 + h̄^2k^2N mV ν_k.

Ceȷ viraz M. Bogolbov znaȷxov we v 1947 roc˛ za dopomogo oriİ˛nal~nogo metodu nabliıenogo vtorinnogo kvantuvannffl. Faktiqno v c˛ȷ ȷogo prac˛ vperxe bulo pokazano, fflk obqislvati enerİetiqniȷ spektr kondensovanogo t˛la

Dlffl takoÝ sistemi, fflk r˛dkiȷ gel˛ȷ, pri k → 0 formula dlffl E_k opisu‚ zvukov˛ kolivannffl, tobto fononnu oblast~ spektra: E_k = ch̄k, de c = 1 m ( ν_0 N V + 2 3 ⟨K̂⟩ N )

— xvidk˛st~ zvuku.

Mi govorili tut pro enerİetiqniȷ spektr r˛dkogo 4He. Spektr r˛dkogo^3He, fflk sistemi ferm˛on˛v z fflskravim vifflvom ˛ndiv˛dual~nih harakteristik qastinok, v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d spektra bagatobozonnoÝ sistemi, ˛ dlffl ȷogo opisu neobh˛dn˛ ˛nx˛ p˛dhodi. Mi, odnak, sprobu‚mo dosl˛diti kolektivnu g˛lku spektra r˛dkogo^3He, priroda fflkoÝ — ce takoı kolivannffl gustini. Priqomu ne bratimemo do uvagi ȷ te, wo r˛dkiȷ^3He pri nadniz~kih temperaturah ‚ nadplinnim. Otıe, u tak zvan˛ȷ g˛drodinam˛qn˛ȷ meı˛, koli k → 0, ma‚mo zvukov˛ kolivannffl z l˛n˛ȷno zaleın˛st enerİ˛Ý v˛d hvil~ovogo vektora, fflku mi vipisali viwe. Zapixemo r˛vnfflnnffl dlffl xvidkosteȷ zvuku dvoh r˛din,^4He ta^3He:

m_4c^2_4 = ρ_4ν_0 + 2 3 ( ⟨K̂⟩ N ) 4 ,

m_3c^2_3 = ρ_3ν_0 + 2 3 ( ⟨K̂⟩ N ) 3 , znaqki “3” ta “4” b˛lffl veliqini vkazut~, wo voni stosut~sffl^3He ta^4He v˛dpov˛dno. Vaılivo, wo koef˛c˛‚nt Fur’‚ ν_0 dlffl oboh sistem ‚ odnakovim.

Spravd˛, enerİ˛ m˛ıatomnoÝ vza‚mod˛Ý viznaqat~ strukturi elektronnih obolonok, fflk˛ dlffl atom˛v^3He ˛^4He ‚ odnakovimi, a ne masi Ýhn˛h fflder. Zrozum˛lo, wo mi v˛dvol˛ka‚mos~ v˛d nesutt‚voÝ r˛znic˛, fflka vinika‚ v postad˛fflbatiqnomu nabliıenn˛, vnesok fflkogo v m˛ıatomniȷ potenc˛ffll proporc˛ȷniȷ do korenffl kvadratnogo z v˛dnoxennffl masi elektrona do masi ffldra. Otıe, mi ma‚mo zmogu viluqiti z cih dvoh r˛vnffln~ veliqinu ν_0 ˛ vstanoviti sp˛vv˛dnoxennffl

ρ_3 [ m_4c^2_4 − 2 3 ( ⟨K̂⟩ N ) 4 ] = ρ_4 [ m_3c^2_3 − 2 3 ( ⟨K̂⟩ N ) 3 ] ,

z fflkogo moına viznaqiti, napriklad, seredn˛ znaqennffl k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý.

III. STRUKTURNI„ FAKTOR

Pereȷdemo do rozrahunku strukturnogo faktora

S_k = ⟨|ρ_k|^2⟩ = ⟨ρ_kρ_{−k}⟩.

Perestavn˛, abo komutac˛ȷn˛, sp˛vv˛dnoxennffl m˛ı operatorom flktuac˛Ý gustini qastinok ρ_{−k} ta ÝÝ perxo poh˛dnoÝ za qasom legko znaȷti:

ρ_{−k}^ρ̇_k − ^ρ̇_kρ_{−k} = ih̄ k^2 m . Z uvagi na te, wo r˛vnfflnnffl ruhu dlffl ρ_{−k} u priȷnffltomu nabliıenn˛ ‚ r˛vnfflnnfflm dlffl garmon˛qnogo oscilffltora, skorista‚mos~ analog˛‚ z kvantovim l˛- n˛ȷnim garmon˛qnim oscilffltorom maso m ta qastoto ω, dlffl fflkogo perestavn˛ sp˛vv˛dnoxennffl mat~ viglffld: x^ẋ − ^ẋx = ih̄ 1 m , a seredn‚

⟨x^2⟩ = h̄ 2mω (1 + 2⟨n⟩), n — kvantove qislo, wo numeru‚ stan oscilffltora.

Za analog˛‚ znahodimo seredn~okvadratiqnu flktuac˛ gustini (pam’ffltaȷmo pro zam˛nu m → m/k^2):

⟨|ρ_k|^2⟩ = h̄k^2 2mω_k (1 + 2⟨n_k⟩).

Uvedemo zruqn˛ poznaqennffl:

ν^∗_k = ν_k + 2 3 V N^2 ⟨K̂⟩

— efektivniȷ koef˛c˛‚nt Fur’‚ enerİ˛Ý m˛ıqastinkovoÝ vza‚mod˛Ý˛

α_k = √ 1 + 2N V ν^∗_k / h̄^2k^2 2m .

Teper qastota:

ω_k = h̄k^2 2m α_k, a strukturniȷ faktor kvantovoÝ r˛dini

S_k = ⟨|ρ_k|^2⟩ =

1 + 2⟨n_k⟩ α_k , abo S_k = h̄k^2 2mω_k ( 1 + 2 e^{h̄ωk/T} − 1 ) = h̄k^2 2mω_k cth ( h̄ω_k 2T ) .

C˛kavo podivitis~ na c˛ virazi v niz~ko– ta visokotemperaturnih meıah. U perxomu vipadku, koli T → 0, kotanİens g˛perbol˛qniȷ prfflmu‚ do odinic˛˛

S_k = h̄k^2 2mω_k = 1 α_k . Priqomu u viraz˛ dlffl α_k seredn‚ znaqennffl k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý ⟨K̂⟩ potr˛bno takoı brati pri temperatur˛ absoltnogo nulffl.

V oblast˛ visokih temperatur T → ∞ ma‚mo pereh˛d do klasiqnoÝ mehan˛ki (h̄ → 0). U c~omu vipadku vikorista‚mo rozklad kotanİensa pri malih znaqennfflh arİumenta:

S_k = h̄k^2 2mω_k { 2T h̄ω_k + . . . } .

Takim qinom, u c~omu nabliıenn˛

S_k = T k^2 mω^2_k = k^2T m (_{k2} m ν_k^N_V +^{k2}_m^2_3^{⟨K̂⟩}_N ) .

Dlffl k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý beremo klasiqniȷ viraz ⟨K̂⟩ = 3N T /2 ˛ ostatoqno (β = 1/T ):

S_k = 1 1 + β^N_V ν_k

— fflk ˛ povinno buti v nabliıenn˛ haotiqnih faz.

Otıe, znaȷden˛ znaqennffl strukturnogo faktora v cih graniqnih vipadkah demonstrut~ povnu uzgodıen˛st~ klasiqnogo ˛ kvantovogo opisu strukturnih harakteristik sistemi bagat~oh qastinok, fflkiȷ mi zaproponuvali. Mi otrimali vaıliviȷ rezul~tat:

¨. O. VAKARQUK

zavdfflki tomu, wo u viraz dlffl α_k vhodit~ seredn‚ znaqennffl k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý, znaȷden˛ formuli pract~ u niz~kotemperaturn˛ȷ, tobto kvantov˛ȷ, oblast˛ ˛ vifflvlfflt~ moıliv˛st~ neperervnogo perehodu do klasiqnogo vipadku. Ob’‚dnannffl v odnomu viraz˛ cih dvoh graniqnih vipadk˛v u teor˛Ý bagatoqastinkovih sistem ‚ radxe vinffltkom, n˛ı pravilom.

IV. V¨L^NA ENERŢ¨

Maqi viraz dlffl strukturnogo faktora kvantovoÝ sistemi, znaȷdemo seredn‚ znaqennffl potenc˛ffll~- noÝ enerİ˛Ý:

⟨Φ⟩ = N (N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q(S_q − 1)

= N (N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q { 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 } .

Pered tim, fflk perehoditi do obqislennffl v˛l~noÝ enerİ˛Ý, zrobimo take zauvaıennffl. Skorista‚mos~ tim faktom, wo parna funkc˛ffl rozpod˛lu

F_2(R) = 1 + 1 N − 1 ∑ q≠0

(S_q − 1)e^{iqR}

dlffl takoÝ boze–r˛dini, fflk^4He, dor˛vn‚ nulev˛ pri R = 0, osk˛l~ki atomi mat~ rozm˛ri ˛ ȷmov˛rn˛st~ Ýh vza‚mnogo roztaxuvannffl na v˛dstan˛ menx˛ȷ, n˛ı “d˛fflmetr” atoma, dor˛vn‚ nulev˛. Otıe, 1 N − 1 ∑ q≠0

(S_q − 1) = −1.

Ce da‚ zmogu zapisati seredn potenc˛ffll~nu enerİ˛ tak:

⟨Φ⟩ = N (N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ( ν^∗_q − 2 3 V N^2 ⟨K̂⟩ ) (S_q − 1) = N (N − 1) 2V ν_0

− ⟨K̂⟩ 3N ∑ q≠0

(S_q − 1) + ∑ q≠0 N 2V ν^∗_q (S_q − 1) = N (N − 1) 2V ν^∗_0 + ∑ q≠0 N 2V ν^∗_q (S_q − 1).

Tobto vdalos~ zapisati veliqini ⟨Φ⟩ ta S_q lixe qerez efektivniȷ koef˛c˛‚nt Fur’‚ m˛ıatomnoÝ vza‚mod˛Ý ν^∗_q .

Uvedemo parametr vmikannffl vza‚mod˛Ý, ν_q → λν_q, 0 ≤ λ ≤ 1, ˛ obqislimo v˛l~nu enerİ˛

F = F_{id} + 1∫ 0 ⟨Φ⟩dλ,

de F_{id} — v˛l~na enerİ˛ffl ˛deal~nogo gazu, a

⟨λΦ⟩ = N (N − 1) 2V λν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_qλ { 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 } ,

α_q = √ 1 + 2N V λν_q / h̄^2k^2 2m + 4 3 ⟨K⟩_λ N / h̄^2q^2 2m . Znaqok λ pri seredn~omu znaqenn˛ k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý ⟨K⟩_λ p˛dkresl‚ ÝÝ zaleın˛st~ v˛d parametra vmikannffl vza‚mod˛Ý λ. Takim qinom:

F = F_{id} + 1∫ 0 dλ N (N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q [ 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 ]

= F_{id} + N (N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q 1∫ 0 1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ − 1 .

Zoseredimo uvagu na ˛nteİral˛ za λ ˛ zrobimo v n~omu zam˛nu zm˛nnih: 1∫ 0 1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ = α_q∫

α^0_q

1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ dα_q dα_q,

tut verhnffl meıa

α_q = √ 1 + 2N V ν_q / h̄^2q^2 2m + 4 3 ⟨K⟩ N / h̄^2q^2 2m ,

⟨K⟩ = ⟨K⟩_{λ=1} — k˛netiqna enerİ˛ffl sistemi vza‚mod˛qih qastinok, a niınffl meıa

α^0_q = √ 1 + 4 3 ⟨K⟩_0 N / h̄^2q^2 2m ,

⟨K⟩_0 = ⟨K⟩_{λ=0} — k˛netiqna enerİ˛ffl ˛deal~nogo gazu. Teper

dα_q dλ = 1 2α_q 2N V ( ν_q + 2 3 V N^2 d⟨K⟩_λ dλ )/ h̄^2k^2 2m .

kwo mi obmeıimos~ nabliıennfflm, koli u viraz˛ dlffl funkc˛Ý α_k seredn‚ znaqennffl k˛netiqnoÝ ener- İ˛Ý pokladeno r˛vnim nulev˛, ⟨K̂⟩ = 0, to ce v˛dpov˛datime teor˛Ý Bogolbova, fflka ‚ spravedlivo pri temperaturah, bliz~kih do absoltnogo nulffl. Pri viwih temperaturah, zokrema dlffl dosl˛dıennffl vlastivosteȷ r˛dkogo^4He v okol˛ toqki λ–perehodu v nadplinniȷ stan, potr˛bno vrahovuvati veliqinu ⟨K̂⟩ u funkc˛Ý α_k. Pro ce sv˛dqit~ te, wo vıe ˛deal~niȷ boze–gaz, de povna vnutr˛xnffl enerİ˛ffl dor˛vn‚ ⟨K̂⟩, vifflvlffl‚ fazoviȷ pereh˛d. Fazoviȷ pereh˛d u r˛dkomu^4He ‚ “spotvorenim” m˛ıatomno vza- ‚mod˛‚ fazovim perehodom v ˛deal~nomu boze–gaz˛. Tobto mehan˛zm λ–perehodu diktu‚t~sffl statistiko Boze–Aȷnxtaȷna, fflk˛ȷ p˛dkorfflt~sffl atomi^4He.

Mi ne ma‚mo fflvnoÝ zaleınosti veliqini ⟨K⟩_λ v˛d parametra λ, tomu skorista‚mos~ dlffl poh˛dnoÝ d⟨K⟩_λ/dλ ÝÝ defflkim userednenim znaqennfflm: d⟨K⟩_λ dλ = ⟨K⟩_{λ=1} − ⟨K⟩_{λ=0} Δλ = ⟨K⟩ − ⟨K⟩_0, osk˛l~ki Δλ = 1. Abo moına zapisati we ȷ tak: d⟨K⟩_λ dλ = d⟨K⟩_λ dλ = 1∫ 0 dK dλ dλ /_1∫ 0 dλ = ⟨K⟩ − ⟨K⟩_0.

Moına takoı skoristatis~ nabliıenim virazom dlffl ⟨K⟩_λ, wo v˛dpov˛da‚ teor˛Ý Bogolbova. Odnak v˛n ‚ dobrim lixe pri niz~kih temperaturah.

P˛slffl takogo userednennffl potr˛bniȷ nam ˛nteİral legko beret~sffl. Vipixemo rezul~tat dlffl v˛l~noÝ enerİ˛Ý:

F = F_{id} + N (N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q

× [ (α_q − α^0_q )h̄^2q^2/m 2N ν_q/V + 4(⟨K⟩ − ⟨K⟩_0)/3N − 1 ]

+ 1 β ∑ q≠0 2N ν_q/V 2N ν_q/V + 4(⟨K⟩ − ⟨K⟩_0)/3N × { ln ( 1 − e^{−βh̄2k2αq /2m} ) − ln ( 1 − e^{−βh̄2 k2α0q/2m} )} ,

de F_{id} — v˛l~na enerİ˛ffl ˛deal~nogo boze–gazu.

kwo priȷnfflti tut, wo ⟨K⟩ = ⟨K⟩_0 = 0, to dlffl v˛- l~noÝ enerİ˛Ý F mi prihodimo do teor˛Ý Bogolbova. Vaılivo ‚ takoı ˛nxa vlastiv˛st~ c˛‚Ý formuli: u kvaz˛klasiqn˛ȷ granic˛, koli formal~no poklasti h̄ → 0, vona perehodit~ u v˛l~nu enerİ˛ klasiqnoÝ sistemi qastinok u nabliıenn˛ RPA. Spravd˛, pri takomu perehod˛ perxiȷ dodanok u kvadratnih duıkah dor˛vn‚ nulev˛, a r˛znicffl logarifm˛v { ln ( 1 − e^{−βh̄2 k2αq/2m} ) − ln ( 1 − e^{−βh̄2k2α0q/2m} )}

=_{h̄→0} ln(α_q/α^0_q ) =_{h̄→0} ln √( 2N V ν_q + 4 3 ⟨K⟩ N ) / 4 3 ⟨K⟩_0 N = 1 2 ln ( 1 + β N V ν_q ) .

Mi vrahuvali, wo v c˛ȷ granic˛ serednffl k˛netiqna enerİ˛ffl ⟨K⟩ = ⟨K⟩_0 = 3T /2. U rezul~tat˛ dlffl v˛l~noÝ enerİ˛Ý otrimu‚mo viraz:

F = F_{id} + N (N − 1) 2V ν_0

+ 1 2β ∑ q≠0 [ ln ( 1 + β N V ν_q ) − N V ν_q ]

— v˛dome nabliıennffl RPA dlffl klasiqnih sistem.

Otıe, mi ma‚mo v rozporffldıenn˛ dlffl v˛l~noÝ ener- İ˛Ý formulu, fflku uzgodıeno na vs~omu ˛nterval˛ temperatur. ¨ ce da‚ zmogu dosl˛dıuvati vlastivost˛ r˛dkogo^4He v oblast˛ λ–perehodu.

¨. O. VAKARQUK

V. URAHUVANN NEL¨N¨„NIH FL“KTUAC¨„

Zupinimos~ teper na anal˛z˛ r˛vnfflnnffl ruhu dlffl flktuac˛ȷ lokal~noÝ gustini qastinok z urahuvannfflm nel˛n˛ȷnih qlen˛v.

Povernemos~ do vih˛dnogo r˛vnfflnnffl dlffl ρ_q, de zroblena zam˛na veliqin (kp_j) ta (kp_j )^2 na Ýhn˛ seredn˛ znaqennffl:

^̈ρ_k = − ( h̄k^2 2m )_2 ρ_k − k^2 m ν_k N V ρ_k

+ ∑ q≠0

(kq) m √ N V ν_qρ_{−q}ρ_{k+q} − 2 3 k^2 m ⟨K̂⟩ N ρ_k.

Nastupniȷ krok — ce nabliıene vrahuvannffl nel˛- n˛ȷnogo dodanka ∼ ρ_{−q}ρ_{k+q}. Mi sv˛dom˛ togo, wo userednennffl za ˛mpul~sami provedeno duıe sproweno: bez urahuvannffl togo faktu, wo u kvantovomehan˛qnomu vipadku userednennffl za ˛mpul~sami ȷ userednennffl za koordinatami ne ‚ nezaleınimi. Akuratn˛xe userednennffl porodit~ u r˛vnfflnn˛ dodatkoviȷ qlen, fflkiȷ takoı matime p˛dsumovuvannffl za hvil~ovim vektorom q. Tobto ȷogo vnesok bude takogo ı tipu, fflk ˛ zalixenogo nel˛n˛ȷnogo dodanka v r˛vnfflnn˛. Kr˛m togo, v˛n privede vıe do zagasaqih kolivan~ dlffl flktuac˛ȷ gustini qastinok sistemi. Uvaıa- ‚mo, wo obgovorvaniȷ dodanok u r˛vnfflnn˛ ruhu ‚ proporc˛ȷnim do ρ_k, a mnoınik proporc˛ȷnosti znahodimo mnoıennfflm c˛‚Ý r˛vnosti na ρ_{−k} z nastupnim userednennfflm: 1 √ N ∑ j=1 e^{−ikrj} (kp̂_j )^2 − h̄k^2(kp̂_j) m^2

= B_kρ_k,

B_k = 1 S_k ⟨ρ_{−k} 1 √ N ∑ j=1 e^{−ikrj} (kp̂_j)^2 − h̄k^2(kp̂_j ) m^2 ⟩.

kwo userednennffl za ˛mpul~sami ta koordinatami rozqepl‚t~sffl, fflk ce ‚ u klasiqn˛ȷ meı˛, to mi otrima‚mo znaȷomiȷ rezul~tat: B_k = 2k^2⟨K̂⟩/3m^2N . Dlffl toqn˛xogo vrahuvannffl kvantovomehan˛qnogo userednennffl potr˛bn˛ skladn˛x˛ rozqeplennffl v c~omu viraz˛, moına takoı uvaıati B_k “v˛l~nim parametrom” teor˛Ý, ale posl˛dovniȷ p˛dh˛d — ce znovu pisati r˛vnfflnnffl ruhu dlffl obgovorvanoÝ veliqini. Mi ne budemo brati c~ogo do rozglffldu, a prodovıimo anal˛z vipisanogo r˛vnfflnnffl.

Veliqinu ρ_{−q}ρ_{k+q} zam˛n‚mo takim virazom:

ρ_{−q}ρ_{k+q} = ρ_k 1 √ N S_3(−k, −q, k + q) S_k ,

de S_3(−k, −q, k + q) — triqastinkoviȷ strukturniȷ faktor. kwo pomnoıiti ce r˛vnfflnnffl na ρ_{−k} ˛ vzfflti seredn‚, to otrima‚mo totoın˛st~. U rezul~tat˛ r˛vnfflnnffl dlffl veliqini ρ_k znovu nabuva‚ viglffldu r˛vnfflnnffl dlffl garmon˛qnogo oscilffltora:

^ρ̈_k + ω^2_kρ_k = 0,

z qastoto ω_k:

ω^2_k = ( h̄k^2 2m )_2 + k^2 m N V ν_k + 2 3 k^2 m ⟨K̂⟩ N − 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) m ν_q S_3(−k, −q, k + q) S_k .

Vikorista‚mo konvolc˛ȷne nabliıennffl dlffl triqastinkovogo strukturnogo faktora:

S_3(−k, −q, k + q) = S_kS_q S_{|k+q|},

tod˛ qastota

ω_k = h̄k^2 2m { 1 + 2N V ν^∗_k / h̄^2k^2 2m

− 2 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_q S_{|k+q|} / h̄^2k^2 2m }_{1/2} .

Teper strukturniȷ faktor pri T = 0 K

S_k = h̄k^2 2mω_k ,

S_k = { 1 + 2N V ν_k / h̄^2k^2 2m + 4 3 ⟨K̂⟩ N / h̄^2k^2 2m

− 2 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_q S_{|k+q|} / h̄^2k^2 2m }_{−1/2} .

Ceȷ viraz moına rozglffldati fflk ˛nteİral~ne r˛vnfflnnffl dlffl strukturnogo faktora S_k pri v˛domomu potenc˛ffll˛ m˛ıatomnoÝ vza‚mod˛Ý ν_k. Za nim moına takoı rozv’fflzuvati ȷ obernenu zadaqu pro v˛dtvorennffl enerİ˛Ý m˛ıqastinkovoÝ vza‚mod˛Ý, fflkwo zadati strukturniȷ faktor. Vikona‚mo defflk˛ peretvorennffl: 1 S^2_k

= 1 + 2N V ν_k / h̄^2k^2 2m + 4 3 ⟨K̂⟩ N / h̄^2k^2 2m

− 2 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_q S_{|k+q|} / h̄^2k^2 2m .

Dlffl xvidxoÝ zb˛ınosti sumi za q zapixemo ceȷ viraz tak: 1 S^2_k

= 1 + 2N V ν_k / h̄^2k^2 2m + 4 3 ⟨K̂⟩ N / h̄^2k^2 2m

− 2 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_q (S_{|k+q|} − 1) / h̄^2k^2 2m .

Tobto mi dodali ȷ v˛dnfflli nul~: 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq)ν_qS_q = 0,

osk˛l~ki p˛dsumovuvannffl za vektorom q ˛de po vs~omu prostoru, to qislo v˛d’‚mnih ˛ dodatnih, odnakovih za modulem dodank˛v u c˛ȷ sum˛ ‚ odnakovim (pripuska‚mo, wo potenc˛ffll ν_q zabezpequ‚ zb˛ın˛st~). Vnesok odnogo viluqenogo dodanka z umovo q + k ≠ 0 ne beremo do uvagi, tomu wo v˛n ∼ 1/V ˛ prfflmu‚ do nulffl v termodinam˛qn˛ȷ meı˛. Dal˛ ma‚mo

ν_k = V 2N h̄^2k^2 2m ( 1 S^2_k − 1 )

+ 1 N ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_q (S_{|k+q|} − 1) − 2V 3N^2 ⟨K̂⟩.

k nul~ove nabliıennffl beremo perxiȷ dodanok u prav˛ȷ qastin˛ c~ogo r˛vnfflnnffl:

ν_k = V 2N h̄^2k^2 2m ( 1 S^2_k − 1 ) .

U nastupnomu nabliıenn˛ p˛d znak sumi p˛dstavlffl- ‚mo ce znaqennffl ν_q ˛ zber˛ga‚mo ostann˛ȷ dodanok u poperedn˛ȷ formul˛, wo ‚ proporc˛ȷnim do seredn~ogo znaqennffl k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý:

ν_k = V 2N h̄^2k^2 2m ( 1 S^2_k − 1 ) + V 2N^2 ∑ q≠0 q+k≠0

h̄^2q^2 2m (kq) k^2

× ( 1 S_q − S_q ) (S_{|k+q|} − 1) − 2V 3N^2 ⟨K̂⟩.

Ceȷ viraz uıe c˛lkom pridatniȷ dlffl provedennffl komp’ternih rozrahunk˛v fur’‚-obrazu m˛ıatomnogo potenc˛ffllu ν_k, za fflkim obernenenim peretvorennfflm Fur’‚ znaȷdemo ˛ sam potenc˛ffll Φ(R).

Otriman˛ virazi dlffl strukturnogo faktora z urahuvannfflm nel˛n˛ȷnih flktuac˛ȷ moına vikoristati dlffl dosl˛dıennffl fflk kvantovih, tak ˛ klasiqnih model~nih sistem ta r˛dkogo^4He.

[1] N. N. Bogolbov, Izv. Akad. Nauk SSSR, ser. fiz.

11, 77 (1947); Izbrannye trudy v treh tomah. Tom vtoroȷ (Naukova dumka, KiÝv, 1970).

[2] N. N. Bogolbov, D. N. Zubarev, ”urn. ¸ksp. teor.

fiz. 28, 129 (1955).

[3] I. A. Vakarquk, Teor. mat. fiz. 65, 285 (1985); Teor.

mat. fiz. 80, 439 (1989); Teor. mat. fiz. 82, 438 (1990). [4] J. A. Lipa, D. R. Swanson, J. A. Nissen, Phys. Rev. Lett.

76, 944 (1996).

ONCE MORE ON THE SUPERFLUID^4HE

I. O. Vakarchuk The Ivan Franko National University of Lviv, Chair of Theoretical Physics 12 Drahomanov Str., Lviv, UA–79005, Ukraine

Through the solution of motion equations for the density fluctuations of the many–particle system expressions for the energy spectrum, structural factor and free energy have been found. At the temperature T → 0 K they yield the results of Bogoliubov theory and at high temperatures they tend to the corresponding expressions for the classical systems in the random phases approximation. The contribution of the non–linear fluctuations has also been taken into account. The obtained expressions are conducive to the study of λ–transition in liquid^4He.