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I. VSTUP

Metod ��bbsa [1,2,13℄ dl� obqislenn� termodina-

m�qnih funk�� r�znih sistem bazut~s� na standart-

nomu gam�l~tonovomu formul�vann� Ýhn~oÝ dinam�ki.

Dl� kal�bruval~no{�nvar��ntnih sistem posl�dovn�-

xim  nestandartni� gam�l~ton�v formal�zm �z v'�-

z�mi. Same v�n povinen slu�iti osnovo� dl� kvan-

tovogo ta statistiqnogo opisu takih sistem. Metodi

kvantuvann� v kal�bruval~nih teor��h dobre v�dom�

v l�teratur� [8,10,12,15℄. Vodnoqas statistiqni� opis

takih sistem rozvineni� lixe fragmentarno. Za-

galom u l�teratur� (div. [21,23℄) buduvalas� r�vno-

va�na statistiqna mehan�ka sistem �z v'�z�mi na os-

nov� m�ri Fadva [15℄, zapoziqenoÝ z metodu kontinu-

al~nogo �nte�ruvann� kvantovoÝ teor�Ý kal�bruval~-

nih pol�v.

Naxa robota prisv�qena anal�zov� osoblivoste�

statistiqnogo opisu sistem z v'�z�mi, zokrema �z v'�-

z�mi perxogo klasu, �k� �eneru�t~ kal�bruval~n� pe-

retvorenn�. Rozgl�nuto pon�tt� statistiqnogo an-

sambl� takih sistem, funk�� rozpod�lu � vivedeno

umovi dl� neÝ, wo uzagal~n��t~ r�vn�nn� L�uv�l�.

C� rezul~tati zastosovu�t~s� dl� opisu sistemi

toqkovih zar�d�enih qastinok z elektromagnetnim

polem. Opis v�l~nogo elektromagnetnogo pol�, a

tako� pol�, wo vzamod� z ferm�onnimi pol�mi

v ramkah formal�zmu z v'�z�mi,  dobre v�domim

(div. [10,12℄). V�n  osnovo� dl� kvantovoÝ elektro-

dinam�ki. U f�zi� plazmi qasto mo�na nehtuvati

proesami narod�enn� zar�d�enih qastinok, a sis-

temu takih qastinok mo�na tlumaqiti �k mehan�qnu

sistemu z f�ksovano� k�l~k�st� stupen�v v�l~nosti.

Tomu prirodno v statistiqnomu opis� rozgl�dati

same toqkov� zar�di u vzamod�Ý z elektromagnetnim

polem.Tut mi posl�dovno rozvivamo formul�vann�

dinam�ki takoÝ sistemi v ramkah formal�zmu z v'�-

z�mi, a tako� budumo statistiqni� opis na osnov�

oder�anih zagal~nih rezul~tat�v.

II. OGL�D GAM�L^TONOVOÕ MEHAN�KI Z

V'�Z�MI

�k pravilo, vih�dnim punktom gam�l~tonovoÝ di-

nam�ki sistem �z v'�z�mi [10℄  nestandartni� funk-

�onal d�Ý

S =

Z

L(q(� ); _q(� ))d�; (2.1)

de funk�� La�ran�a L, na v�dm�nu v�d standartnogo

vipadku, ma virod�enu matri� Gesa:
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Tut � | parametr evol��Ý, q

i

(� ) (i = 1; n) | dina-

m�qn� zm�nn�, _q

i

= dq

i

=d� .

Pereh�d do gam�l~tonovogoformul�vann� standar-

tnim xl�hom nemo�livi� unasl�dok togo, wo t�l~ki

n{s sp�vv�dnoxen~ z

p

i

=

�L

� _q

i

; i = 1; n (2.3)

mo�ut~ buti obernen�. Rexta s sp�vv�dnoxen~ m�� ka-

non�qnimi zm�nnimi q; p naziva�t~ pervinnimi v'�-

z�mi. Vimaga�qi Ýh zbere�enn� uprodov� evol��Ý,

oder�u�t~ sp�vv�dnoxenn�, �k� naziva�t~ vtorin-

nimi v'�z�mi. Povnu sukupn�st~ v'�ze� rozbiva�t~

na dva klasi.

V'�z�mi drugogo klasu naziva�t~ maksimal~ne

qislo v'�ze� �

�

(q; p) = 0 (� = 1; 2�

1

), �k� zadovol~-

n��t~ umovu:

det kf�

�

; �

�

gk 6= 0: (2.4)

Tut f:::; :::g| standartna du�ka Puassona na vih�d-
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nomu 2n{vim�rnomu fazovomu prostor� �.

V'�z� �

l

(q; p) = 0 (l = 1; �), wo komutu�t~ (u sens�

du�ki Puassona) z� vs�� sukupn�st� v'�ze�:

f�

l

; �

m

g = f�

l

; �

�

g = 0; l;m = 1; �; � = 1; 2�

1

; (2.5)

naziva�t~ v'�z�mi perxogo klasu . Pri ~omu dostat-

n~o, wob umovi (2.4){(2.5) vikonuvalis~ na obme�e-

nomu v'�z�mi fazovomu prostor�.

V'�z�, wo nale�at~ do r�znih klas�v, v�d�gra�t~

suttvo r�zn� rol� v dinam�� gam�l~tonovih sistem.

V'�z� drugogo klasu, qislo �kih u silu umovi (2.4)

zav�di parne, efektivno zmenxu�t~ qislo stupen�v

v�l~nosti.

V'�z� perxogo klasu privod�t~ do neodnoznaqnosti

v rozv'�zkah r�vn�n~ ruhu, �k� m�st�t~ dov�l~n� fun-

k�Ý (tak zvana kal�bruval~na svoboda). Neodnoznaq-

n�st~  nasl�dkom �snuvann� � kanon�qnih peretvo-

ren~, wo �eneru�t~s� funk��mi �

l

, za dopomogo�

�kih odin qastkovi� rozv'�zok mo�e buti peretvore-

ni� v �nxi�. Wob zaf�ksuvati rozv'�zok, neobh�dno

ko�nu v'�z~ perxogo klasu dopovniti kal�bruval~-

no� v'�zz�, wo ne komutu z ne� (u sens� du�ki Pu-

assona).

Dinam�qn� veliqini, wo komutu�t~ �z v'�z�mi per-

xogo klasu (u sens� du�ki Puassona), naziva�t~ f�-

ziqnimi (spostere�uvanimi). Voni ne zale�at~ v�d

viboru kal�bruval~nih v'�ze� ta nale�at~ do tak

zvanogo f�ziqnogo sektora teor�Ý [10℄. Sistemi, wo

ma�t~ odnakovi� f�ziqni� sektor, nazivatimemo f�-

ziqno ekv�valentnimi.

Takim qinom, dov�l~na gam�l~tonova sistema z v'�-

z�mi, �ka m�stit~ 2�

1

v'�ze� drugogo klasu ta � v'�-

ze� perxogo klasu, a tako� peredbaqa nakladann�

� kal�bruval~nih v'�ze�, v rezul~tat� m�stit~ 2m =

2(�

1

+ �) v'�ze� drugogo klasu. C� v'�z� viznaqa�t~

u � mnogovid, �ki�  faktiqnim fazovim prostorom

M sistemi.Na n~omu prirodno �ndukut~s� simplek-

tiqna struktura, �ka  obme�enn�m vih�dnoÝ simp-

lektiqnoÝ strukturi na viznaqeni� v'�z�mi mnogo-

vid. �ndukuvann� simplektiqnoÝ strukturi zruqno

zd��sniti za dopomogo� du�ki D�raka [11℄.

Neha� f:::; :::g | du�ka Puassona na �, 	

a

(a =

1; 2m) | sukupn�st~ us�h v'�ze�, u tomu qisl� �

kal�bruval~nih, kC

�1

ab

k | matri�, obernena do

kf	

a

;	

b

gk. Tod� na � oznaqena b�l�n��na diferen-

��na opera�� | du�ka D�raka:

fA;Bg

D(	)

= fA;Bg � fA;	

a

gC

ab

f	

b

; Bg; (2.6)

�ka, kr�m v�domih vlastivoste� du�ki Puassona, ma

taku:

fA;	

a

g

D(	)

= 0; a = 1; 2m: (2.7)

Vlastiv�st~ (2.7) dozvol� bezposeredn~o vikoristo-

vuvati pri obqislenn�h obme�enn� dinam�qnih ve-

liqin na M.

III. R�VN�NN� L�UV�L� DL� SISTEM Z

V'�Z�MI

Neha� dinam�qna sistema u fazovomu prostor� �

kanon�qnih zm�nnih q = (q

i

) ta p = (p

i

) (i = 1; n) za-

dat~s� kanon�qnim gam�l~ton��nom H(q; p) � r�vn�n-

n�mi v'�ze� perxogo klasu, wo ne zale�at~ �vno v�d

qasu:

�

l

(q; p) = 0; l = 1; �: (3.1)

R�vn�nn� ruhu �Ý sistemi �eneru�t~s� gam�l~ton�-

�nom D�raka H

D

,

_q = fq;H

D

g; _p = fp;H

D

g; H

D

= H + �

l

�

l

; l = 1; �;

(3.2)

de �

l

| neviznaqen� mno�niki La�ran�a, sered �kih

nezale�nimi  lixe mno�niki pri pervinnih v'�-

z�h (rexta vira�a�t~s� qerez kanon�qn� zm�nn�, ale

tako�  neviznaqenimi funk��mi qasu).

F�ziqni� fazovi� prost�rM sistemi budut~s� �k

p�dmnogovid, zadani� u � v'�z�mi (3.1), profaktori-

zovani� za kanon�qnimi peretvorenn�mi, wo �eneru-

�t~s� imi v'�z�mi. Dl� �ogo parametriza�Ý kano-

n�qnimi zm�nnimi zd��snimo kanon�qne peretvorenn�

Xanmu�adhasana (div. [24℄):

(q; p) ! (X;�);

wo transformu vih�dnu sistemu funk�� � u sis-

temu novih kanon�qnih �mpul~s�v [10℄ �

l

= �

l

. Tod�

v'�z� (3.1) nabuva�t~ vigl�du

P = (�

l

) = 0; l = 1; �: (3.3)

Sukupn�st~ kanon�qnih �mpul~s�v P razom �z spr��e-

nimi koordinatami Q = (X

l

), tobto 
 = (Q;P ), na-

zvemo nef�ziqnimi zm�nnimi sistemi, a rextu 2(n�

�)) zm�nnih ! = (X

�

;�

�

); (� = �+ 1; n) | f�ziq-

nimi zm�nnimi. U term�nah ih zm�nnih gam�l~ton��n

D�raka H

D

mo�na podati u vigl�d� (z toqn�st� do ne-

�stotnih qlen�v drugogo ta viwih por�dk�v za P ):

H

D

= H

f

(!) + �P;

de H

f

(!) | f�ziqni� gam�l~ton��n [10℄. Evol���

sistemi v novih zm�nnih opisut~s� r�vn�nn�mi

_! = f!;H

f

(!)g; P = 0;

_

Q = �: (3.4)

Sistemi, �k� v�dr�zn��t~s� lixe viborom funk�� �,

budut~ f�ziqno ekv�valentnimi.

Pere�demo do rozgl�du statistiqnogo opisu sis-

tem �z v'�z�mi.
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�k v�domo, osnovno� zadaqe� statistiqnoÝ f�-

ziki  znahod�enn� funk�Ý statistiqnogo rozpod�lu

�, �ka harakterizu gustinu rozpod�lu �mov�rnosti

u fazovomu prostor� ta dozvol� obqisl�vati se-

redn� znaqenn� dinam�qnih veliqin. Zg�dno z meto-

dom ��bbsa, wo opirat~s� na standartnu gam�l~to-

novu dinam�ku, rozpod�l fazovih toqok sistemi v

r�zn� momenti qasu vva�at~s� r�vno�nnim rozpod�-

lov� fazovih toqok ansambl� ekv�valentnih sistem

u zadani� moment qasu. Rezul~tatom takogo p�dhodu

 v�dome r�vn�nn� L�uv�l� dl� funk�Ý statistiqnogo

rozpod�lu � [2℄.

�stotnim u metod� ��bbsa  fakt, wo evol��� sis-

temi opisut~s� kanon�qnim peretvorenn�m, �ke zbe-

r�ga fazovi� ob'm. Ce � stosut~s� � sistem z v'�-

z�mi. Tomu statistiqni� ansambl~ takih sistem,

oznaqeni� analog�qno do standartnogo vipadku, vo-

lod� vs�ma vlastivost�mi, neobh�dnimi dl� viko-

ristann� metodu ��bbsa. Na�vn�st~ v'�ze� naklada

lixe obme�enn� na mo�livi� vib�r funk�� rozpo-

d�lu, �k� mi rozgl�damo dal�.

Osk�l~ki v'�z� P = 0 zber�ga�t~s� v qas�, to se-

redn znaqenn� dov�l~noÝ funk�Ý f(!;Q; P ) za do-

statn~o veliki� prom��ok qasu dor�vn� seredn~omu

znaqenn� funk�Ý na poverhn� v'�ze�, tobto f(!;Q; 0):

�

f �

1

T

T

Z

0

f(!(� ); Q(� ); P (� ))d�

=

1

T

T

Z

0

f(!(� ); Q(� ); 0)d�: (3.5)

Zg�dno z metodom ��bbsa, userednenn� za qasom zam�-

nimo userednenn�m za ansamblem, �ke provodit~s� z

funk�� statistiqnogo rozpod�lu �, wo zadovol~n�

umovu normuvann�

Z

�(!;
; � )d!d
 = 1: (3.6)

Tod� seredn

�

f zapixet~s� tak:

�

f =

Z

�(!;
; � )f(!;Q; P )d!d


=

Z

�(!;
; � )f(!;Q; 0)d!d
: (3.7)

Z virazu (3.7) vidno, wo funk�� rozpod�lu

�(!;
; � ) povinna m�stiti Æ-funk�� D�raka v�d v'�-

ze� P , tobto

�(!;
; � ) = �

�

(!;Q; � )Æ(P ): (3.8)

�nximi slovami, statistiqni� ansambl~ sistemi z

v'�z�mi povinen buti zosered�eni� na poverhn� v'�-

ze� u vih�dnomu fazovomu prostor�.

Dov�l~na funk�� na fazovomu prostor�, wo v�dpo-

v�da f�ziqn�� (spostere�uvan��) veliqin�, povinna

buti kal�bruval~no-�nvar��ntno� � nesin�ul�rno�

na poverhn� v'�ze�. Tomu ÝÝ mo�na podati u vigl�d�:

A(!; P ) = A

f

(!) + O(P ); (3.9)

de O(P ) | de�ka funk�� v�d P , �ka obertat~s� v

nul~ pri P = 0. Tod�, vrahovu�qi strukturu vira-

z�v (3.8) � (3.9), seredn znaqenn� spostere�uvanoÝ ve-

liqini mo�e buti zvedeno do seredn~ogo znaqenn� za

f�ziqnimi zm�nnimi sistemi:

�

A =

Z

A

f

(!)�

f

(!; � )d!; (3.10)

de

�

f

(!; � ) =

Z

�

�

(!;Q; � )dQ: (3.11)

Oqevidno, wo dl� f�ziqno ekv�valentnih sistem

funk�� rozpod�lu �

f

(!; � ) ma odnakovi� vigl�d ta

�nvar��ntna v�dnosno viboru r�vn�n~ dl� Q.

Osk�l~ki zg�dno z teoremo�L�uv�l� element f�ziq-

nogo fazovogo ob'mu d! zber�gat~s� pri kanon�qnih

peretvorenn�h, to funk�� statistiqnogo rozpod�lu

�

f

sistemi, �k � u vipadku teor�Ý bez v'�ze�, musit~

buti �nte�ralom ruhu � zber�gati svo znaqenn� pri

�nf�n�tezimal~nih (a ot�e, � sk�nqennih) kanon�qnih

peretvorenn�h, porod�enih evol���:

�

f

(! + Æ!; � + Æ� ) = �

f

(!; � ): (3.12)

Z r�vn�nn� (3.12) vidno, wo evol��� v qas� funk�Ý

rozpod�lu pov'�zana z evol��� zm�nnih !, �ka �e-

nerut~s� f�ziqnim gam�l~ton��nom H

f

. P�sl� roz-

kladu l�voÝ qastini (3.12) u r�d Maklorena oder-

�imo r�vn�nn� dl� �

f

��

f

��

+ f�

f

;H

f

g = 0; (3.13)

wo zb�gat~s� z r�vn�nn�mL�uv�l� standartnoÝ teor�Ý.

Takim qinom, us� f�ziqna �nforma�� pro rozpod�l

ansambl� odnoznaqno zadat~s� funk�� �

f

. Pri

~omu funk�� �

�

(!;Q; � ) mo�e m�stiti dov�l~n�st~

za rahunok neodnoznaqnosti zm�nnihQ (r�vn�nn� dl�

Q m�st�t~ dov�l~n� funk�Ý �) . C� dov�l~n�st~ mo�na

usunuti po{r�znomu.

Mo�na vimagati, wob funk�� rozpod�lu � bula

kal�bruval~no{�nvar��ntno� veliqino�, tobto zado-

vol~n�la umovu

f�; Pg = 0 (3.14)
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abo (u term�nah dov�l~nih zm�nnih)

f�; �g = 0: (3.15)

Dl� ~ogo dosit~ poklasti

� = �

f

(!; � )Æ(P ): (3.16)

Ot�e, funk�� rozpod�lu (3.16) pripisu odnakovu

statistiqnu vagu fazovim toqkam, wo nale�at~ do

odn�Ý orb�ti, �enerovanoÝ kal�bruval~nimi peretvo-

renn�mi. Userednenn� spostere�uvanih veliqin za

takimi toqkami ne zm�n� znaqen~ seredn�h, odnak

vono sta matematiqno nekorektnim, �kwo zgadan� or-

b�ti  nekompaktnimi.

U vipadku nekompaktnih orb�t zruqno v�dmovi-

tis� v�d userednenn� vzdov� nih, zoseredivxi sta-

tistiqnu vagu v odn�� toq� ko�noÝ orb�ti. Ce mo�na

zd��sniti, pere�xovxi do f�ziqno ekv�valentnoÝ sis-

temi xl�hom nakladann� kal�bruvann�

�

G

(Q;!) = Q�K(!) = 0;

�ke zabezpequ sum�sn�st~ r�vn�n~ ruhu

�(!;Q)j

Q=K(!)

= fK(!);H

f

(!)g: (3.17)

Tod� funk�� rozpod�lu v�dkal�brovanoÝ teor�Ý (z ka-

l�bruval~nimi v'�z�mi) zapixemo tak:

� = �

f

(!; � )Æ(P )Æ[Q�K(!)℄: (3.18)

Ale nezale�no v�d togo, �kim qinom mi dooznaqili

zale�n�st~ � v�d Q, funk�� statistiqnogo rozpod�lu

v zagal~nomu ner�vnova�nomu vipadku povinna zado-

vol~n�ti umovi:

	(�) = 0; (3.19)

��

��

+ f�;H

D

g = 0; (3.20)

Z

�f(�)d� =

Z

�f(�)j

	=0

d�; (3.21)

Z

�d� = 1; (3.22)

de 	 = 0 | sukupn�st~ us�h v'�ze� sistemi, � | su-

kupn�st~ kanon�qnih zm�nnih, u term�nah �kih opisu-

t~s� � sistema. Dl� vih�dnoÝ teor�Ý 	 = �  v'�-

z�mi perxogo klasu, tod� �k dl� v�dkal�brovanoÝ te-

or�Ý 	 = (�; �

G

)  v'�z�mi drugogo klasu.

U vipadku v�dkal�brovanoÝ teor�Ý (z v'�z�mi dru-

gogo klasu) r�vn�nn� (3.20) mo�na zapisati, vikoris-

tovu�qi du�ku D�raka:

��

��

+ f�;Hg

D(	)

= 0: (3.23)

�kwo v'�z� �vno zale�at~ v�d qasu � , to v r�v-

n�nn� (3.23) poh�dnu za � neobh�dno zam�niti opera-

torom [3℄

�

�

�

��

=

� �

��

� f � ;	

a

gC

ab

�	

b

��

; (3.24)

de kC

ab

k | matri�, obernena do kf	

a

;	

b

gk. Opera-

tor povnoÝ poh�dnoÝ za qasom dl� sistem z v'�z�mi,

wo zale�at~ �vno v�d qasu, zapisut~s� qerez modi-

f�kovanu poh�dnu (3.24) u vigl�d�

D

�

=

� �

��

+ f � ;Hg � f � ;	

a

gC

ab

�

�	

b

��

+ f	

b

;Hg

�

:

(3.25)

Ce� operator anul� �nte�rali ruhu, u tomu qisl� �

funk�� rozpod�lu.

Rozgl�nemo vlastivost�funk�Ý statistiqnogo roz-

pod�lu v r�vnova�nomu vipadku. Tak, dl� kanon�q-

nogo ansambl� ��bbsa f�ziqna funk�� rozpod�lu v

term�nah zm�nnih ! ma vigl�d

�

f

=

1

(2�)

k

Z

e

��H

f

(!)

; (3.26)

de ! = (!

i

); i = 1; 2k; � = 1=kT; Z | statistiqna

suma sistemi, �ka  kal�bruval~no{�nvar��ntno� ve-

liqino� � viznaqat~s� z umovi normuvann�:

Z

�

f

(!)d! = 1: (3.27)

Tod�, zokrema, sp�vv�dnoxenn� (3.18) v term�nah vi-

h�dnih zm�nnih z urahuvann�m (3.26) nabude vi-

gl�du [15,21℄

� =

1

(2�)

n��

Z

e

��H(q;p)

J Æ(	);

(3.28)

	 = (�(q; p); �

G

(q; p)) = 0;

de

J = det k f�

G

i

; �

j

g k; i; j = 1; �;
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2n | qislo zm�nnih (q; p), a 2� | qislo v'�ze� 	.

Viraz (3.28) zb�gat~s� z v�domimi v l�teratur� re-

zul~tatami stosovno funk�Ý statistiqnogo rozpo-

d�lu dl� sistem �z v'�z�mi perxogo klasu za na�v-

nosti dodatkovih kal�bruval~nih umov �

G

= 0 [21℄.

Zauva�imo, wo r�vn�nn� (3.19)-(3.22) zastosovn� �

do teor��, u �kih povna sistema v'�ze� drugogo klasu

	 vinikla prirodnim xl�hom pri perehod� v�d la-

�ran�evogo do gam�l~tonovogo opisu abo vnasl�dok

kal�bruvann� teor�Ý z v'�z�mi dvoh klas�v. Ce zumov-

leno faktom, wo dl� dov�l~noÝ sistemi v'�ze� dru-

gogo klasu zav�di mo�na pobuduvati ekv�valentnu

sistemu, polovina v'�ze� �koÝ bude komutuvati m��

sobo�, �k � u vipadku v'�ze� (�; �

G

) = 0 [10℄. V us�h

zaznaqenih vipadkah dosit~ poklasti

J =

p

det k f	

a

;	

b

g k; a; b = 1; 2�: (3.29)

Funk�� r�vnova�nogo statistiqnogo rozpod�lu

dl� sistem z v'�z�mi, zale�nimi �vno v�d qasu, za-

dovol~n� r�vn�nn�

�

�

�

��

= 0: (3.30)

Zauva�imo, wo vono zadovol~n�t~s� funk�� roz-

pod�lu (3.28).

IV. R�VN�NN� L�UV�L� DL� SISTEMI

TOQKOVIH ZAR�D�V Z

ELEKTROMAGNETNIM POLEM

IV.1. Formal�zm D�raka

Dal� mi vikoristovumo tak� poznaqenn�: metriq-

ni� tenzor prostoru M�nkovs~kogo

kg

��

k = diag(1;�1;�1;�1); (4.1)

gre~k� �ndeksi �; � = 0; 3 numeru�t~ komponenti 4{

vektor�v u prostor� M�nkovs~kogo, a latins~k� i; j =

1; 3 | u 3{vim�rnomu evkl�dovomu prostor�.

Sistema rel�tiv�stiqnih bezsp�novih toqkovih

elektriqnih zar�d�v v elektromagnetnomu pol� v la-

�ran�evomu formal�zm� opisut~s� v term�nah qas-

tinkovih zm�nnih x

�

a

= (x

0

a

;x

a

) � 4{poten��lu elek-

tromagnetnogo pol� A

�

= (A

0

= ';A). D�� takoÝ sis-

temi [14℄

S =

Z

Ld�; (4.2)

de funk�� La�ran�a L ma vigl�d

L = �

N

X

a=1

m

a

p

u

2

a

(� )�

N

X

a=1

e

a

u

�

a

(� )A

�

[x

a

(� )℄

�

1

16�

Z

F

��

(x; � )F

��

(x; � )d

3

x: (4.3)

Tut m

a

; e

a

; u

�

a

= dx

�

a

=d� (u

2

a

� u

�

a

u

a�

) | masa, zar�d

ta 4{xvidk�st~ a-oÝ qastinki; F

��

= �

�

A

�

� �

�

A

�

|

tenzor elektromagnetnogo pol�.

Mi vikoristovumo opis sistemi z dinim evo-

l���nim parametrom � . Taki� vib�r viznaqa 0-

komponenti koordinat � xvidkoste�: x

0

a

= � , u

0

a

= 1

�, takim qinom, vikl�qa qasov� komponenti qastin-

kovih zm�nnih z podal~xogo rozgl�du.

Pere�demo do gam�l~tonovogo formul�vann� me-

han�ki sistemi zg�dno z zagal~nim formal�zmom D�-

raka.

Zna�demo kanon�qn� qastinkov� �mpul~si:

p

ai

(� ) =

m

a

u

i

a

(� )

p

1� u

2

a

(� )

� e

a

A

i

[x

a

(� )℄ (4.4)

ta �mpul~si pol�:

B

�

(x) =

1

4�

F

�0

(x): (4.5)

Unasl�dok nezale�nosti la�ran���na L v�d poh�d-

noÝ

_

A

0

v gam�l~tonovomu formal�zm� vinika per-

vinna v'�z~:

�

1

� B

0

= 0: (4.6)

Vona oqevidna z (4.5) � antisimetriqnosti tenzora

pol�.

Zg�dno z metodom D�raka, zna�demo pervinni� ga-

m�l~ton��n H

(1)

sistemi [12℄

H

(1)

= H +

Z

��

1

d

3

x: (4.7)

Tut � =

_

A

0

| neviznaqena xvidk�st~ (mno�nik La-

�ran�a), a kanon�qni� gam�l~ton��n H ma vigl�d

H =

N

X

a=1

n

p

m

2

a

+ [p

a

� e

a

A(x

a

)℄

2

+ e

a

A

0

(x

a

)

o

+

Z

�

1

16�

F

ij

F

ij

+ 2�B

i

B

i

�A

0

�

i

B

i

�

d

3

x; (4.8)

de

�

i

B

i

�

�B

i

�x

i

:

Dl� �Ý sistemi oznaqimo du�ku Puassona funk-

�� F � G kanon�qnih zm�nnih qastinok � pol�v
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n

F (� ); G(� )

o

�

N

X

a=1

�

�F (� )

�x

i

a

(� )

�G(� )

�p

ai

(� )

�

�F (� )

�p

ai

(� )

�G(� )

�x

i

a

(� )

�

+

Z

�

ÆF (� )

ÆA

�

(x; � )

ÆG(� )

ÆB

�

(x; � )

�

ÆF (� )

ÆB

�

(x; � )

ÆG(� )

ÆA

�

(x; � )

�

d

3

x; (4.9)

za dopomogo� �koÝ r�vn�nn� ruhu zapisu�t~s� stan-

dartnim qinom.

Vimaga�qi zbere�enn� v qas� v'�z� (4.6):

_�

1

= f�

1

;H

(1)

g = 0; (4.10)

oder�imo vtorinnu v'�z~

�

2

= %� �

i

B

i

= 0: (4.11)

Tut � dal�

%(x; � ) =

N

X

a=1

e

a

Æ

3

(x� x

a

(� ));

j

i

(x; � ) =

N

X

a=1

e

a

u

i

a

(� )Æ

3

(x� x

a

(� ))

 gustina zar�du ta 3{strumu sistemi toqkovih za-

r�d�enih qastinok.

Umova zbere�enn� vtorinnoÝ v'�z� (4.11) v qas� za-

bezpequt~s� zakonom zbere�enn� zar�du, tobto nov�

v'�z� ne vinika�t~, a mno�nik La�ran�a � ta zm�nna

A

0

pri �

1

ta �

2

zalixa�t~s� neviznaqenimi. Os-

k�l~ki v'�z� komutu�t~, to sistema v'�ze� teor�Ý,

� = (B

0

; %� �

i

B

i

) = 0; (4.12)

nale�it~ do perxogo klasu.

Zauva�imo, wo kal�bruval~n� vlastivost� teor�Ý

pov'�zan� z l�n��no� komb�na�� v'�ze� perxogo

klasu,

Z

[

_

A

0

B

0

+A

0

(% � �

i

B

i

)℄d

3

x; (4.13)

�ka vhodit~ u H

(1)

� m�stit~ neviznaqenu (dov�l~nu)

funk�� A

0

. D��sno, �kwo poklasti A

0

= �, to (4.13)

sta �eneratorom

ÆW =

Z

(B

�

�

�

�+ %�)d

3

x (4.14)

dobre v�domih kal�bruval~nih peretvoren~

A

�

! A

�

+ ÆA

�

= A

�

+ fA

�

; ÆWg = A

�

+ �

�

�; (4.15)

p

ai

! p

ai

+ Æp

ai

= p

ai

+ fp

ai

; ÆWg

= p

ai

� e

a

��(x

a

; � )

�x

i

a

(4.16)

wo zber�ga�t~ d�� � r�vn�nn� ruhu.

Vva�a�qi A

0

dov�l~no� funk��, �ka v�d�gra

rol~ mno�nika La�ran�a, legko baqiti, wo pervin-

ni� gam�l~ton��n sistemi H

(1)

ma strukturu gam�l~-

ton��na D�raka (div. (3.2)):

H

D

=

N

X

a=1

p

m

2

a

+ [p

a

� e

a

A(x

a

)℄

2

+

Z

�

1

16�

F

ij

F

ij

+ 2�B

i

B

i

�

d

3

x+

Z

(��

1

+ A

0

�

2

) d

3

x: (4.17)

Ce� viraz dobre v�domi� v l�teratur� [19℄.

IV.2. R�vnova�na funk�� rozpod�lu sistemi

Pere�demo do statistiqnogo opisu sistemi elekt-

romagnetnogo pol� z elektriqnimi zar�dami.

Zapixemo r�vnova�nu funk�� rozpod�lu ansam-

bl� ��bbsa v kal�bruvann� Kulona. Dl� ~ogo nakla-

demo kal�bruval~n� v'�z�:

�

G

1

= �

i

A

i

= 0; �

G

2

= �A

0

+ 4��

i

B

i

= 0: (4.18)

V'�z~ �

G

2

= 0 zumovlena vimogo� zbere�enn� kal�b-

ruvann� Kulona �

i

A

i

= 0 v qas�. Legko perekonatis~,

wo v'�z� �

i

= 0 ta kal�bruval~n� v'�z� �

G

2

= 0 utvor�-

�t~ sistemu drugogo klasu.
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R�vnova�na funk�� rozpod�lu sistemi, zg�dno z rezul~tatami rozd�lu III, ma vigl�d

� =

Q

x

1

4�

2

(2�)

3N

Z

exp

(

��

"

N

X

a=1

p

m

2

a

+ [p

a

� e

a

A(x

a

)℄

2

(4.19)

+

Z

�

1

16�

F

ij

F

ij

+ 2�B

i

B

i

�

d

3

x+

Z

A

0

(% � �

i

B

i

)d

3

x

��

� J

2

Æ(B

0

)Æ(% � �

i

B

i

)Æ(�

i

A

i

)Æ(�A

0

+ 4��

i

B

i

);

� m�stit~ funk�onal~n� (zale�n� v�d pol~ovih zm�nnih) Æ{funk�Ý [8,10,16℄. Tut J | viznaqnik matri�

�Æ

3

(x�y) z neperervnimi �ndeksami [10℄, qisel~ne znaqenn� �kogo ne v�d�gra rol� u podal~xih rozrahunkah.

Statistiqna suma sistemi Z p�sl� oqevidnogo �nte�ruvann� za B

0

� A

0

zapisut~s� tak:

Z =

Z

exp

(

��

"

N

X

a=1

p

m

2

a

+ [p

a

� e

a

A(x

a

)℄

2

+

Z

�

1

16�

F

ij

F

ij

+ 2�B

i

B

i

�

d

3

x

#)

(4.20)

� J Æ(% � �

i

B

i

)Æ(�

i

A

i

)

Y

a;i

dx

i

a

dp

ai

2�

Y

x;i

dA

i

(x; � )dB

i

(x; � )

(2�)

2=3

:

Dl� togo, wob vikl�qiti v'�z� z p�d�nte�ral~nogo virazu, vikoristamo rozklad Hod�a na popereqn� ta

povzdov�n� skladov� dl� komponent �mpul~su pol�:

B

i

(x; � ) = B

i

?

(x; � )� �

i

Z

�

�1

(x � y)�

j

B

j

(y; � )d

3

y: (4.21)

Tut �

�1

(x) = �1=(4�jxj) | funk�� �r�na operatora Laplasa � � ��

i

�

i

.

Osk�l~ki dl� popereqnih komponent pol� �

i

B

i

?

� 0; to odna z komponent vektora B

i

?

 l�n��no� komb�na��

dvoh �nxih. Poklada�qi, wo nezale�nimi komponentami  B

�

?

= b

�

; � = 1; 2, vektor B

i

?

mo�na zapisati �k

[20℄

B

i

?

(x; � ) =

�

Æ

i

�

� Æ

i

3

�

�

�

3

�

b

�

(x; � ): (4.22)

Za dopomogo� kanon�qnogo peretvorenn�, �ke m�n� �mpul~si qastinok, zna�demo kanon�qno spr��en� ko-

ordinati do �mpul~s�v b

1

, b

2

ta P = % � �

i

B

i

. Tv�rni� funk�onal kanon�qnogo peretvorenn�, zale�ni� v�d

starih koordinat � novih �mpul~s�v pol�, a tako� v�d starih �mpul~s�v ta novih koordinat qastinok, wo ne

zm�n��t~s� pri peretvorenn�, ma vigl�d

F = �

N

X

a=1

p

ai

(� )x

i

a

(� ) +

Z

A

i

(x; � )

��

Æ

i

�

� Æ

i

3

�

�

�

3

�

b

�

(x; � ) ��

i

Z

�

�1

(x � y) [%(y; � ) � P (y; � )℄d

3

y

�

d

3

x: (4.23)

Nov� spr��en� zm�nn� zada�t~s� sp�vv�dnoxenn�mi

Q(x; � ) �

ÆF

ÆP (x; � )

= �

Z

�

�1

(x� y)�

i

A

i

(y; � )d

3

y; (4.24)

�

ai

(� ) � �

�F

�x

i

a

(� )

= p

ai

(� ) + e

a

�

ai

Q(x

a

; � ); (4.25)

a

�

(x; � ) �

ÆF

Æb

�

(x; � )

=

�

Æ

i

�

� Æ

i

3

�

�

�

3

�

A

?

i

(x; � ); � = 1; 2; (4.26)

de
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A

?

i

(x; � ) = A

i

(x; � ) + �

i

Z

�

�1

(x� y)�

j

A

j

(y; � )d

3

y; (4.27)

A

?

i

(x; � ) =

Z

n

Æ

�

i

Æ

3

(x� y)� �

xi

�

�1

(x � y)�

�

y

o

a

�

(y; � )d

3

y: (4.28)

Takim qinom, mi otrimali sukupn�st~ kanon�qnih f�ziqnih ! = ((x

i

a

, �

ai

), (a

�

, b

�

)). Nef�ziqnimi kanon�q-

nimi zm�nnimi teor�Ý  
 = ((A

0

; B

0

); (Q;P )), priqomu A

0

ta B

0

mi v�e vikl�qili z opisu. Teper du�ka

Puassona mo�e buti zapisana v term�nah zm�nnih ! ta 
.

Zauva�imo, wo zm�nn� A

?

i

; B

i

?

ne  kanon�qnimi. Kanon�qno spr��enimi  f�ziqn� zm�nn� a

�

; b

�

; � = 1; 2.

Statistiqna suma sistemi v novih zm�nnih p�sl� oqevidnogo �nte�ruvann� za Q ta P nabuva vigl�du

Z =

Z

exp

(

��

"

N

X

a=1

p

m

2

a

+ [�

a

(� )� e

a

A

?

(x

a

(� ))℄

2

+

Z

�

�

1

8�

A

?

i

(x; � )�A

?

i

(x; � ) + 2�B

i

?

(x; � )B

i

?

(x; � )

�

d

3

x (4.29)

� 2�

Z

%(x; � )�

�1

(x� y)%(y; � )d

3

xd

3

y

��

Y

a;i

dx

i

a

d�

ai

2�

Y

x;�

da

�

(x; � )db

�

(x; � )

2�

:

P�d�nte�ral~ni� viraz viznaqa funk�� statistiq-

nogo rozpod�lu �

f

�Ý sistemi. V�n ne zale�it~ v�d

viboru kal�bruvann�, osk�l~ki zapisani� u term�nah

zm�nnih, wo parametrizu�t~ f�ziqni� fazovi� p�d-

prost�r sistemi. U Dodatku do roboti podano viraz

dl� statistiqnoÝ sumi (4.29) u zobra�enn� Fur', wo

dozvol� dosl�diti statistiqn� vlastivost� sistemi

u sk�nqennomu ob'm�.

Pri v�dsutnost� vzamod�Ý m�� qastinkami ta polem

viraz (4.29) (abo D.10) faktorizut~s� na statis-

tiqnu sumu �deal~nogo rel�tiv�stiqnogo gazu � sta-

tistiqnu sumu klasiqnogo elektromagnetnogo pol�.

Ostann� ma obme�eni� f�ziqni� zm�st, osk�l~ki

privodit~ do rozb��noÝ ener��Ý viprom�n�vann� (u

v�dpov�dnosti z formulo� Rele�{D�insa). Zazna-

qimo, wo � trudnow� klasiqnoÝ statistiki pol� v�-

dom� davno. Voni stimul�vali po�vu kvantovoÝ me-

han�ki �, zokrema, rozvitok kvantovoÝ statistiki z

zaluqenn�m potu�nih metod�v funk�onal~nogo �nte-

�ruvann� [4{6,17℄. Tomu klasiqna statistika sistem

z elektromagnetnim ta �nximi kal�bruval~nimi po-

l�mi vva�at~s� neaktual~no� � ne otrimala v l�-

teratur� rozvitku. Odnak, taku teor�� mo�na roz-

gl�dati �k metod vrahuvann� m��qastinkovoÝ vza-

mod�Ý za umovi, wo termodinam�ko� viprom�n�vann�

mo�na znehtuvati.

V. P�DSUMKI

U robot� dosl�d�eno osoblivost� statistiqnogo

opisu klasiqnih sistem z v'�z�mi r�znih klas�v, u

tomu qisl� z timi, �k� �eneru�t~ kal�bruval~n� pere-

tvorenn�. Vihod�qi z formal�zmu D�raka dl� opisu

dinam�ki sistem z v'�z�mi, zna�deno r�vn�nn� L�u-

v�l� dl� funk�Ý statistiqnogo rozpod�lu u vipad-

kah nev�dkal�brovanoÝ ta v�dkal�brovanoÝ teor�Ý (roz-

d�l III). Dl� v�dkal�brovanih sistem u stanah ter-

modinam�qnoÝ r�vnovagi oder�ana funk�� rozpod�lu

zb�gat~s� z v�domim u l�teratur� virazom dl� pobu-

dovanoÝ a priori m�ri [23℄, z �ko� provodit~s� sta-

tistiqne userednenn�. Zna�dena funk�� statistiq-

nogo rozpod�lu zadovol~n� sistemu r�vn�n~,wo  na-

sl�dkom modif�ka�Ý dinam�ki pri na�vnost� v'�ze�.

R�vn�nn� dl� funk�Ý rozpod�lu sistem �z ukazanimi

osoblivost�mi uzagal~n� v�dome r�vn�nn� L�uv�l� �

zb�gat~s� z nim u fazovomu prostor� f�ziqnih zm�n-

nih pri v�dpov�dnomu pereoznaqenn� funk�Ý Gam�l~-

tona.

Zna�den� r�vn�nn� � virazi statistiqnoÝ mehan�ki

sistem z v'�z�mi zastosovan� dl� rozgl�du sistemi

toqkovih elektriqnih zar�d�v z elektromagnetnim

polem.

Prodemonstrovano osoblivost� uzagal~nenoÝ kla-

siqnoÝ ta uzagal~nenoÝ statistiqnoÝ mehan�ki elek-

tromagnetnogo pol� z toqkovimi elektriqnimi

zar�dami. Mi prid�lili uvagu kal�bruval~no{

�nvar��ntnim vlastivost�m sistemi, �ka rozgl�da-

dat~s� v ramkah uzagal~nenoÝ gam�l~tonovoÝ meha-

n�ki, vikoristovu�qi vih�dn� kanon�qn� zm�nn� (roz-

d�l IV.1). R�vnova�na funk�� statistiqnogo roz-

pod�lu zapisana v kal�bruvann� Kulona, a tako� u

f�ziqnih zm�nnih sistemi, wo ne zale�at~ v�d vi-

boru kal�bruvann�. Z meto� znahod�enn� statistiq-

noÝ sumi sistemi zar�di{pole v sk�nqennomu ob'm�

de�k� rezul~tati v�dtvoreno v zobra�enn� Fur' (Do-

datok).

Perspektivo� dl� podal~xih dosl�d�en~ mo�na
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vva�ati rozrobku problem kvantuvann� sistem z v'�-

z�mi, a z tim � pobudovi r�vn�nn� Ne�mana (kvanto-

vogo analoga r�vn�nn� L�uv�l�) za na�vnosti v'�ze�.

Avtori vd�qn� prof. L. Bla�ivs~komu za �de�

posl�dovnoÝ pobudovi statistiqnoÝ mehan�ki sistem z

v'�z�mi, zokrema sistem z elektromagnetnim polem,

ta doktorov� f�z.{mat. nauk V. Tret�kov� za �ogo sta-

li� �nteres do �Ý roboti ta uqast~ v obgovorenn�

rezul~tat�v.

DODATOK

Statistiqni� opis u zobra�enn� Fur' budut~s�

analog�qno do koordinatnogo.Tut mi obme�imos� vi-

razom dl� statistiqnoÝ sumi v term�nah f�ziqnih

zm�nnih.

Rozklademo poten��li A ta ', a tako� gustini

zar�du ta strumu za plaskimi hvil�mi [16℄:

('(x; � );A(x; � )) =
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Vikoristovu�qi umovu d��snoznaqnosti poten��l�v
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a tako� rozklad na d��sn� ta u�vn� skladov�
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zd��snimo kanon�qne peretvorenn� do nef�ziqnih

zm�nnih
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ta f�ziqnih zm�nnih

�

ai

= p

ai

+

p

4�e

a

�

ai

Z

Q

2k

e

ikx

a

d

3

k

(2�)

3

(D.7)

a

�

k�

=

�

Æ

i�

� Æ

i3

k

�

k

3

�

(a

�

?k

)

i

;

b

�

k�

= (b

�

?k

)

�

; � = 1; 2; (D.8)

de

a

�

?k

= a

�

k

� k

(ka

�

k

)

k

2

; b

�

?k

= b

�

k

� k

(kb

�

k

)

k

2

: (D.9)

Formal~na du�ka Puassona v term�nah novih zm�n-

nih d� tak:
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�nx� komuta��n� sp�vv�dnoxenn� m�� zm�nnimi (u

sens� du�ki Puassona) dor�vn��t~ nulev�.

Zobra�enn� Fur' zruqne tim, wo legko dozvol�

sformul�vati termodinam�ku sistemi u sk�nqennomu

ob'm� V . Dl� ~ogo �nte�ruvann� za hvil~ovim vek-

torom dostatn~o zam�niti sumo�, tobto

Z

d

3

k
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3

(::::) =

1

V

X

k

(::::):

Analog�qno do proeduri pobudovi statistiqnogo

opisu �Ý sistemi v koordinatnomu zobra�enn�, za-

pixemo statistiqnu sumu
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Oder�ani� viraz dl� statistiqnoÝ sumi mo�na te� bezposeredn~o otrimati xl�hom kanon�qnogo peretvo-

renn� Fur' formuli (4.29).
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LIOUVILLE EQUATION FOR THE SYSTEMS WITH CONSTRAINTS

A. Duviryak, A. Nazarenko

Institute for Condensed Matter Physis of the National Aademy of Sienes of Ukraine,

1 Svientsitskii Str., Lviv, UA{79011, Ukraine

The Liouville equation and distribution funtion for lassial systems with onstraints are found. The system

of point eletrial harges with eletromagneti �eld is onsidered by using the obtained equations.
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