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Dl� sistemi evol�
i�nih rivn�n~, wo opisu�t~ vodnevu pasiva
i� kremni�, otrimano

zagal~ni rozv'�zki v sta
ionarnomu vipadku i pri vidsutnosti difuziÝ vodnevih atomiv. Z vi-

koristann�m aparatu teoriÝ grup Li ta metodu sin�ul�rnih mnogovidiv pokazano, wo odnim

�z rozv'�zkiv vihidnoÝ sistemi rivn�n~ 
 rozv'�zok tipu bi�uqih hvil~; zapisano sistemi riv-

n�n~ dl� viznaqenn� avtomodel~nih rozv'�zkiv. Provedeno analiz povedinki sistemi z ura-

huvann�m mehanizmiv difuziÝ � diso
i�
iÝ. Ustanovleno, wo difuzi� atomiv vil~nogo vodn�

u zrazku i diso
i�
i� kompleksiv \defekt{voden~" uskladn��t~ pasiva
i�. Otrimani ana-

litiqni rozv'�zki da�t~ zmogu pro�nozuvati prostorovi� i qasovi� rozpodil defektiv pri

pasiva
iÝ kremni� vodnem zale�no vid umov eksperimentu.

Kl�qov� slova: vodneva pasiva
i� kremni�, difuzi� vil~nogo vodn�, rozpad kompleksiv

\defekt{voden~", sistema evol�
i�nih rivn�n~, teori� grup Li, metod sin�ul�rnih mnogovi-

div.
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VSTUP

Pasiva
i� strukturnih defektiv u napivprovidni-

kah 
 odnim z poxirenih metodiv polipxenn� elek-

trofiziqnih harakteristik materi�lu [1℄. Zokrema,

dl� polikristaliqnogo kremni�, �ki� ma
 rozvinutu

strukturu defektiv riznogo tipu, pasiva
i� zrazkiv v

atmosferi atomarnogo vodn� znaqno pol�pxu
 �ogo

elektrofiziqni parametri [2℄. Vidomo [3℄, wo dl�

oder�ann� materi�lu iz zadanimi harakteristikami

sutt
ve znaqenn� ma�t~ �k vnutrixni (poqatkovi�

rozpodil defektiv po tovwin� zrazka, tip defektiv),

tak i zovnixni (temperatura, re�im pasiva
iÝ) para-

metri pro
esu. U bagat~oh vipadkah dl� viznaqenn�

optimal~nih umov pasiva
iÝ neobhidno provoditi na

osnovi adekvatnoÝ modeli komp'�terne model�vann�

pro
esiv, wo protika�t~ u sistemi. Zadaqu pasiva-


iÝ kremni� qisel~no rozv'�zuvali v [4℄, de, prote,

ne bulo vrahovano mehanizmu rozpadu kompleksiv

\defekt{voden~" i zale�nosti poqatkovoÝ kon
entra-


iÝ defektiv vid koordinati. Meto� naxoÝ pra
� 
 do-

slid�enn� pro
esu vodnevoÝ pasiva
iÝ kremni� v na�-

bil~x zagal~nomu vipadku na osnovi toqnih rozv'�z-

kiv sistemi nelini�nih diferen
i�l~nih rivn�n~, wo

opisu�t~ 
e� pro
es. Dl� rozv'�zann� takoÝ zadaqi v

roboti vikoristano aparat teoriÝ grup Li [5℄ i metod

sin�ul�rnih mnogovidiv [6℄, [7℄.

I. ANALITIQNE ROZV'�ZANN� ZADAQI

VODNEVOÕ PASIVACIÕ KREMNI�

Odnovimirna model~ vodnevoÝ pasiva
iÝ kremni� v

bezrozmirnih zminnih ma
 vigl�d takoÝ sistemi evo-

l�
i�nih rivn�n~ [2℄:

�

u

t

= u

xx

� u[A(x)� v℄ + �v;

v

t

= u[A(x)� v℄� �v;

(1)

de u = K

T

L

2

C

H

=D

H

, v = K

T

L

2

C

HT

=D

H

,

K

T

= 4�RD

H

, t = D

H

�L

�2

, x = X=L, A(x) =

4�RL

2

N

T

(x) > 0, � = 4�RL

2

C

max

exp[�Q=(kT )℄ � 0,

C

H

�C

HT

| kon
entra
iÝ vil~nogo i zv'�zanogo vodn�,

D

H

| koefi
i
nt difuziÝ vodn� pri vidsutnosti

defektiv{pastok,K

T

| konstanta zahoplenn� vodn�

(R | radius efektivnogo perer�zu zahoplenn�), Q

| ener�i� zv'�zku \defekt{voden~", N

T

(x) | poqat-

kova kon
entra
i� defektiv, X | koordinata, � |

qas, L | harakterna dov�ina (napriklad, dov�ina

zrazka), indeksi t � xx poznaqa�t~ vidpovidni pohidni.

Provod�qi standartnu pro
eduru obqislenn� grup

simetri� [5℄, legko perekonatis�, wo (1) dopuska


grupi Li z takimi infinitezimal~nimi operatorami:

8

>

<

>

:

X

1

= �

t

; (8�; 8A(x));

X

2

= �

x

+A

x

�

v

; (�A

x

= 0);

X

3

= x�

x

+ 2t�

t

� 2u�

u

+ f2[A(x)� v℄ + xA

x

g�

v

; (� = 0; 8A(x));

X

4

= (x + b)�

x

+ 2t�

t

� 2(u+ �)�

u

� 2[v +A(x)℄�

v

; (� > 0; A(x) = a(x+ b)

�4

);

(2)

de a; b | de�ki posti�ni (a > 0):
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1.1. U na�bil~x zagal~nomu vipadku (A(x) 6= a(x+

b)

�4

; � > 0) sistema (1) dopuska
 til~ki grupu zsuviv

u qasi z operatorom X

1

. Rozv'�zkom (1) tut 
:

�

u(x) = C

1

x+ C

2

;

v(x) = A(x)u(x)=[u(x) + �℄;

(3)

de C

1

; C

2

| stal�, wo viznaqa�t~s� z kra�ovih umov.

1.2. Koli A(x) = a(x+ b)

�4

; � > 0, al�ebra Li dvo-

vimirna z optimal~no� sistemo� pidal�ebr, wo po-

rod�u
t~s� operatorami X

1

i X

4

: Pri 
~omu grupi

zsuviv (X

1

) vidpovida
 rozv'�zok (3) iz A(x) = a(x +

b)

�4

: Rozv'�zki,wo viznaqa�t~s� operatorom rozt�gu

(X

4

); mo�ut~ buti zna�denimi iz sistemi zviqa�nih

diferen
i�l~nih rivn�n~:

�

2w

zz

+ zw

z

+ 2w(1� q) + 2a�z

�4

= 0;

zq

z

+ 2q(1�w) + 2a�z

�4

= 0;

(4)

de z = (x+ b)t

�1=2

; w = (u+ �)t; q = [a(x+ b)

�4

� v℄t:

Vidznaqimo, wo v 
~omu vipadku rozv'�zok sistemi

(4) 
 neobme�enim pri z ! 0 (t ! 1); oskil~ki

a� > 0:

1.3. Koli A(x) = � = 
onst; � > 0, al�ebra Li dvo-

vimirna i porod�u
t~s� operatorami zsuviv po neza-

le�nih zminnih (X

1

i X

2

): Pri 
~omu optimal~na

sistema pidal�ebr porod�u
t~s� operatorami X

2

i

X

5

= X

1

+ 
X

2

; (5)

de 
 | de�ka stala.

Rozv'�zok, wo vidpovida
 zsuvam u qasi (X

1

); ma


vigl�d (3) iz A(x) = �:

Rozv'�zki,wo vidpovida�t~ zsuvam u prostori (X

2

);

viznaqa�t~s� iz sistemi rivn�n~:

�

u

t

+ v

t

= 0;

v

t

� u(A� v) + �v = 0:

(6)

Z (6) vipliva
, wo:

u+ v = n; (7)

de n | stala inte�ruvann�, wo viznaqa
t~s� z poqat-

kovih umov.

Zagal~nim rozv'�zkom (6) 
:

�

u(t) = u

2

+ (u

2

� u

1

)fC

3

exp[(u

2

� u

1

)t℄� 1g

�1

;

v(t) = n� u(t);

(8)

de u

1

i u

2

(u

2

> u

1

) - koreni kvadratnogo rivn�nn�

u

2

+ (A+ � � n)u� �n = 0; C

3

| stala, wo zale�it~

vid vidu poqatkovih umov.

Rozv'�zki tipu bi�uqih hvil~ (X

5

) viznaqa�t~s�

iz sistemi zviqa�nih diferen
i�l~nih rivn�n~:

�

u

zz

+ 
(u

z

+ v

z

) = 0;

�
v

z

� u(A � v) + �v = 0;

(9)

de z = x� 
t:

Inte�ru�qi perxe rivn�nn� sistemi (9) i rob-

l�qi neskladnu zaminu zminnih, oder�u
mo rivn�nn�

Abel� II rodu, dl� �kogo vidomo qastkovi� rozv'�-

zok [8℄. V�n mo�e buti otrimanim tako� za dopomo-

go� metodu sin�ul�rnih mnogovidiv [6℄, [7℄ i matime

vigl�d:

8

>

<

>

:

u(x; t) = �
d� 


2

� � + 2
dpfexp[d(x� 
t)℄ + pg

�1

;

v(x; t) = A+ 
d� 


2

+ 2dp

(d� 
) exp[d(x� 
t)℄� 
p

fexp[d(x� 
t)℄ + pg

2

;

(10)

de p | stala, wo viznaqa
t~s� z poqatkovih umov,

d

2

= 


2

+ �A=


2

: (11)

1.4. U vipadku � = 0; 8A(x), al�ebra Li dl� vi-

hidnoÝ sistemi rivn�n~ trivimirna i porod�u
t~s�

operatorami X

1

; X

2

ta X

3

: Optimal~na sistema pi-

dal�ebr pri 
~omu sklada
t~s� z pidal�ebr, wo po-

rod�eni operatorami X

2

; X

3

ta X

5

:

Rozv'�zki, wo vidpovida�t~ zsuvam u qasi (X

1

), ma-

�t~ vigl�d (3), de � = 0:

Rozv'�zki,wo vidpovida�t~ zsuvam u prostori (X

2

),

ma�t~ vigl�d (8), de tako� � = 0: U vipadku A(x) 6=


onst u formulah (6), (7), (8) neobhidno vrahovuvati

zale�nist~ funk
i� u(t); v(t) ta veliqin u

1

; u

2

; C

3

i

n vid koordinati x �k vid parametra.

Slid zauva�iti, wo isnu
 qastkovi� rozv'�zok (6)

pri � = 0; n(x) = A(x) :

8

<

:

u(x; t) = [t+C

4

(x)℄

�1

;

v(x; t) = A(x)� [t+C

4

(x)℄

�1

;

(12)
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de C

4

(x) | veliqina, wo viznaqa
t~s� z poqatkovih

umov i zale�it~ vid x �k vid parametra.

Rozv'�zki tipu bi�uqih hvil~ (X

5

) ma�t~ vigl�d

(10)-(11), de neobhidno pri�n�ti � = 0: Pri A(x) 6=


onst u formulah (9), (10), (11) isnu
 parametriqna

zale�nist~ funk
i� u(x; t); v(x; t) i veliqini p vid ko-

ordinati x.

Vidznaqimo, wo dl� sistemi rivn�n~ (9) u vipadku

� = 0 mi otrimali we dekil~ka toqnih rozv'�zkiv.

Prote vsi voni abo neobme�eni, abo vid'
mni na de�kih

promi�kah oblasti viznaqenn�. Takim qinom, zazna-

qeni rozv'�zki ne ma�t~ fiziqnogo zmistu i tomu tut

opuweni.

Rozv'�zki, wo vidpovida�t~ grupi rozt�giv (X

3

); vi-

znaqa�t~s� z sistemi (4) pri vrahuvanni, wo � = 0;

z = xt

�1=2

; w = ut; q = [A(x)� v℄t; 8A(x); i 
 obme�e-

nimi pri z ! 0 (t!1); oskil~ki � = 0:

Ris. 1. Tipovi� vigl�d rozv'�zkiv sistemi (1) pri

D

H

= 0, � = 0 : a) n(x

0

) = A(x

0

); b) n(x

0

) > A(x

0

):

II. OBGOVORENN� REZUL^TATIV

Viraz (3), oqevidno, 
 sta
ionarnim (pri t ! 1)

rozv'�zkom (u

0

; v

0

) dl� modeli (1). Urahuvann� kra-

�ovih umov:

u

0

x

j

X=0

= u

0

x

j

X=L

= v

0

x

j

X=0

= v

0

x

j

X=L

= 0 (13)

privodit~ do takih profiliv sta
ionarnih kon
ent-

ra
i�:

u

0

(x) = C

2

; v

0

(x) = A(x)C

2

(C

2

+ �)

�1

:
(14)

Sistema (6) vidpovida
 modeli (1) bez urahuvann�

difuziÝ vodnevih atomiv u zrazku. Spivvidnoxenn�

(7) 
 zakonom zbere�enn� dl� povnogo qisla atomiv

vodn� (vil~nogo i zv'�zanogo). Vidznaqimo, wo u vi-

padku A(x) = � = 
onst 
e� zakon zbere�enn� 
 in-

te�ral~nim (dl� qisla atomiv v us~omu zrazku), tod�

�k pri A(x) 6= 
onst | diferen
i�l~nim (dl� toqki

zrazka z koordinato� x). Tipovi� grafiqni� vigl�d

zale�noste� (8), (12) podano na ris. 1. Vidznaqimo,

wo u vipadku zadanoÝ zale�nosti A(x) grafiki fun-

k
i� u(t); v(t) podani dl� toqki z koordinato� x = x

0

zrazka i normovani na konkretne znaqenn� A(x

0

) u 
i�

toq
i.

Analiz rozv'�zkiv (8), (12) dozvol�
 zrobiti tak�

visnovki:

1. Pri vidsutnosti diso
i�
iÝ kompleksiv \defekt{

voden~" (ris. 1) kon
entra
i� vil~nogo vodn� mo-

notonno spada
 za rahunok utvorenn� kompleksiv.

P�sl� zaverxenn� eksperimentu (u = u

0

; v = v

0

) vo-

den~ zalixa
t~s� v zrazku u vil~nomu stani v kil~-

kosti u

2

� 0: Kon
entra
i� pasivovanih 
entriv pr�-

mu
 do rivnova�nogo znaqenn� v

0

= A(x

0

) i za dostat-

n~oÝ kil~k�sti vihidnogo vodn� zav�di �ogo dos�ga
.

Pri 
~omu rozv'�zok (12) opisu
 profili kon
entra-


i�, koli kil~kist~ vodn� 
 neobhidno� i dostatn~o�

dl� povnoÝ pasiva
iÝ (ris. 1a).

Ris. 2. Tipovi� vigl�d rozv'�zkiv sistemi (1) pri

D

H

= 0; � > 0 : a) n(x

0

) = A(x

0

); b) n(x

0

)� A(x

0

):
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2. Za na�vnosti diso
i�
iÝ kompleksiv (ris.2) qas-

tina vodn� zav�di zalixa
t~s� u vil~nomu stani

(u

2

> 0): Kon
entra
i� pasivovanih defektiv nikoli

ne dos�ga
 rivn� A(x

0

); navit~ pri znaqni� poqatko-

vi� kon
entra
iÝ atomiv vil~nogo vodn� (u(x

0

)j

t=0

�

A(x

0

)) (ris.2b). Qim aktivnixe prohodit~ diso
i�-


i� kompleksiv (tobto, qim bil~xe �), tim bil~xa

qastina vil~nogo vodn� zalixa
t~s� u zrazku i tim

skladnixe pasivuvati defekti.

Ris. 3. Tipovi� vigl�d rozv'�zkiv sistemi (1) pri

D

H

> 0 : a) � = 0; b) � > 0:

3. Rozv'�zok (10) �vl�
 sobo� bi�uqi hvili dl� mo-

deli (1). Tipovi� vigl�d zale�noste� u(x; t); v(x; t) u


~omu vipadku podano na ris. 3. Analogiqno navede-

nim viwe rozv'�zkam pri A(x) 6= 
onst grafiki fun-

k
i� normovani na konkretne znaqenn� A(x

0

) u toq
i

x = x

0

: Zg�dno z (10) i (11) ma
mo:

u(x)j

t!1

= j
dj � 


2

� � � u

0

(x);

v(x)j

t!1

= A(x)� j
dj � 


2

� v

0

(x); (15)

z qogo vipliva
, wo kon
entra
i� pasivovanih atomiv

ne dos�ga
 rivn� A(x

0

) navit~ za vidsutnosti diso
i�-


iÝ (ris. 3a). Priqino� 
~ogo, oqevidno, 
 vrahuvann�

v (9) porivn�no z (6) mehanizmu difuziÝ vil~nih atomiv

vodn�.

Osoblivo vidznaqimo, wo bi�uqi hvili, �ki ma�t~

fiziqni� zmist dl� 
�
Ý zadaqi (obme�eni � nevid'
mni

v usi� oblasti viznaqenn�), mo�ut~ buti otrimani z

(10) til~ki pri znaqenn�h 
 < 0: Vodnoqas analiz sis-

temi (9) na sti�kist~ u rozuminni L�punova [9℄ poka-

zu
, wo tut rivnova�ne polo�enn� sistemi nesti�ke.

Ce oznaqa
, wo, hoqa sistema (9) i ma
 toqni� mate-

matiqni� rozv'�zok, vi�vlenn� bi�uqih hvil~ u n��

u real~nomu fiziqnomu eksperimenti 
 du�e usklad-

nenim.

Viznaqenn� zagal~nogo analitiqnogo rozv'�zku

sistemi (4) pov'�zane zi znaqnimi trudnowami, tomu

inte�ruvann� sistemi (4) pri riznih poqatkovih umo-

vah provedeno metodom Run�e{Kutta IV por�dku. Ti-

povi� vigl�d grafikiv tut �kisno zbiga
t~s� z zale�-

nost�mi, podanimi na ris. 1 pri n(x) = A(x): Vid-

sutnist~ diso
i�
iÝ kompleksiv i vigl�d reduk
i�nih

zv'�zkiv mi� nezale�nimi � zale�nimi zminnimi po-

�sn�
 v 
~omu vipadku rivnosti u

0

(x) = 0; v

0

(x) =

A(x): Oqevidno, wo taka situa
i� ne zav�di vidpo-

vida
 real~nomu fiziqnomu eksperimentov� (defekti

ne zav�di pasivu�t~s� 
ilkom, navit~ za vidsutnosti

diso
i�
iÝ kompleksiv). Ot�e, rozv'�zki, otrimani z

(4), do
il~nixe vidnesti ne do model~nih (pridatnih

dl� opisu real~nih �viw i pro
esiv), a do etalonnih

(pridatnih dl� �kisnogo analizu povedinki sistemi)

[8℄. Analiz qislovih rozv'�zkiv (4) dozvol�
 zrobiti

visnovok pro te, wo nabli�enn� kon
entra
iÝ zv'�za-

nogo vodn� do neobhidnogo rivn� A(x) znahodit~s� v

pr�mi� zale�nosti vid kil~kosti vil~nogo vodn�, �ka

prisutn� u zrazku na poqatku eksperimentu.

Takim qinom, u naxi� pra
� dl� sistemi rivn�n~,

wo opisu�t~ vodnevu pasiva
i� kremni�, viznaqeno

grupi Li simetri�, �ki harakterizu�t~s� operato-

rami toqkovih peretvoren~. Dl� ko�nogo okremo

rozgl�nutogo vipadku viznaqena optimal~na sistema

odnoparametriqnih pidal�ebr. Na osnovi 
~ogo otri-

mano zagal~ni� sta
ionarni� rozv'�zok sistemi i za-

gal~ni� rozv'�zok pri vidsutnosti difuziÝ vodnevih

atomiv. Navedeno qastkovi� rozv'�zok tipu bi�uqih

hvil~.Pokazano,wo viznaqenn� zagal~nih rozv'�zkiv


~ogo tipu ekvivalentne do inte�ruvann� sistemi zvi-

qa�nih diferen
i�l~nih rivn�n~ (9). Vidznaqeno ne-

sti�ki� stan bi�uqih hvil~ u sistemi. Zapisano sis-

temu zviqa�nih diferen
i�l~nih rivn�n~ (4) dl� vi-

znaqenn� avtomodel~nih rozv'�zkiv 
�
Ý zadaqi. Zrob-

leno visnovki pro �kisnu povedinku sistemi, wo do-

puska
 grupu rozt�giv.

Provedeno analiz povedinki sistemi (1) z urahu-

vann�m mehanizmiv difuziÝ � diso
i�
iÝ. Vidznaqeno,

wo difuzi� atomiv vil~nogo vodn� v zrazku � diso
i�-


i� kompleksiv \defekt{voden~" uskladn��t~ pasi-

va
i�, ne dozvol��qi pasivuvati vsi na�vni defekti

v zrazku.

Uperxe otrimani toqni rozv'�zki sistemi (1) da-

�t~ zmogu prognozuvati prostorovi� i qasovi� rozpo-

dili defektiv pri pasiva
iÝ kremni� vodnem zale�no

vid parametriv zadaqi (rodu defektiv, Ýhn~oÝ poqatko-

voÝ kon
entra
iÝ, temperaturi zrazka i t.d.) Voni mo-

�ut~ buti vikoristani tako� dl� analizu evol�
iÝ

inxih dinamiqnih sistem, wo opisu�t~s� sistemo�

rivn�n~ (1).
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EXACT SOLUTION OF HYDROGEN PASSIVATION OF SILICON PROBLEM

P. M. Gorley, M. V. Voznyy

Yuriy Fed'kovy
h Chernivtsi State University, Chair of Physi
al Ele
troni
s,

2 Kotsiubyns'kyi St., Chernivtsi, UA{58012, Ukraine

General solutions in the stationary 
ase and in the absen
e of hydrogen atoms di�usion have been obtained

for the system of evolution equations des
ribing the hydrogen passivation of sili
on. Using Lie groups theory and

the singular manifold method the travelling waves type solution was de�ned analyti
ally; the systems of equations

for s
ale{invariant solutions determination have been obtained. The analysis of the system have been 
arried

out taking into a

ount di�usion and disso
iation me
hanisms. It was established that free hydrogen di�usion

in the sample and the \defe
t{hydrogen" 
omplexes disso
iation spoil passivation. The exa
t results obtained

make it possible to predi
t the spatial and temporal defe
ts distribution during the hydrogen passivation of sili
on

depending on the experimental 
onditions.
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