ȷURNAL FIZIQNIH DOSLIDȷEN^ t. 4, ˝ 1 (2000) s. 1–5

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 4, No. 1 (2000) p. 1–5

SINTEZ AVTOKOLIVNIH SISTEM, WO V¨DTVOR““T^ ODIN ¨Z ROZV’ZK¨V GAM¨L^TONOVOÕ SISTEMI

L. A. Sinic~kiȷ, ¨. V. Smal~ L~v˛vs~kiȷ nac˛onal~niȷ un˛versitet ˛men˛ ¨vana Franka, kafedra rad˛of˛ziki, vul. Dragomanova 19, L~v˛v, 79005, UkraÝna.

(Otrimano 1 veresnffl 1999 r.)

Dlffl gam˛l~tonovoÝ sistemi z odnim stupenem v˛l~nosti, fflka volod˛‚ kontinuumom per˛odiqnih ruh˛v, pobudovana procedura peretvorennffl ÝÝ v avtokolivnu sistemu. Dlffl sintezovanoÝ avtokolivnoÝ sistemi zber˛ga‚t~sffl zakon zm˛ni koordinati q(t) ta ˛mpul~su p(t) gam˛l~tonovoÝ sistemi pri zadanomu znaqenn˛ gam˛l~ton˛fflna.

Xlfflhom v˛dpov˛dnogo viboru potenc˛ffllu vstanovlena moıliv˛st~ v˛dtvorennffl kolivan~ napered zadanoÝ formi. U rol˛ prikladu sintezovaniȷ İenerator, forma kolivan~ fflkogo zb˛ga‚t~sffl fflk˛sno z per˛odiqnimi kolivannfflmi, wo ‚ pritamannimi dlffl kard˛ogram.

Zaproponovaniȷ metod poxireniȷ na sistemi z dov˛l~no k˛l~k˛st stupen˛v v˛l~nosti dlffl sintezu İenerator˛v kvaz˛per˛odiqnih kolivan~.

Kl¸qovfi slova: r˛vnfflnnffl Gam˛l~tona, avtokolivna sistema, sintez kolivan~.

PACS number(s): 02.60.Cb

Rozglfflnemo gam˛l~tonovu sistemu z odnim stupenem v˛l~nosti: dq dt = ∂H ∂p , dp dt = − ∂H ∂q . (1)

Nehaȷ H(q, p) taka, wo na fazov˛ȷ plowin˛ (q, p) kriv˛

H (q, p) = const

‚ prostimi zamknenimi krivimi. Õm v˛dpov˛dat~ per˛odiqn˛ ruhi v sistem˛ (1). Zadaqa polfflga‚ v tomu, abi modern˛zuvati r˛vnfflnnffl (1) tak, wobi sistema (1) peretvorvalasffl v avtokolivnu sistemu, dlffl fflkoÝ graniqniȷ cikl viznaqavsffl b r˛vnfflnnfflm H (q, p) = H_0, de H_0 — konstanta, a zaleınost˛ q (t) ˛ p (t) buli b totoın˛ rozv’fflzkam sistemi (1) pri H = H_0.

Ceȷ p˛dh˛d dlffl okremogo vipadku sistemi (1) dq dt = p, dp dt = −q, dlffl fflkoÝ gam˛l~ton˛ffln H = 1 2 ( q^2 + p^2 )

v˛domiȷ ˛, mabut~, uperxe vikladeniȷ u monograf˛Ý O. O. Andronova, O. A. V˛tta [1].

Modern˛zovana sistema z per˛odiqnim sinusoÝdnim rozv’fflzkom ma‚ viglffld dq dt = p + ε ( R^2 − q^2 − p^2 ) q, dp dt = −q + ε ( R^2 − q^2 − p^2 ) p, de ε > 0, priqomu

q = R sin (t + α) , p = R cos (t + α) . (2)

Us˛ tra‚ktor˛Ý na plowin˛ (q, p) prfflmut~ do graniqnogo ciklu q^2 +p^2 = R^2, tobto per˛odiqniȷ reıim (2) ‚ st˛ȷkim.

Ceȷ p˛dh˛d moına uzagal~niti ˛ na bud~–fflkiȷ gam˛- l~ton˛ffln, pri fflkomu sistema (1) ma‚ sk˛nqennu k˛l~- k˛st~ stan˛v r˛vnovagi ˛ vs˛ voni leıat~ na plowin˛ (q, p) na prfflm˛ȷ p = const. Rozglfflnemo modern˛zovanu sistemu (1): dq dt = ∂H ∂p − ε (H − H_0) ∂H ∂q , dp dt = − ∂H ∂q − ε (H − H_0) ∂H ∂p . (3)

Priȷma‚mo, wo H(q, p) ma‚ global~niȷ m˛n˛mum u toqc˛ q = q^∗, p = p^∗, fflka ‚ odnim ˛z stan˛v r˛vnovagi sistemi (1); zrozum˛lo, wo na fazov˛ȷ plowin˛ ma‚mo v toqc˛ (q^∗, p^∗) osoblivu toqku tipu centra. Ne zmenxuqi zagal~nosti, takoı priȷma‚mo H (q^∗, p^∗) = 0, tod˛ H (q, p) dodatno viznaqena funkc˛ffl na vs˛ȷ plowin˛ (q, p).

L. A. SINIC^KI„, ¨. V. SMAL^

Pomnoıivxi perxe z cih r˛vnffln~ na^{∂H}_{∂q} , a druge — na^{∂H}_{∂p} ˛ dodavxi, otrima‚mo dH dt + ε [( ∂H ∂q )_2 + ( ∂H ∂p )_2] (H − H_0) = 0. (4)

Uzdovı tra‚ktor˛Ý ruhu, fflkwo vona ne ‚ stanom r˛vnovagi, ( ∂H ∂q )_2 + ( ∂H ∂p )_2 > 0.

Moına dovesti, wo stani r˛vnovagi, fflkim v˛dpov˛- da‚ znaqennffl gam˛l~ton˛fflna H^∗ < H_0, ‚ nest˛ȷkimi. Tomu pri ε > 0

lim_{t→∞} H (t) = H_0

dlffl vs˛h poqatkovih umov, wo ne ‚ stanami r˛vnovagi˛ separatrisami, fflk˛ prfflmut~ do s˛dla. A ce oznaqa‚, wo stac˛onarn˛ rozv’fflzki (3) ˛ (1) totoın˛. Takim qinom dovedeno, wo avtokolivniȷ reıim u sistem˛ (3) ma‚ qasov˛ zaleınost˛ q (t), p (t) tak˛ sam˛, fflk u konservativn˛ȷ sistem˛ (1). Ceȷ reıim ‚ st˛ȷkim. Na ris. 1, 2 podano fazov˛ portreti sistemi (1) ˛ sistemi (3) pri vikoristann˛ gam˛l~ton˛fflna v takomu viglffld˛:

H(q, p) = p^2 + q^4 − q^2 + 0.25, H_0 > 0.25.

Rozglfflnuta procedura da‚ zmogu sintezuvati İenerator z dov˛l~no formo graniqnogo ciklu H (q, p) = H_0, a takoı zm˛nn˛ q (t), p (t) ˛z bagat~ma ekstremal~nimi znaqennfflmi za zgadanih viwe obmeıen~.

Vikorista‚mo zaproponovaniȷ p˛dh˛d dlffl sintezu avtokolivnoÝ sistemi z dov˛l~no formo signalu. Pobudovu İenerator˛v, fflk˛ v˛dtvort~ kolivannffl z napered zadano formo, rozglffldali vprodovı bagat~oh rok˛v. Zrozum˛lo, wo bulo baıannffl pobuduvati İenerator naȷprost˛xim xlfflhom, tobto z m˛n˛mal~- no k˛l~k˛st stupen˛v v˛l~nosti ˛ ne duıe skladno nel˛n˛ȷn˛st.

Zadaqu stvorennffl pod˛bnogo İeneratora z odnim stupenem v˛l~nosti rozglffldali v [2], prote dosfflgnuti postavlenoÝ meti ne vdalosffl. Vinikla neobh˛dn˛st~ vikoristovuvati sistemi z 1.5 stupenfflmi v˛l~nosti (tobto sistemu diferenc˛ȷnih r˛vnffln~ tret~ogo porffldku) pri duıe skladnomu viraz˛ dlffl nel˛n˛ȷnosti.

Sproba dovesti moıliv˛st~ vikoristannffl sistemi z odnim stupenem v˛l~nosti bula znovu zroblena v [3]. Ne zvaıaqi na te, wo vdalosffl dlffl dosit~ xirokogo klasu kolivan~ pobuduvati İeneratori z odnim stupenem v˛l~nosti, zagal~na problema teı ne bula rozv’fflzana.

Zauvaıimo, wo namagannffl sintezuvati İenerator na p˛dstav˛ sistem z odnim stupenem v˛l~nosti ne zumovleno baıannfflm dosfflgti rekordnogo rezul~tatu.

kwo cffl zadaqa rozv’fflzana, to tim samim zabezpeqeno nemoıliv˛st~ ˛snuvannffl nebaıanih fflviw, takih, fflk viniknennffl kvaz˛per˛odiqnih ˛ haotiqnih kolivan~, fflk˛ ‚ nemoılivimi v sistemah z odnim stupenem v˛l~nosti.

Rozglfflnemo proceduru sintezu v zagal~nomu vipadku. Nehaȷ potr˛bno sintezuvati per˛odiqn˛ kolivannffl z per˛odom T , wo opisut~sffl na per˛od˛ dov˛l~- no funkc˛‚ f(t). Ne zmenxuqi zagal~nosti, priȷmemo, wo f(0) = f_m, de f_m = min_{0<t≤T} f(t). Zadaqa sin-

tezu polfflga‚ v takomu vibor˛ H(q, p), wob rozv’fflzok p(t) sistemi (4) zb˛gavsffl z funkc˛‚ f(t).

Nadal˛ budemo rozglffldati vipadok, koli

H (q, p) = F (p) + V (q) . (5)

Ris. 1. Fazoviȷ portret konservativnoÝ sistemi.

Ris. 2. Fazoviȷ portret avtokolivnoÝ sistemi.

SINTEZ AVTOKOLIVNIH SISTEM . . .

Funkc˛ F (p) priȷma‚mo u viglffld˛, fflkiȷ “nagadu‚” viglffld k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý, tobto F (p) ma‚ ‚diniȷ ekstremum (m˛n˛mum) u toqc˛ p = p^∗, ˛ F (p^∗) = 0, lim |p|→+∞ F (p) = +∞. V okremih vipadkah ne vikl-

qeno, wo F (p) =^1_2 p^2. Na funkc˛ V (q) naklada‚mo tak˛ umovi — cffl funkc˛ffl ma‚ sk˛nqennu k˛l~k˛st~ ekstremum˛v ˛ lim_{|q|→+∞} V (q) = +∞.

Za nakladenih umov us˛ stani r˛vnovagi sistemi (1) budut~ leıati na plowin˛ (q, p) na prfflm˛ȷ p = p^∗. C˛ umovi takoı zabezpequt~ te, wo na fazov˛ȷ plowin˛ (q, p) kriv˛ H (q, p) = c, c_m < c < +∞ ‚ prostimi zamknenimi krivimi, fflk˛ ohoplt~ toqku (q^∗, p^∗). Õm v˛dpov˛dat~ per˛odiqn˛ ruhi v sistem˛ (1). Konstanta c_m = max_{∀i} H(q_i, p_i), de (q_i, p_i) ‚ rozv’fflzkami sistemi r˛vnffln~: ∂H ∂q = 0, ∂H ∂p = 0.

Nazvemo “prfflmim hodom” prom˛ıok qasu, protfflgom fflkogo ∂H /∂p > 0, tobto q zm˛n‚t~sffl v˛d q_{MIN} do q_{MAX}, ˛ “zvorotnim hodom” — prom˛ıok qasu, protfflgom fflkogo ∂H /∂p < 0. Uvedemo v rozglffld dopom˛ınu nev˛d’‚mnu funkc˛ f_+(t) = f(t)−f_m . Funkc˛ffl F (p) =^1_2 p^2.

Postavimo zadaqu znaȷti takiȷ viglffld V (q), wob rozv’fflzok p(t) zb˛gavsffl z funkc˛‚ f_+(t) p˛d qas “prfflmogo hodu”, tobto koli p > 0. Tod˛ ceȷ rozv’fflzok p(t) = f_+(t) povinen zadovol~nfflti sistemu (1), fflka opisu‚ graniqniȷ cikl

q̇ = f_+(t),

ḟ_+(t) = − dV dq . (6)

Z perxogo r˛vnfflnnffl sistemi (6) znaȷdemo q(t):

q(t) = t∫ 0 f_+(z)dz = φ(t).

Tomu wo funkc˛ffl f_+(t) nev˛d’‚mna, to funkc˛ffl q = φ(t) ‚ monotonno zrostaqo. U takomu vipadku ˛snu‚ odnoznaqna obernena funkc˛ffl t = φ^{−1}(q). Z drugogo r˛vnfflnnffl sistemi (6) znaȷdemo viglffld funkc˛Ý V (q):

V (q) = − q∫ 0 df_+ dt dq = − q∫ 0 f_+df_+

= − [ f_+(φ^{−1}(q))

]_2 2 , gam˛l~ton˛ffln H(q, p) pri umov˛ H(q, p) > 0 zapixemo v takomu viglffld˛: H(q, p) = F (p) + 1 2 ( (f_M − f_m)^2 − f^2_+(φ^{−1}(q)) ) , de f_M = max_{0<t≤T} f(t), a c_m < H_0 <^1_2 (f_M − f_m)^2.

Dlffl togo wob rozv’fflzok p(t) zb˛gavsffl z funkc˛‚ f(t), H(q, p) potr˛bno zapisati v ˛nxomu viglffld˛: H(q, p) = F (p − f_m) + 1 2 ( (f_M − f_m)^2

− (f(φ^{−1}(q)) − f_m)^2 ) . (7)

Otıe, vikoristovuqi (7), moına otrimati takiȷ reıim kolivan~, koli fazova zm˛nna p(t) p˛d qas “prfflmogo hodu” zm˛n‚t~sffl za zadanim zakonom p = f(t). Ale p˛slffl “prfflmogo hodu” v˛dbuva‚t~sffl “zvorotniȷ h˛d”, ˛ v c~omu vipadku p(t) bude zm˛nvatis~ za zakonom p = 2f_m − f(T − t), wo ‚ nebaıanim. Tomu potr˛bno pevnim qinom zmenxiti trival˛st~ “zvorotnogo hodu”, a znaqennffl p(t) pri c~omu nabliziti do p = f_m. Ce moına zrobiti za rahunok viboru funkc˛Ý F (p) u viraz˛ (5).

Nehaȷ

F (p) = p^2 2 p ≥ 0 αp^2 2 p < 0, (8)

de α >> 1. Pokaıemo, fflk pri takomu vibor˛ F (p) zm˛nit~sffl znaqennffl p(t) ˛ qas “zvorotnogo hodu”. Dlffl c~ogo vikorista‚mo viraz (7) pri p < f_m z urahuvannfflm (8), tod˛

p = − 1 √ α √ 2H_0 + (f(φ^{−1}(q)) − f_m)^2 − (f_M − f_m)^2 + f_m,

tobto pri zrostann˛ znaqennffl α znaqennffl p → f_m.

Dlffl viznaqennffl qasu “zvorotnogo hodu” vikorista‚mo perxe r˛vnfflnnffl sistemi (1), viraz (7) ˛ (8), tod˛

L. A. SINIC^KI„, ¨. V. SMAL^

T_{3.x.} = 1 √ α T∫ 0 dq √ 2H_0 + (f(φ^{−1}(q)) − f_m)^2 − (f_M − f_m)^2 = T √ α ,

tobto pri zrostann˛ znaqennffl α znaqennffl T_{3.x.} → 0.

U rezul~tat˛ pri vikoristann˛ gam˛l~ton˛fflna u viglffld˛ (7) z funkc˛‚ (8) v sistem˛ (3) mi otrima- ‚mo rozv’fflzok p(t) u viglffld˛ kolivan~, wo za formo zb˛gat~sffl z viglffldom funkc˛Ý f(t), ale oderıimo takoı ˛ zb˛l~xennffl per˛odu kolivan~ na veliqinu T / √ α. Dlffl togo wob otrimati funkc˛ p(t) z per˛odom T , potr˛bno f_+(t) vibirati tak : f_+(t) = f(βt) − f_m, de β = ( 1 + 1 √ α ) .

Zaproponovaniȷ metod sintezu İeneratora dozvolffl‚ oderıati İenerac˛ kolivan~ dov˛l~noÝ formi. Odna z zadaq pri vikoristann˛ c~ogo metodu — ce v˛dxukannffl anal˛tiqnogo viglffldu funkc˛Ý t = φ^{−1}(q) dlffl togo, wob znaȷti viglffld funkc˛Ý V (q).

Ris. 3. Funkc˛ffl V (q).

Ris. 4. Funkc˛ffl p(t).

Znaqno sprostiti proceduru sintezu z˛ zbereıennfflm us˛h zgadanih viwe fflk˛snih ˛ k˛l~k˛snih rezul~- tat˛v, ale z usunennfflm rozv’fflzannffl zadaq˛ znahodıennffl obernenoÝ funkc˛Ý, moına, vikoristavxi v (5) zam˛st~ (8) funkc˛ F (p) v takomu viglffld˛:

F (p) = p − f_m p ≥ f_m − √ α (p − f_m) p < f_m. (9)

A koli tak, to zg˛dno z sistemo (1), q(t) zm˛- n‚t~sffl l˛n˛ȷno, tobto p˛d qas “prfflmogo hodu” q = t+const, a p˛d qas “zvorotnogo hodu” q = − √ αt+const.

Ce oznaqa‚, wo forma kolivan~ p(t) bude zb˛gatisffl z formo graniqnogo ciklu p(q), koli p > f_m ˛ p(−q), koli p < f_m. Sintez formi graniqnogo ciklu, fflka opisuvalasffl b funkc˛‚ f(t), ne viklika‚ trudnow˛v. Dlffl c~ogo potr˛bno zapisati V (q) u takomu viglffld˛:

V (q) = f_M − f(q), (10)

de q ∈ [0; T ], pri c~omu c_m < H_0 < (f_M − f_m). Dlffl togo wob ne bulo zb˛l~xennffl per˛odu kolivan~ na veliqinu T / √ α, tobto pri procedur˛ sintezu zadavati V (q) takim qinom: V (q) = f_M − f (βq) , de q ∈ [ 0; T β ] .

Wob funkc˛ffl V (q) bula viznaqena na vs˛ȷ fazov˛ȷ plowin˛ ˛ dlffl zabezpeqennffl st˛ȷkosti v c˛lomu pobudovanogo per˛odiqnogo reıimu, dooznaqimo V (q):

V (q) =

−f^′ (βq_1) (q − q_1) + H_0, q > q_1 f_M − f (βq) , q_2 ≤ q ≤ q_1 −f^′ (βq_2) (q − q_2) + H_0, q < q_2,

de q_1 ˛ q_2 rozv’fflzki r˛vnfflnnffl f_M − f (βq) = H_0.

k priklad rozglfflnemo sintez per˛odiqnogo signalu, wo fflk˛sno opisu‚ kard˛ograf˛qniȷ signal. Ceȷ signal m˛stit~ dek˛l~ka ekstremum˛v ˛ ma‚ skladniȷ spektr u qastotn˛ȷ oblast˛. Dlffl ȷogo opisu vikorista‚mo takiȷ viraz:

SINTEZ AVTOKOLIVNIH SISTEM . . .

f(t) = −0.6 exp (−500t^2) + 0.5 exp (−250(t − 0.3)^2) + 1.5 exp (−600(t − 0.9)^2)

− 0.6 exp (−500(t − 1)^2) − 0.2 exp (−600(t − 0.85)^2) + 0.1 exp (−600(t − 0.8)^2);

de t ∈ [0; 1], tobto per˛od signalu T = 1. Znaqennffl ˛nxih veliqin: H_0 = 2.09, f_m = −0.6, f_M = 1.5, α = 6400. Viglffld funkc˛ȷ V (q) ˛ p(t) podano na ris. 3 ˛ ris. 4 v˛dpov˛dno.

Zaproponovaniȷ p˛dh˛d moına poxiriti na bagatovim˛rniȷ vipadok. kwo q ˛ p ‚ n–vim˛rnimi vektorami, to ∂H ∂q = ( ∂H ∂q_1 , ..., ∂H ∂q_n )_T ; ∂H ∂p = ( ∂H ∂p_1 , ..., ∂H ∂p_n )_T ,

de T — znak transponuvannffl.

R˛vnfflnnffl u form˛ (3) zber˛gat~ zm˛st u n–vim˛rnomu vipadku. Rozglfflnemo skalfflrn˛ dobutki: ( ∂H ∂q )_T dq dt = ( ∂H ∂q )_T ( ∂H ∂p ) − ε (H − H_0) ( ∂H ∂q )_T ( ∂H ∂q ) , ( ∂H ∂p )_T dp dt = ( ∂H ∂p )_T ( ∂H ∂q ) − ε (H − H_0) ( ∂H ∂p )_T ( ∂H ∂p ) .

Suma cih dvoh r˛vnffln~ dH dt + ε [( ∂H ∂q )_T ( ∂H ∂q ) + ( ∂H ∂p )_T ( ∂H ∂p )] (H − H_0) = 0. (11)

Tak samo, fflk ˛ dlffl r˛vnfflnnffl (5), z (11) otrimu‚mo

lim_{t→∞} H (t) = H_0.

U n–vim˛rnomu vipadku zaproponovana procedura dozvolffl‚ z kontinuumu kvaz˛per˛odiqnih rozv’fflzk˛v otrimati s˛meȷstvo takih rozv’fflzk˛v, wo mat~ post˛ȷne znaqennffl gam˛l~ton˛fflna. Dlffl sistemi z dvoma stupenfflmi v˛l~nosti moına pobuduvati avtokolivnu sistemu, wo v˛dtvor‚ neperervnu abo ˛mpul~snu İenerac˛.

[1] A. A. Andronov, A. A. Vitt, S. ~. Haȷkin, Teoriffl kolebaniȷ (Nauka, Moskva, 1981).

[2] L. O. Chua, D. N. Green, IEEE Trans. Circuits Syst.

CAS–21, 286 (1974).

[3] L. A. Sinickiȷ, I. V. Smal~, ~lektronnoe modelirovanie 21, 19 (1999)

SYNTHESIS OF AUTOOSCILLATORS REPRODUCING ONE OF THE SOLUTIONS OF THE HAMILTONIAN SYSTEM

L. A. Sinitsky, I. V. Smal Department of Radiophysics, Ivan Franko National University of Lviv, 19 Drahomanov Str., Lviv, UA–79005, Ukraine A nonlinear periodic system is synthesised which reproduces one of the solutions of the Hamiltonian system.

An arbitrarily prescribed periodic waveform can be synthesised due to the appropriately chosen potential of the Hamiltonian equations.

The proposed method of synthesis can be extended on the Hamiltonian equations with the n degrees of freedom. In this case synthesis of quasiperiodic waveforms which have n–basic frequencies is possible.

As an example an auto–oscillator for generating the waveform similar to the cardiogram was synthesised.