ȷURNAL FIZIQNIH DOSLIDȷEN^ t. 4, ˝ 2 (2000) s. 124–140

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 4, No. 2 (2000) p. 124–140

PRECIZ¨„N¨ VAR¨C¨„N¨ ROZRAHUNKI ENERŢETIQNIH SPEKTR¨V KULONOPOD¨BNIH SISTEM TR^OH TA QOTIR^OH QASTINOK

S. M. Bub˛n^1, ¨. V. Simenog^{1,2} 1 KiÝvs~kiȷ nac˛onal~niȷ un˛versitet ˛men˛ Tarasa Xevqenka, f˛ziqniȷ fakul~tet, pr. Gluxkova, 6, KiÝv, 03127, UkraÝna 2 ¨nstitut teoretiqnoÝ f˛ziki ˛men˛ M. M. Bogolbova NAN UkraÝni, vul. Metrolog˛qna, 14–b, KiÝv, 03143, UkraÝna (Otrimano 30 grudnffl 1999 r.)

Na osnov˛ var˛fflc˛ȷnogo metodu Gal~ork˛na z İaussovim bazisom rozglfflnuto zv’fflzan˛ stani kvantovih kulonopod˛bnih sistem totoınih İrav˛tuqih qastinok — tr~oh qastinok z r˛znimi tipami perestanovnoÝ simetr˛Ý hvil~ovih funkc˛ȷ ta qotir~oh qastinok z povnosimetriqnimi funkc˛fflmi. Vikonano fflk˛sniȷ anal˛z enerİetiqnih spektr˛v. Rozglfflnuto vnesok fflstrovs~kih korelfflc˛ȷ do enerİ˛Ý osnovnogo stanu tr~oh qastinok. Provedeno preciz˛ȷn˛ rozrahunki enerİ˛ȷ dlffl osnovnogo ȷ dek˛l~koh zbudıenih stan˛v ˛z nul~ovim orb˛tal~nim momentom. Dlffl r˛znih enerİetiqnih stan˛v provedeno z visoko toqn˛st rozrahunki ȷ vikonano anal˛z rozm˛r˛v sistem, rozpod˛l˛v gustin ta formfaktor˛v, parnih korelfflc˛ȷnih funkc˛ȷ ta rozpod˛l˛v za ˛mpul~sami. Dano oc˛nku enerİetiqnih r˛vn˛v sistem qastinok z potenc˛ffllami vza‚mod˛Ý tipu “kavi. Obgovoreno metodiku provedennffl visokotoqnih var˛fflc˛ȷnih rozrahunk˛v, znaqnu uvagu zvernuto na problemu viboru nel˛n˛ȷnih var˛fflc˛ȷnih parametr˛v.

Klqov˛ slova: kvantova problema dek˛l~koh t˛l, kulonopod˛bn˛ sistemi, İrav˛tuq˛ qastinki, İaussoviȷ bazis, stohastiqniȷ var˛fflc˛ȷniȷ metod, enerİetiqn˛ spektri.

PACS numbers: 02.70.–c, 03.65.Ge, 31.15.Pf

VSTUP

Ostann˛m qasom dosfflgnuto sutt‚vogo proİresu v d˛lfflnc˛ teoretiqnih dosl˛dıen~ kvantovih sistem dek˛l~koh qastinok r˛znoÝ prirodi. Ce viklikano dvoma obstavinami: rozrobko ˛ praktiqnim ovolod˛nnfflm efektivnimi metodami rozv’fflzk˛v bagatovim˛rnih r˛vnffln~ Xredinİera dlffl nevelikoÝ k˛l~kosti qastinok ta pofflvo komp’ter˛v z dostatn~o veliko obqislval~no potuın˛st. Zavdfflki c~omu z’fflvlfflt~sffl c˛kav˛ moılivost˛ dlffl preciz˛ȷnih rozrahunk˛v ȷ anal˛zu sistem dek˛l~koh qastinok, fflk˛ ran˛xe buli nedosfflınimi, vifflvlennffl tonkih f˛ziqnih efekt˛v u strukturnih osoblivostfflh enerİetiqnih stan˛v, a takoı nad˛ȷnogo obİruntuvannffl toqnosti ta oblasti zastosovnosti tradic˛ȷnih nabliıenih metod˛v. Nasampered ce stosu‚t~sffl f˛ziki r˛znoman˛tnih sistem qastinok z kulonovo vza‚mod˛‚, zokrema legkih atom˛v ta molekul, mezomolekulfflrnih zadaq, sistem İrav˛tuqih qastinok, a takoı malonuklonnih ta mul~tikvarkovih sistem ȷ take ˛nxe. Dlffl pod˛bnih sistem z v˛dnosno neveliko k˛l~- k˛st stupen˛v v˛l~nosti stalo moılivim znahoditi vs˛ osnovn˛ Ýhn˛ harakteristiki na osnov˛ fundamental~nih kvantovo–mehan˛qnih princip˛v bez vikoristannffl apr˛ornih nabliıen~.

Sered r˛znoman˛tnih nabliıenih metod˛v dosl˛- dıennffl nevelikoÝ k˛l~kosti qastinok naȷb˛l~xogo poxirennffl nabuli: var˛fflc˛ȷniȷ metod ta ȷogo var˛- fflnti, tak˛, fflk metod oscilffltornogo bazisu, g˛persferiqnih garmon˛k, metod İaussovogo ta eksponentnogo bazis˛v ˛ nabliıennffl korelfflc˛ȷnih faktor˛v strova; metod r˛vnffln~ Fad‚‚va; ad˛fflbatiqne predstavlennffl; klastern˛ metodi; r˛znoman˛tn˛ p˛dhodi tipu stohastiqnogo metodu Monte–Karlo. Koıniȷ z cih metod˛v ma‚ pritamann˛ ȷomu perevagi, wo zaleıat~ v˛d specif˛ki obgovorvanoÝ zadaq˛. U vipadku zv’fflzanih stan˛v sistem qastinok z dostatn~o dov˛l~- nimi potenc˛ffllami vza‚mod˛Ý na osoblivu uvagu zaslugovut~ var˛fflc˛ȷn˛ metodi [1,2]. Õm haraktern˛ v˛dnosna prostota, visoka efektivn˛st~, un˛versal~n˛st~ — tomu same z vikoristannfflm var˛fflc˛ȷnih metod˛v stalo moılivim provedennffl visokotoqnih rozrahunk˛v [3].

Osnovo var˛fflc˛ȷnih metod˛v ‚ princip R˛tca — znahodıennffl m˛n˛mumu enerİetiqnogo funkc˛onala

E = min_ψ ⟨ψ|H|ψ⟩ ⟨ψ|ψ⟩ (1)

kvantovoÝ sistemi z gam˛l~ton˛fflnom H pri umovah ortogonal~nosti m˛ı sobo probnih hvil~ovih funkc˛ȷ ψ dlffl r˛znih stan˛v, koli v ostatoqnomu p˛dsumku moıut~ buti znaȷden˛ v˛dpov˛dn˛ toqn˛ hvil~ov˛ funkc˛Ý ȷ enerİetiqniȷ spektr. Var˛fflc˛ȷniȷ princip dlffl enerİetiqnogo spektra, koli hvil~ov˛ funkc˛Ý r˛znih stan˛v avtomatiqno ortogonal~n˛, real˛zu‚t~sffl v un˛versal~n˛ȷ var˛fflc˛ȷno–proekc˛ȷn˛ȷ shem˛ Releffl– R˛tca–Timoxenka–Bubnova–Gal~ork˛na (RRTBG) [1]. kwo hvil~ovu funkc˛ zapisati fflk l˛n˛ȷnu komb˛- nac˛

ψ = K∑ i=1 c_iϕ_i (2)

˛z povnogo naboru bazisnih funkc˛ȷ {ϕ_i} (ϕ — predstavlennffl), tod˛ real˛zac˛ffl principu R˛tca (1) zvodit~sffl do uzagal~nenoÝ alİebriqnoÝ zadaq˛ na vlasn˛ znaqennffl Hc = ESc , (3) de c — K–komponentniȷ vektor koef˛c˛‚nt˛v c_i, a elementami matric~ H ˛ S ‚

H_{ij} = ⟨ϕ_i|H|ϕ_j⟩ , S_{ij} = ⟨ϕ_i|ϕ_j⟩ . (4) Zadaqa Gal~ork˛na (3) dlffl povnogo bazisu z K → ∞ ‚ toqnim matriqnim predstavlennfflm (ϕ– predstavlennffl) r˛vnfflnnffl Xredinİera.

Pri vibor˛ bazisnih funkc˛ȷ u rozklad˛ (2) moıliv˛ dva polfflrn˛ p˛dhodi: 1) vibrati bazisn˛ funkc˛Ý, fflk˛ b fflkomoga l˛pxe aproksimuvali toqnu hvil~ovu funkc˛ naȷmenxo k˛l~k˛st dodank˛v, hoqa tod˛ matriqn˛ elementi ne zavıdi moıut~ buti znaȷden˛ anal˛tiqno, a takoı moıut~ buti dosit~ grom˛zdkimi, tak wo dovedet~sffl koristuvatisffl skladnimi kvadraturnimi formulami abo vikoristovuvati stohastiqn˛ metodi tipu Monte–Karlo; 2) vibirati bazisn˛ funkc˛Ý takim qinom, wob matriqn˛ elementi obrahovuvalisffl anal˛tiqno, ale tod˛ neobh˛dna k˛l~k˛st~ bazisnih funkc˛ȷ moıe buti dovol˛ veliko. U suqasnih rozrahunkah perevaıa‚, fflk pravilo, drugiȷ p˛dh˛d. A sered naȷpopulfflrn˛xih bazis˛v vikoristovut~sffl bazisi g˛lerasovogo, eksponentnogo (sleterovogo), İaussovogo ta oscilffltornogo tipu. Perx˛ dva tipi bazis˛v u zastosuvann˛ do kulonopod˛bnih sistem, hoqa ˛ ‚ zdeb˛l~xogo privabliv˛- ximi, odnak dlffl b˛l~x n˛ı tr~oh qastinok spriqinfflt~ serȷozn˛ problemi z otrimannfflm anal˛tiqnih viraz˛v dlffl matriqnih element˛v. Tak, dlffl eksponentnih bazisnih funkc˛ȷ metod rozrahunku matriqnih element˛v dlffl qotiriqastinkovih sistem ‚ dovol˛ skladnim ˛ stanovit~ zm˛st okremih prac~ (div. [4,5]), a dlffl vipadku sistem b˛l~xoÝ k˛l~kosti qastinok pod˛bn˛ metodi na s~ogodn˛ vzagal˛ we ne rozroblen˛. Oscilffltorniȷ bazis ıe qasto vifflvlffl‚ duıe pov˛l~nu zb˛ın˛st~, nav˛t~ pri optimal~nomu v˛dbor˛ naȷvaıliv˛xih bazisnih funkc˛ȷ [6]. Naȷb˛l~x un˛versal~- nim ˛ dostatn~o efektivnim ‚ vikoristannffl İaussovogo var˛fflc˛ȷnogo bazisu v zadaqah dek˛l~koh qastinok r˛znoÝ prirodi [7–15]. Rozrahunok matriqnih element˛v na cih funkc˛fflh ne stanovit~ trudnow˛v dlffl dov˛l~noÝ k˛l~kosti qastinok ˛ praktiqno dlffl dov˛- l~noÝ vza‚mod˛Ý. Ce zumovl‚ xiroku populfflrn˛st~ c~ogo bazisu v rozrahunkah sistem tr~oh, qotir~oh ta b˛l~xoÝ k˛l~kosti qastinok. Viglffld bazisnih funkc˛ȷ İaussovogo tipu dlffl sistemi qastinok u vipadku nul~ovogo momenta k˛l~kosti ruhu ‚ takim:

ϕ_i = exp { − N∑ k<l a^i_{kl}r^2_{kl} } . (5)

Tut r_{kl} = | r_k − r_l| — m˛ıqastinkov˛ v˛dstan˛, a a^i_{kl} — tak zvan˛ nel˛n˛ȷn˛ var˛fflc˛ȷn˛ parametri (obernen˛ kvadrati harakternih rozm˛r˛v za koıno z v˛dstaneȷ m˛ı qastinkami). Pri nafflvnost˛ totoınih qastinok funkc˛Ý (5) neobh˛dno v˛dpov˛dnim qinom simetrizuvati. K˛l~k˛st~ vnutr˛xn˛h koordinat sistemi N qastinok pri N ≥ 3 ‚ 3(N − 2) , za vinffltkom tr~oh koordinat centra mas ta tr~oh kut˛v Oȷlera dlffl stan˛v z nul~ovim povnim orb˛tal~nim momentom. V˛dnosnih ıe v˛dstaneȷ r_{ij} povna k˛l~k˛st~ N (N − 1)/2, ˛ c~ogo dostatn~o dlffl povnogo opisu vnutr˛xn~oÝ dinam˛ki.

Odn˛‚ z naȷprost˛xih, ˛ vodnoqas netriv˛ffll~nih u teoretiqnomu sens˛, ‚ kulonopod˛bna sistema İrav˛- tuqih qastinok ˛z parnim n~tonovim potenc˛ffllom pritfflguvannffl (tak˛ sistemi nazivat~ takoı sistemami samoİrav˛tuqih qastinok), fflku mi ˛ budemo tut dosl˛dıuvati. U bezrozm˛rnih odinicfflh gam˛l~- ton˛ffln c˛‚Ý sistemi ma‚ viglffld:

H = − 1 2 N∑ i=1 Δ_i − N∑ i<j 1 r_{ij} . (6)

Cffl zadaqa stanovit~ peredus˛m znaqniȷ metodiqniȷ ˛nteres, fflk odna z etalonnih fundamental~nih ȷ un˛- versal~nih zadaq kvantovoÝ mehan˛ki. Za svoÝm znaqennfflm dlffl zagal~noÝ teor˛Ý cffl zadaqa moıe postupitisffl h˛ba wo etalonn˛ȷ zadaq˛ pro N –qastinkoviȷ garmon˛qniȷ oscilffltor. Ale nav˛t~ zadaqa tr~oh İrav˛tuqih qastinok ne dopuska‚ toqnogo anal˛tiqnogo rozv’fflzku. Tomu dosit~ vaılivim ‚ dosl˛dıennffl takih etalonnih sistem suqasnimi nabliıenimi metodami. Okr˛m togo, cffl zadaqa ma‚ ȷ defflk˛ prikladn˛ zastosuvannffl v astrof˛zic˛ [16,17], teor˛Ý polffl [18], a takoı fflk osnova nabliıennffl sil~nogo zv’fflzku v ffldernih sistemah [19] ta mul~tikvarkovih sistemah [20].

Mi dokladno dosl˛dili naȷniıq˛ zv’fflzan˛ stani sistem tr~oh ta qotir~oh İrav˛tuqih qastinok z nul~ovim orb˛tal~nim momentom. Dlffl sistemi tr~oh qastinok rozglfflnuli stani z us˛ma moılivimi tipami simetr˛Ý hvil~ovoÝ funkc˛Ý. Bulo provedeno visokotoqn˛ var˛fflc˛ȷn˛ rozrahunki vs˛h osnovnih harakteristik cih sistem ˛ vstanovleno nov˛ zakonom˛rnost˛ wodo strukturi zbudıenih stan˛v, a takoı dano fflk˛sniȷ anal˛z otrimanih rezul~tat˛v.

I. K¨SNI„ ANAL¨Z ¨ TRADIC¨„N¨ VAR¨C¨„N¨ OC¨NKI ENERŢ¨Õ TR^OH QASTINOK

U vipadku slabkozv’fflzanih sistem wodo poroga rozvalu na prost˛x˛ p˛dsistemi fflk˛snu ˛nformac˛ pro strukturu sistemi dek˛l~koh qastinok moına otrimati na osnov˛ klasternih predstavlen~. Takiȷ anal˛z klasternogo nabliıennffl da‚ zmogu por˛vnfflti c˛ fflk˛sn˛ rezul~tati z rezul~tatami visokotoqnih var˛fflc˛ȷnih rozrahunk˛v ˛ dati oc˛nku fflkost˛ klasternih nabliıen~.

Dlffl sistemi tr~oh İrav˛tuqih qastinok z gam˛l~- ton˛fflnom H = − 1 2 (Δ_1 + Δ_2 + Δ_3) − 1 r_{12} − 1 r_{13} − 1 r_{23} (7) obmeıimosffl spoqatku rozglffldom stan˛v z povn˛st simetriqnimi za perestanovkami qastinok hvil~ovimi funkc˛fflmi (tri İrav˛tuq˛ bozoni). U klasternomu nabliıenn˛ vid˛limo p˛dsistemu z dvoh qastinok (klaster tipu vodnepod˛bnogo atoma). Tretffl ı qastinka vvaıa‚t~sffl slabkozv’fflzano ˛ znahodit~sffl v˛d n~ogo dostatn~o daleko. Tod˛ v bezpolfflrizac˛ȷnomu klasternomu nabliıenn˛ var˛fflc˛ȷnu hvil~ovu funkc˛ sistemi moıno zobraziti fflk dobutok dvoh funkc˛ȷ

ψ_ν = φ_0(ξ)f(η), (8)

de φ_0 — hvil~ova funkc˛ffl zv’fflzanogo stanu p˛dsistemi perxoÝ ta drugoÝ qastinki (klaster — osnovniȷ stan vodnepod˛bnogo atoma), a f — funkc˛ffl, wo opisu‚ ruh tret~oÝ qastinki v pol˛ dvoh ˛nxih. Tut ξ ta η — koordinati kob˛:

ξ = r_1 − r_2 , η = r_1 + r_2 2 − r_3 . (9)

G˛perrad˛us viznaqa‚t~sffl fflk

ρ^2 = 1 2 ξ^2 + 2 3 η^2 . (10)

Sl˛d zauvaıiti, wo funkc˛ffl (8) ‚ simetriqno lixe za perestanovkami perxih dvoh qastinok ˛ dlffl povnoti baıano simetrizuvati ÝÝ za perestanovkami vs˛h qastinok, wob urahuvati totoın˛st~. Tut pri fflk˛snomu anal˛z˛ dlffl sprowennffl rozglfflnemo lixe bezpolfflrizac˛ȷne nabliıennffl, koli simetrizac˛ffl ne provodit~sffl. Dlffl zbudıenih stan˛v, fflk˛ v˛dpov˛dat~ velikim seredn˛m v˛dstanfflm m˛ı qastinkami, obm˛n, a tomu ˛ simetrizac˛ffl, v˛d˛gra‚ neveliku rol~.

Vikoristavxi probnu var˛fflc˛ȷnu funkc˛ (8) ta fflvniȷ viglffld dvoqastinkovoÝ hvil~ovoÝ funkc˛Ý φ_0

φ_0(ξ) = 1 √ 8π e^{−ξ/2},

z proekc˛ȷnogo var˛fflc˛ȷnogo principu ⟨φ_0|H − E|ψ_ν⟩ = 0 (11) otrimu‚mo r˛vnfflnnffl Xredinİera dlffl ruhu tret~oÝ qastinki

[ − 3 4 Δη + ⟨ φ_0(ξ) | |− 1 |ξ/2 + η| − 1 |− ξ/2 + η| | |φ0(ξ) ⟩] |f(η)⟩ = ( E − E^{(2)}_0 ) |f(η)⟩. (12)

Tut enerİ˛ffl dvoqastinkovogo poroga rozvalu E^{(2)}_0 = −1/4 . Dlffl efektivnogo potenc˛ffllu vza‚mod˛Ý V_{eff} (η), stvorenogo perximi dvoma qastinkami, ma‚mo

V_{eff} (η) = − 2 η + 2 η (1 + η)e^{−2η} . (13)

Ceȷ potenc˛ffll ne ma‚ sinİulfflrnosti na malih v˛dstanfflh (za rahunok “rozmazanosti” p˛dsistemi) ˛ ma‚ kulonovu asimptotiku, tod˛ v sistem˛ ˛snu‚ nesk˛nqenna k˛l~k˛st~ r˛vn˛v, fflk˛ zguwut~sffl poblizu dvoqastinkovogo poroga

E_n − E^{(2)}_0 ∼= − 4/3 (n + 1)^2

, n = 0, 1, 2, 3, . . . (14)

Rezul~tati rozrahunku povnih enerİ˛ȷ osnovnogo ta perxih zbudıenih stan˛v z nul~ovim orb˛tal~- nim momentom L = 0 zadaq˛ (12) bezpolfflrizac˛ȷnogo klasternogo nabliıennffl navedeno v tablic˛ 1. Ceȷ enerİetiqniȷ spektr moına z urahuvannfflm (14) fenomenolog˛qno ekstrapolvati ˛ na dov˛l~n˛ zbudıen˛ stani (tim toqn˛xe, qim viwiȷ zbudıeniȷ stan)

E_n ∼= − 1 4 − 4/3 (n + 1)^2 + 0.927 (n + 1)^3 − 0.358 (n + 1)^4 + . . . . (15)

Podan˛ v tablic˛ 1 rezul~tati dlffl nul~ovogo orb˛- tal~nogo momentu (ta Ýh fenomenolog˛qna ekstrapolfflc˛ffl na visokozbudıen˛ stani) ‚ verhn~o var˛fflc˛ȷno oc˛nko takih enerİetiqnih stan˛v. Zauvaıimo, wo z (12) legko otrimati ȷ oc˛nku dlffl r˛vn˛v z dov˛- l~nim orb˛tal~nim momentom. P˛dkreslimo, wo dlffl vs˛h orb˛tal~nih moment˛v enerİetiqniȷ spektr ‚ bezmeınim.

Rozglfflnemo teper verhn oc˛nku enerİ˛Ý osnovnogo stanu tr~oh qastinok u nabliıenn˛ odnoqastinkovogo seredn~ogo polffl. k v˛domo [21–29], sistema İrav˛tuqih qastinok z gam˛l~ton˛fflnom (6) naleıit~ do klasu kvantovih sistem, dlffl fflkih nabliıennffl samouzgodıenogo seredn~ogo polffl Gartr˛–Foka ‚ asimptotiqno toqnim rozv’fflzkom u granic˛ N → ∞ . Tod˛ dlffl povnosimetriqnih stan˛v sistemi (6) dlffl ener- İ˛ȷ osnovnih stan˛v z dov˛l~no k˛l~k˛st qastinok asimptotiqno toqno verhn~o oc˛nko ‚ [21,25]

E ∼= −s(N − 1)N^2 (16)

(tut pravil~no vrahovano ruh centra mas), de veliqina s viznaqa‚t~sffl odnoqastinkovim nabliıennfflm seredn~ogo polffl Gartr˛ ˛ ÝÝ qisel~ne znaqennffl take [18,17]:

s = 0.05426 . (17)

Tod˛ z (16) ˛ (17) dlffl enerİ˛Ý osnovnogo stanu tr~oh qastinok ma‚mo

E_0 ∼= −0.9767 , (18)

wo dewo toqn˛xe v˛d rezul~tatu z tablic˛ 1.

Stan E

osnovniȷ −0.9292 1–ȷ zbudı. −0.4881 2–ȷ zbudı. −0.3682 3–ȷ zbudı. −0.3203 4–ȷ zbudı. −0.2965 5–ȷ zbudı. −0.2830

Tablicffl 1. Enerİetiqniȷ spektr sistemi tr~oh İrav˛- tuqih bozon˛v z nul~ovim povnim momentom u klasternomu bezpolfflrizac˛ȷnomu nabliıenn˛.

Dlffl osnovnogo povnosimetriqnogo stanu sistemi tr~oh İrav˛tuqih bozon˛v c˛kavo rozglfflnuti toqn˛x˛ prost˛ nabliıennffl. U prac˛ [30] vkazano na vinffltkovo visoku fflk˛st~ probnih hvil~ovih funkc˛ȷ eksponentnogo tipu v oc˛nkah znizu dlffl enerİ˛Ý osnovnogo stanu sistem İrav˛tuqih bozon˛v. Ce bulo p˛dtverdıeno ȷ rezul~tatami prac~ [31,32], de provedeno prost˛ var˛- fflc˛ȷn˛ verhn˛ oc˛nki na takih funkc˛fflh dlffl sistem tr~oh ta qotir~oh qastinok. Zupinimos~ dokladn˛xe na cih oc˛nkah ˛z vikoristannfflm odn˛‚Ý eksponentnoÝ funkc˛Ý. Õhnffl privabliv˛st~ polfflga‚ we ȷ u tomu, wo Ýh moına provesti v fflvnomu anal˛tiqnomu viglffld˛, bez fflkihos~ grom˛zdkih qisel~nih rozrahunk˛v. Vikorista‚mo probnu funkc˛

Φ_β = e^{−β(r12 +r13 +r23 )}, (19)

wo ‚ qastinnim vipadkom funkc˛ȷ fflstrovs~kogo tipu. Optimal~ne znaqennffl parametra β ta verhn oc˛nku E enerİ˛Ý osnovnogo stanu znahodimo z umovi m˛n˛mumu enerİetiqnogo funkc˛onala (1). Rozrahunok neobh˛dnih matriqnih element˛v dosit~ prosto provesti v perimetriqnih koordinatah: u = r_{12} + r_{13} − r_{23} , v = r_{12} − r_{13} + r_{23} , w = −r_{12} + r_{13} + r_{23} . Obqislennffl seredn~ogo znaqennffl gam˛l~ton˛fflna da‚ E = 30 7 β^2 − 30 7 β , (20)

wo pri optimal~nomu znaqenn˛ β = 1/2 stanovit~ E = − 15 4 = −1.07143 . (21)

Ceȷ rezul~tat uıe sutt‚vo l˛pxiȷ v˛d navedenogo v tablic˛ 1 u klasternomu nabliıenn˛ ta v˛d (18) ˛ dosit~ bliz~kiȷ (div. dal˛) do “toqnogo” var˛fflc˛ȷnogo rozrahunku enerİ˛Ý osnovnogo stanu, fflkiȷ stanovit~

E_0 = −1.07177937297 . (22)

V˛dznaqimo, wo toqn˛st~ oc˛nki (21) stanovit~ qotiri znaki ˛ ‚ dostatn~o dobrim rezul~tatom, urahovuqi, wo sama funkc˛ffl (19) ma‚ dosit~ prostiȷ viglffld ˛ vs˛ rozrahunki vikonut~sffl fflvno. Ce vkazu‚ na visoku fflk˛st~ probnoÝ funkc˛Ý (19). Var˛fflc˛ȷn˛ verhn˛ oc˛nki na ˛nxih prostih probnih funkc˛fflh tak˛: oscilffltorne nabliıennffl exp(−ρ^2) da‚ E_0 = −3/π = −0.9549 ; nul~ove nabliıennffl g˛persferiqnogo bazisu exp(−ρ) da‚ E_0 = −(16/5π)^2 = −1.0375 [6] (tut ρ — g˛perrad˛us (10)).

Vikorista‚mo funkc˛ (19) dlffl oc˛nki enerİ˛Ý osnovnogo stanu znizu za formulo Templa

E > E = ⟨H⟩ − ⟨H^2⟩ − ⟨H⟩^2 E_1 − ⟨H⟩ , (23)

tut E_1 — enerİ˛ffl perxogo zbudıenogo stanu toÝ ı simetr˛Ý, wo ȷ osnovniȷ stan. Na perxiȷ poglffld, ce viklika‚ defflku nezruqn˛st~, bo dlffl oc˛nki enerİ˛Ý osnovnogo stanu treba znati enerİ˛ perxogo zbudıenogo. Ale sprava v t˛m, wo toqn˛st~, z fflko neobh˛dno znati E_1, moıe buti dostatn~o grubo, u naxomu vipadku 1–2 desffltkov˛ znaki, osk˛l~ki v qisel~niku stoÝt~ dispers˛ffl gam˛l~ton˛fflna, fflka ‚ malo˛ tim menxa, qim bliıqe probna hvil~ova funkc˛ffl do ˛stinnoÝ. Vlasne, dispers˛ffl gam˛l~ton˛fflna ˛ viznaqa‚ fflk˛st~ probnoÝ funkc˛Ý. U kraȷn~omu raz˛ E_1 moına vzfflti z tablic˛ 1. Ale osk˛l~ki mi namaga‚mos~ z’fflsuvati fflk˛st~ funkc˛Ý (19), to vse ı taki v˛z~memo “toqne” var˛fflc˛ȷne znaqennffl dlffl E_1 (div. nastupn˛ rozd˛li). Dlffl oc˛nki znizu ostatoqno matimemo takiȷ viraz:

E = E − (_{240} 7 π^2 −^{2048}_7 ) β^4 − 64β^3 +^{176}_7 β^2 − E^2 E_1 − E , (24)

de E v˛dpov˛da‚ viraz (20). Pri znaqenn˛ β = 1/2 , fflke

‚ optimal~nim dlffl verhn~oÝ oc˛nki, ˛z (24) otrima- ‚mo E = −1.0738 .

U toqc˛ maksimumu (24) znaqennffl var˛fflc˛ȷnogo parametra β = 0.49465 ˛ dlffl enerİ˛Ý oc˛nka znizu matime take znaqennffl:

E = −1.07356 . (25)

Cffl veliqina teı, fflk ˛ (21), dostatn~o bliz~ka do toqnoÝ (22), hoqa toqn˛st~ niın~oÝ oc˛nki, fflk zavıdi, g˛rxa (u (25) pravil~n˛ lixe tri znaki) v˛d verhn~oÝ oc˛nki z to ı probno funkc˛‚.

Rozglffln~mo takoı nabliıennffl dlffl probnoÝ hvil~ovoÝ funkc˛Ý osnovnogo stanu u viglffld˛ dobutku tak zvanih faktor˛v strova

ψ(r_{12}, r_{13}, r_{23}) = χ(r_{12})χ(r_{13})χ(r_{23}), (26)

de χ — defflka var˛fflc˛ȷna funkc˛ffl. U zagal~nomu vipadku hvil~ovih funkc˛ȷ tr~oh qastinok z nul~ovim povnim momentom u koordinatah

x = r_{12} , y = r_{13} , z = r_{23}

r˛vnfflnnffl Xredinİera dlffl sistemi (7) moıe buti zapisano u viglffld˛ { − 1 2 [ 1 x^2 ∂ ∂x x^2 ∂ ∂x + x^2 + y^2 − z^2 2xy ∂^2 ∂x∂y ]

− 1 x + cikl. zam˛na } ψ = Eψ . (27)

Ce r˛vnfflnnffl zalixa‚t~sffl vse ı zanadto skladnim dlffl anal˛tiqnogo dosl˛dıennffl. „ogo rozv’fflzok na klas˛ var˛fflc˛ȷnih funkc˛ȷ (26) moıe buti otrimano qisel~no — nabliıennffl fflstrovs~kih faktor˛v (26) qasto zastosovu‚t~sffl, zokrema u ffldernih zadaqah. Zaslugovu‚ na uvagu te, wo funkc˛ffl (19), u fflkost˛ fflkoÝ mi perekonalisffl viwe, ‚ qastinnim vipadkom (26). Mi proveli qisel~n˛ rozrahunki z vikoristannfflm takogo nabliıennffl, koli funkc˛ffl zapisuvalasffl u viglffld˛ rozkladu

χ(r) = K∑ i=1 C_ie^{−αir} . (28)

Parametri C_i ta α_i var˛valisffl dlffl dosfflgnennffl m˛- n˛mumu enerİ˛Ý. Zb˛ın˛st~ rozkladu (28) ‚ dostatn~o xvidko. Uıe pri K = 3 dosfflga‚t~sffl znaqennffl dlffl enerİ˛Ý

E = −1.071486 , (29) fflke v navedenih znakah pri zb˛l~xenn˛ K vıe ne zm˛- n‚t~sffl. Pri c~omu optimal~nim fflstrovs~kim faktorom (povna funkc˛ffl (26) normovana na odinic) ‚ χ(r) = 1.2349 exp(−0.5142r) − 0.1008 exp(−0.8497r)

+ 0.0082 exp(−2.655r) . (30)

Rezul~tat (29) dewo l˛pxiȷ v˛d (21). strovs~kiȷ faktor (30) v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d toqnogo na dek˛l~ka odinic~ u p’ffltomu znac˛. strovs~kiȷ faktor (30) na malih ˛ velikih v˛dstanfflh menxiȷ v˛d prostoÝ eksponenti z (19) ˛ vifflvlffl‚t~sffl dosit~ bliz~kim do neÝ (u vipadku K = 1 analog˛qnim qinom normovaniȷ faktor strova ‚ χ(r) = (16/7)^{1/6}e^{−r/2} ). U zagal~nomu moına skazati, wo fflstrovs~k˛ korelfflc˛Ý znaqno viqerput~ vnesok v enerİ˛ osnovnogo stanu sistemi tr~oh İrav˛tuqih qastinok.

II. PROBLEMA VIBORU NEL¨N¨„NIH VAR¨C¨„NIH PARAMETR¨V.

STOHASTIQNI„ VAR¨C¨„NI„ METOD

Nafflvn˛st~ velikoÝ k˛l~kosti nel˛n˛ȷnih var˛fflc˛ȷnih parametr˛v u bazisnih funkc˛fflh ta odnoman˛tn˛st~ bazisnih İaussovih funkc˛ȷ ma‚ velik˛ moılivost˛. Var˛vannfflm za nel˛n˛ȷnimi parametrami dosfflga‚t~sffl znaqne pol˛pxennffl fflkosti aproksimac˛Ý funkc˛‚ (2) toqnoÝ hvil~ovoÝ funkc˛Ý por˛vnfflno z vipadkom, koli var˛t~sffl lixe l˛n˛ȷn˛ var˛fflc˛ȷn˛ parametri ta odin nel˛n˛ȷniȷ parametr, fflk ce robit~sffl pri vikoristann˛ oscilffltornih bazis˛v. Var˛vannffl l˛n˛ȷnih parametr˛v zabezpequ‚ lixe optimal~niȷ vib˛r l˛n˛ȷnoÝ komb˛nac˛Ý ıorstko zadanih funkc˛ȷ, tod˛ fflk potr˛bniȷ p˛db˛r nel˛n˛ȷnih parametr˛v dopomaga‚ bazisov˛ adaptuvatisffl do umov koınoÝ konkretnoÝ zadaq˛. Var˛vannffl nel˛n˛ȷnih parametr˛v viznaqa‚, nask˛l~ki vaıliviȷ opis malih qi velikih v˛dstaneȷ u sistem˛, nafflvn˛st~ tih qi ˛nxih osoblivosteȷ poved˛nki hvil~ovoÝ funkc˛Ý, a velika k˛l~k˛st~ nel˛n˛ȷnih var˛fflc˛ȷnih parametr˛v zabezpequ‚ bazisov˛ neobh˛dnu gnuqk˛st~. Ale vodnoqas velika k˛l~k˛st~ parametr˛v var˛vannffl privodit~ do viniknennffl defflkih trudnow˛v, pov’fflzanih z Ýh optimal~nim viborom. Optimal~niȷ vib˛r nel˛n˛ȷnih parametr˛v stanovit~ osnovnu problemu pri real˛zac˛Ý visokotoqnih var˛fflc˛ȷnih shem. V˛d rozv’fflzku c˛‚Ý problemi bagato v qomu zaleıit~ efektivn˛st~ provedennffl tih qi ˛nxih rozrahunk˛v.

¨snu‚ velika k˛l~k˛st~ moılivih strateg˛ȷ viboru nel˛n˛ȷnih parametr˛v. Perxim ˛ naȷprost˛xim z nih ‚ vipadkoviȷ vib˛r p˛drffld us˛h parametr˛v ˛z zazdaleg˛d~ zadanoÝ oblasti. Takiȷ vib˛r moıe zastosovuvatis~, fflkwo znaqennffl parametr˛v, za dopomogo fflkih moına dostatn~o toqno opisati ˛stinnu hvil~ovu funkc˛, zoseredıen˛ u v˛dnosno nevelik˛ȷ oblast˛, fflku dostatn~o w˛l~no moına ohopiti real~no k˛l~k˛st K bazisnih funkc˛ȷ. Ceȷ p˛dh˛d, fflk sv˛dqit~ dosv˛d, moıe buti efektivnim u triqastinkovih rozrahunkah v eksponentnomu bazis˛ [33]. Odnak pri vikoristann˛ İaussovogo var˛fflc˛ȷnogo bazisu, de rozkid optimal~nih znaqen~ parametr˛v ‚ dosit~ velikim ˛ r˛zko zrosta‚ z˛ zb˛l~xennfflm k˛l~kosti bazisnih funkc˛ȷ, vib˛r p˛drffld us˛h nel˛n˛ȷnih prametr˛v ne efektivniȷ. V˛n ne zabezpequ‚ neobh˛dnoÝ xvidkosti zb˛ınosti ˛ potrebu‚ rozrahunk˛v u velikih bazisah, wo svo‚ qergo moıe stvoriti problemi z qisel~no nest˛ȷk˛st rozrahunk˛v. Takiȷ spos˛b pri rozrahunkah u İaussovomu bazis˛ potrebu‚ sutt‚- voÝ modif˛kac˛Ý.

Drugiȷ moıliviȷ spos˛b viboru nel˛n˛ȷnih var˛fflc˛ȷnih parametr˛v polfflga‚ u znahodıenn˛ m˛n˛mumu odnoqasno za vs˛ma parametrami. Povna optim˛zac˛ffl, hoqa ȷ dozvolffl‚ oderıati rezul~tat z pevno toqn˛st za m˛n˛mal~no moılivoÝ rozm˛rnosti bazisu, prote natraplffl‚ na znaqn˛ trudnow˛ pri neobh˛dnost˛ otrimati preciz˛ȷn˛ rezul~tati. Po–perxe, ce dosit~ velik˛ zatrati maxinnogo qasu dlffl rozrahunk˛v nav˛t~ pri ne duıe velikih K. Po–druge, z rostom K sil~no uskladn‚t~sffl rel~‚f efektivnogo funkc˛- onala enerİ˛Ý ˛, fflk pravilo, z’fflvlffl‚t~sffl velika k˛l~- k˛st~ lokal~nih m˛n˛mum˛v u prostor˛ nel˛n˛ȷnih parametr˛v.

Znahodıennffl İlobal~nogo abo hoqa b prosto dostatn~o glibokogo m˛n˛mumu sta‚ z rozxirennfflm bazisu vse skladn˛xim. Zokrema v testah, fflk˛ mi provodili dlffl sistem tr~oh İrav˛tuqih qastinok, dosfflgnennffl K ∼ 12-15 vimagalo vıe znaqnih zusil~, hoqa v˛dpov˛dna k˛l~k˛st~ nel˛n˛ȷnih parametr˛v funkc˛onala stanovit~ 36–45 ˛ ne ‚ duıe veliko. Taka k˛l~- k˛st~ bazisnih funkc˛ȷ nedostatnffl dlffl preciz˛ȷnih rozrahunk˛v u rozglffldan˛ȷ zadaq˛. Vodnoqas dlffl ˛nxih zadaq, zokrema ffldernih, povna m˛n˛m˛zac˛ffl moıe buti doc˛l~no [14,15].

Okr˛m togo, dlffl zbudıenih stan˛v pri m˛n˛m˛zac˛Ý qasto vinika‚ problema “zlipannffl” okremih funkc˛ȷ, tobto defflk˛ bazisn˛ funkc˛Ý stat~ maȷıe l˛n˛ȷno zaleınimi. Take “zlipannffl” privodit~ do maȷıe virodıenosti matric˛ perekrittffl S z (3) ˛, fflk nasl˛dok, qisel~noÝ nest˛ȷkosti rozrahunku. Takim qinom, odnoqasna optim˛zac˛ffl za vs˛ma nel˛n˛ȷnimi parametrami z velikimi rozm˛rnostfflmi bazisu m˛stit~ u sob˛ qimalo problem ˛ perspektivi takogo p˛dhodu v naxomu vipadku zalixat~sffl dovol˛ primarnimi. Hoqa sl˛d v˛dznaqiti, wo ostann˛m qasom z’fflvlfflt~sffl prac˛, prisvfflqen˛ vdoskonalenn c˛‚Ý shemi [34,35]. Moılive obqislennffl İrad˛‚nta ta matric˛ Gesse fflk funkc˛ȷ nel˛n˛ȷnih parametr˛v z nevelikimi maxinnimi zatratami. Obrahunok us˛h komponent İrad˛- ‚nta potrebu‚ menxe qasu, n˛ı odnorazove obqislennffl enerİ˛Ý, a obrahunok matric˛ Gesse — takogo ı porffldku, fflk ˛ obqislennffl enerİ˛Ý. A moıliv˛st~ xvidkogo obrahunku cih veliqin znaqno priskor‚ proces poxuku m˛n˛mumu.

Tret˛m sposobom viboru nel˛n˛ȷnih var˛fflc˛ȷnih parametr˛v ‚ tak zvaniȷ stohastiqniȷ var˛fflc˛ȷniȷ metod (SVM), fflkiȷ uperxe buv zaproponovaniȷ u pracfflh [7,9]. Ceȷ metod u po‚dnann˛ z vikoristannfflm İaussovogo var˛fflc˛ȷnogo bazisu vifflvivsffl dosit~ potuınim ˛nstrumentom dlffl provedennffl rozrahunk˛v r˛znoman˛tnih sistem dek˛l~koh qastinok. Dosit~ pokazovimi v c~omu plan˛ ‚ rezul~tati prac~ [12,13], de bulo provedeno rozrahunki enerİetiqnih stan˛v defflkih ffldernih ta kulonovih sistem, wo skladat~sffl z 2–7 qastinok. Tut bazis rozxir‚t~sffl postupovo, krok za krokom. Na koınomu kroc˛, tobto pri dodavann˛ qergovogo qlena v (2), İeneru‚t~sffl M vipadkovih K–vim˛rnih toqok α^{(i)} = (a^{(i)}_1 , a^{(i)}_2 , . . . , a^{(i)}_K ) , de K — k˛l~k˛st~ nel˛n˛ȷnih var˛fflc˛ȷnih parametr˛v v odn˛ȷ bazisn˛ȷ funkc˛Ý. Dlffl koınoÝ z cih M toqok znahodit~sffl v˛dpov˛dne Ýȷ znaqennffl enerİ˛Ý. Z us˛h cih toqok–kandidat˛v zalixa‚t~sffl ta, fflka da‚ naȷb˛l~xe poniıennffl enerİ˛Ý. Analog˛qno roblfflt~sffl ȷ ˛nx˛ kroki. Funkc˛ffl rozpod˛lu dlffl İenerac˛Ý cih toqok moıe buti zadano fflkimos~ apr˛ornim qinom, vihodfflqi z f˛ziqnih m˛rkuvan~, abo konstruvatisffl v proces˛ narowuvannffl bazisu na osnov˛ rozpod˛lu naȷl˛pxih toqok, otrimanih na vs˛h poperedn˛h krokah. U princip˛, na koınomu kroc˛ moına dodavati nav˛t~ ne po odn˛ȷ funkc˛Ý, a po dek˛l~ka, hoqa zdeb˛l~xogo efektivn˛st~ metodu v˛d c~ogo zniıu‚t~sffl. Pri vikoristann˛ pod˛bnoÝ strateg˛Ý sistema sama v˛dbira‚ naȷb˛l~x p˛dhoı˛ bazisn˛ funkc˛Ý. Priqomu fflk˛st~ v˛dboru legko kontrol‚t~sffl k˛l~k˛st M vipadkovih toqok–kandidat˛v na koınomu kroc˛. Zaleıno v˛d M bude zm˛nvatis~ ȷ k˛l~k˛st~ qlen˛v u rozklad˛ (2), za nafflvnosti fflkih dosfflga‚t~sffl potr˛bna toqn˛st~. Ale zviqaȷno oblast~ dlffl manevruvannffl tut ne neobmeıena. Vikoristannffl SVM zabezpequ‚ neobh˛dnu gnuqk˛st~ ˛ dozvolffl‚ otrimuvati rezul~- tati z visoko toqn˛st v bazisah ne duıe velikoÝ rozm˛rnosti. Wopravda, ce dosfflga‚t~sffl tim, wo statistiqn˛ viprobuvannffl zd˛ȷsnt~sffl bagato raz˛v na koınomu kroc˛, dlffl qogo potr˛bno bagatorazovo rozv’fflzuvati zadaqu na vlasn˛ znaqennffl (3). Tomu dosit~ vaılivo ‚ efektivna organ˛zac˛ffl rozrahunk˛v. Ne obov’fflzkovo pri koınomu viprobuvann˛ rozv’fflzuvati c zadaqu z “nulffl”, a moına vikoristovuvati robotu, vikonanu na poperedn˛h krokah, wo da‚ sutt‚vu ekonom˛ maxinnogo qasu. U prac˛ [12] navedeno odnu z takih ekonomnih shem rozv’fflzku zadaq˛ (3). Odnak u naxih rozrahunkah mi vikoristovuvali ˛nxu shemu. U n˛ȷ potr˛bniȷ vlasniȷ vektor c znahodimo metodom zvorotnih ˛terac˛ȷ [36]

(H − ε_0S)c_{k+1} = Sc_k, (31)

de ε_0 — nabliıennffl do xukanogo vlasnogo znaqennffl. k pravilo, dostatn~o qotir~oh–p’fflti ˛terac˛ȷ (pri ne dosit~ grubomu nabliıenn˛ ε_0), tobto rozv’fflzk˛v sistemi l˛n˛ȷnih alİebriqnih r˛vnffln~ (31), wob otrimati vlasniȷ vektor z dostatn~o toqn˛st. Dlffl faktorizac˛Ý matric˛ A = H −ε_0S vikoristano trohi zm˛nenu shemu Holec~kogo [37] A = LDL^T , de L — niınffl trikutna matricffl z odiniqno d˛fflgonall, D — d˛fflgonal~na matricffl, L^T — transponovana do L matricffl. kwo koristuvatisffl takim tipom faktorizac˛Ý, to pri koınomu viprobuvann˛ ne potr˛bno zanovo faktorizuvati matric A, a lixe neobh˛dno znaȷti ostann str˛qku matric˛ L. Ce potrebu‚ ∼ K^2 operac˛ȷ, tod˛ fflk povna faktorizac˛ffl potrebu‚ ∼ K^3 operac˛ȷ (K — porffldok matric~). Znahodıennffl vlasnogo vektora za dopomogo zvorotnih ˛terac˛ȷ (31) teı potrebu‚ ∼ K^2 operac˛ȷ.

U naxih rozrahunkah mi zupinilisffl na vikoristann˛ SVM, fflk na naȷefektivn˛xomu metod˛. Ce dozvolilo nam otrimati z visoko toqn˛st rezul~- tati, fflk˛ v ˛nxih shemah navrffld qi mogli b buti dosfflgnut˛. Rozpod˛l nel˛n˛ȷnih var˛fflc˛ȷnih parametr˛v mi buduvali takim qinom, wo gustina ȷmov˛rnosti na N +1–mu kroc˛ mala viglffld takoÝ sumi K–vim˛rnih normal~nih rozpod˛l˛v:

P (a_1, a_2, . . . , a_K) = 1 N N∑ i=1 K∏ j=1 1 √ 2π(σ^{(i)}_j )^2

× exp − 1 2 ( a_j − μ^{(i)}_j σ^{(i)}_j )2 , (32)

de v rol˛ matematiqnogo oq˛kuvannffl μ^{(i)}_j vistupalo

a^{(i)}_j — znaqennffl j–go nel˛n˛ȷnogo parametra funkc˛Ý, pri‚dnanoÝ do bazisu na i–mu kroc˛ metodu. V˛dpov˛dnu dispers˛ zdeb˛l~xogo teı brali r˛vno c˛ȷ veliqin˛: σ^{(i)}_j = a^{(i)}_j . Wopravda, za takim zakonom dekoli moıut~ İeneruvatisffl toqki, wo ne zadovol~- nfflt~ umovu, zg˛dno z fflko bazisna funkc˛ffl ma‚ buti kvadratiqno ˛nteİrovno. Ale takih toqok İeneru‚- t~sffl zagalom nebagato, ˛ voni odrazu v˛dkidalisffl fflk nekorektn˛.

Perx n˛ı fflk bezposeredn~o provoditi var˛fflc˛ȷn˛ rozrahunki, neobh˛dno obqisliti matriqn˛ elementi perekrittffl k˛netiqnoÝ ȷ potenc˛ffll~noÝ enerİ˛Ý, a takoı tih veliqin, seredn˛ znaqennffl fflkih treba znaȷti, na elementarnih bazisnih funkc˛fflh (5). vn˛ virazi dlffl b˛l~xosti potr˛bnih matriqnih element˛v dlffl N qastinok moına legko otrimati ˛ znaȷti v l˛teratur˛ [10,34]. Tak, dlffl matriqnogo elementa perekrittffl v˛dpov˛dniȷ viraz ‚ takim:

⟨ϕ_i|ϕ_j⟩ = π^{3(N−1)/2} D^{3/2} , (33)

de D — determ˛nant (N − 1) × (N − 1) matric˛ B, wo dlffl sistemi tr~oh qastinok ma‚ viglffld

B^{(3)} = ( a_{12}+a_{13} −a_{12} −a_{12} a_{12}+a_{23} ) , (34)

a dlffl sistemi qotir~oh qastinok

B^{(4)} = a_{12} +a_{13} +a_{14} −a_{12} −a_{13} −a_{12} a_{12}+a_{23} +a_{24} −a_{23} −a_{13} −a_{23} a_{13}+a_{23} +a_{34} ,

(35)

de a_{kl} = a^i_{kl} + a^j_{kl} .

Matriqniȷ element dov˛l~noÝ funkc˛Ý f, wo zaleıit~ v˛d modulffl pevnoÝ m˛ıqastinkovoÝ v˛dstan˛ r_{kl}, obqisl‚t~sffl za formulo [10]

⟨ϕ_i|f(r_{kl})|ϕ_j⟩ = ⟨ϕ_i|ϕ_j⟩ 4 √ π ∞∫ 0 f ( t √ D_{kl}/D ) e^{−t2} t^2dt , (36) tut D_{kl} ≡ ∂D/∂a_{kl}. Dlffl matriqnogo elementa operatora k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý

K = − 1 2 N∑ s=1 Δ_s

viraz ma‚ takiȷ viglffld:

⟨ϕ_i|K|ϕ_j⟩ = ⟨ϕ_i|ϕ_j⟩ 3 2D N∑ k,l,s=1 a^i_{ks}a^j_{ls}(D_{ks} + D_{ls} − D_{kl}) . (37)

III. REZUL^TATI ROZRAHUNK¨V Z VISOKO“ TOQN¨ST“ SISTEMI TR^OH ŢRAV¨TU“QIH QASTINOK

Dlffl sistemi tr~oh totoınih İrav˛tuqih qastinok z gam˛l~ton˛fflnom (7) mi rozglfflnuli stani z us˛ma moılivimi tipami simetr˛Ý hvil~ovoÝ funkc˛Ý stosovno perestanovki qastinok: povn˛st simetriqn˛ (bozoni), z prom˛ıno simetr˛‚ ta povn˛st antisimetriqn˛ (ferm˛oni). Cim simetr˛fflm wodo grupi perestanovok v˛dpov˛dat~ shemi “nga [3], [21], [1^3]. k˛sna kartina roztaxuvannffl diskretnih enerİetiqnih r˛vn˛v taka: oblast~ dodatnih enerİ˛ȷ, a takoı v˛d’‚mn˛ enerİ˛Ý viwe v˛d porogovih znaqen~ enerİ˛ȷ zv’fflzanih stan˛v dvoh qastinok naleıat~ do suc˛- l~nogo spektra, a diskretn˛ r˛vn˛ roztaxovut~sffl niıqe v˛d dvoqastinkovih porog˛v (dlffl simetriqnih stan˛v ta stan˛v z prom˛ıno simetr˛‚ por˛g stanovit~ −1/4, a dlffl antisimetriqnih — −1/16) ˛ monotonno zguwut~sffl za kulon˛vs~kim zakonom (14) poblizu nih. k˛sniȷ anal˛z u rozd˛l˛ I pokazu‚, wo u vs˛h vipadkah ˛snu‚ nesk˛nqenna k˛l~k˛st~ diskretnih r˛vn˛v.

Dlffl provedennffl rozrahunk˛v stan˛v z pevno simetr˛‚ neobh˛dno vikoristovuvati bazisn˛ funkc˛Ý, wo peretvort~sffl za nezv˛dnimi predstavlennfflmi grupi perestanovok Π_3. C˛ bazisn˛ funkc˛Ý otrimut~ z elementarnih bazisnih funkc˛ȷ ϕ_i z (5) tak:

φ_i = (1 + P_{13} + P_{23})(1 + P_{12})ϕ_i

— dlffl povnosimetriqnih stan˛v ta

φ_i = (1 − P_{13} − P_{23})(1 − P_{12})ϕ_i

— dlffl antisimetriqnih stan˛v. Tut P_{kl} — operator perestanovki k–Ý ta l–Ý qastinok. U vipadku prom˛ınoÝ simetr˛Ý (shema “nga [21]) bazisn˛ funkc˛Ý ‚ dvokomponentnimi:

φ_i =

(1 − P_{12})(1 + P_{23})ϕ_i 1 √ 3 (1 + P_{12})(1 + P_{23} − 2P_{13})ϕ_i . (38)

Zauvaıimo, wo moına pobuduvati takoı ˛nx˛ ekv˛- valentn˛ predstavlennffl dlffl zm˛xanoÝ simetr˛Ý z˛ shemo “nga [21], v˛dm˛nn˛ v˛d (38).

Stan E ΔE ⟨r_{ij}⟩ ⟨r^2_{ij}⟩ osnovniȷ −1.07177937297 2·10^{−11} 1.994120 5.101105 1–ȷ zbudı. −0.57449221540 4·10^{−10} 4.412716 25.26212 2–ȷ zbudı. −0.39381649823 1·10^{−9} 8.096199 90.15719 3–ȷ zbudı. −0.33082419747 9·10^{−9} 13.45114 265.2974 4–ȷ zbudı. −0.30199256558 3·10^{−8} 20.27769 627.9502 5–ȷ zbudı. −0.28625287533 2·10^{−7} 28.60918 1281.222

Tablicffl 2. Rezul~tati rozrahunku enerİ˛Ý ta m˛ıqastinkovih v˛dstaneȷ dlffl sistemi tr~oh totoınih İrav˛tuqih bozon˛v z nul~ovim povnim momentom za stohastiqno shemo (rozm˛rn˛st~ bazisu — 300 funkc˛ȷ).

Stan E ΔE ⟨r_{ij}⟩ ⟨r^2_{ij}⟩ osnovniȷ −0.4528869754 3·10^{−10} 5.641768 41.98945 1–ȷ zbudı. −0.3595387446 4·10^{−9} 9.968919 142.8359 2–ȷ zbudı. −0.3167897461 6·10^{−9} 15.84655 378.5920 3–ȷ zbudı. −0.2947441034 1·10^{−7} 23.24462 838.6774 4–ȷ zbudı. −0.2820102558 1·10^{−6} 32.14990 1634.279 5–ȷ zbudı. −0.2740165869 3·10^{−6} 42.55833 2899.067

Tablicffl 3. Rezul~tati rozrahunku enerİ˛Ý ta m˛ıqastinkovih v˛dstaneȷ z prom˛ıno simetr˛‚ [21] dlffl sistemi tr~oh İrav˛tuqih qastinok z nul~ovim povnim momentom za stohastiqno shemo (rozm˛rn˛st~ bazisu — 300 funkc˛ȷ).

Stan E ΔE ⟨r_{ij}⟩ ⟨r^2_{ij}⟩ osnovniȷ −0.127544520838 5·10^{−12} 17.79754 400.3189 1–ȷ zbudı. −0.107698371021 7·10^{−12} 24.74575 828.6225 2–ȷ zbudı. −0.095065919047 4·10^{−11} 33.34761 1574.868 3–ȷ zbudı. −0.086952266946 3·10^{−10} 43.56048 2778.382 4–ȷ zbudı. −0.081502976958 5·10^{−9} 55.30590 4591.176 5–ȷ zbudı. −0.077681565396 3·10^{−8} 68.56575 7189.634

Tablicffl 4. Rezul~tati rozrahunku enerİ˛Ý ta m˛ıqastinkovih v˛dstaneȷ dlffl sistemi tr~oh totoınih İrav˛tuqih bezsp˛novih ferm˛on˛v (antisimetriqn˛ stani) z nul~ovim povnim momentom za stohastiqno shemo (rozm˛rn˛st~ bazisu dlffl osnovnogo stanu — 200 funkc˛ȷ, dlffl perxogo zbudıenogo — 250, dlffl vs˛h ˛nxih — 300 funkc˛ȷ).

Ris. 1. Rozpod˛li gustini qastinok dlffl sistemi tr~oh İrav˛tuqih bozon˛v: a)–f) v˛dpov˛dno dlffl osnovnogo ta perxih p’fflti zbudıenih stan˛v. Suc˛l~n˛ kriv˛ — visokotoqn˛ var˛fflc˛ȷn˛ rozrahunki, xtrihovan˛ kriv˛ — klasterne bezpolfflrizac˛ȷne nabliıennffl.

Dlffl vs˛h tr~oh tip˛v simetr˛ȷ mi proveli rozrahunok osnovnogo ta perxih p’fflti zbudıenih stan˛v z nul~ovim orb˛tal~nim momentom (nagada‚mo, wo dlffl koınoÝ z simetr˛ȷ enerİetiqniȷ spektr bezmeıniȷ). Dlffl dosfflgnennffl priȷnffltnoÝ toqnosti vifflvilosffl dostatn˛m obmeıitisffl k˛l~k˛st bazisnih funkc˛ȷ φ_i, wo dor˛vn‚ K = 300. A dlffl osnovnogo ta perxogo zbudıenogo stanu z povn˛st antisimetriqno hvil~ovo funkc˛‚ qerez tehn˛qn˛ priqini (dosfflgnuta toqn˛st~ meıu‚ z pohibkami maxinnoÝ arifmetiki ta matriqnih obqislen~) mi obmeıilisffl nav˛t~ K = 200 ta K = 250 bazisnimi funkc˛fflmi v˛dpov˛dno. Okr˛m enerİ˛Ý zv’fflzku, buli rozrahovan˛ seredn˛ m˛ıqastinkov˛ v˛dstan˛, seredn˛ kvadrati m˛ıqastinkovih v˛dstaneȷ ta ˛nx˛ vaıliv˛ harakteristiki. Enerİetiqn˛ r˛vn˛ ta seredn˛ v˛dstan˛ naveden˛ v tablicfflh 2, 3 ta 4 v˛dpov˛dno dlffl povn˛st simetriqnih stan˛v, stan˛v z prom˛ıno simetr˛‚ ta antisimetriqnih stan˛v. Mi navodimo takoı oc˛nku znaqen~ pohibok, otrimanih dlffl enerİ˛ȷ rezul~tat˛v. Zaznaqimo, wo zb˛ın˛st~ znaqen~ enerİ˛Ý z˛ zb˛l~xennfflm k˛l~kosti vrahovuvanih bazisnih funkc˛ȷ, osoblivo dlffl osnovnogo stanu, ‚ dostatn~o xvidko. Dlffl antisimetriqnih stan˛v xvidk˛st~ zb˛ınosti ‚ nav˛t~ trohi b˛l~xo, n˛ı dlffl simetriqnih — dlffl antisimetriqnih funkc˛ȷ ne vaıliva Ýhnffl poved˛nka v okol˛ toqok poparnih z˛tknen~ qastinok, bo voni tam zanulfflt~sffl. A simetriqn˛ funkc˛Ý v okol˛ cih toqok dosfflgat~ maksimumu, ˛ taka oblast~ pri rozrahunkah z duıe veliko toqn˛st v˛d˛gra‚ pevnu rol~, osk˛l~ki v cih toqkah toqna funkc˛ffl ma‚ gostriȷ maksimum (ma‚- t~sffl na uvaz˛ maksimum po odn˛ȷ zm˛nn˛ȷ). U cih toqkah ˛stinna hvil~ova funkc˛ffl ma‚ “zagostrennffl” (zaleıit~ l˛n˛ȷno v˛d r), a İaussoÝdi (fflk funkc˛Ý r^2), za dopomogo fflkih vona budu‚t~sffl, — n˛. Tomu ce ȷ viklika‚ defflke upov˛l~nennffl zb˛ınosti, bo do bazisu p˛d qas ȷogo pobudovi neobh˛dno qas v˛d qasu vklqati vse b˛l~xe δ–pod˛bnih İaussoÝd z duıe malimi rad˛usami. Zb˛ın˛st~ rezul~tat˛v z˛ zb˛l~xennfflm k˛l~kosti bazisnih funkc˛ȷ K pri vikoristann˛ SVM ‚ b˛l~x–menx monotonno. Ce dozvolffl‚ provesti ekstrapolfflc˛ otrimanih znaqen~ enerİ˛Ý E(K) na vipadok K → ∞ za defflko dostatn~o rozumno asimptotiqno formulo. Moına spod˛vatisffl, wo za takimi formulami ‚ moıliv˛st~ hoqa b oc˛niti porffldok r˛znic˛ m˛ı toqnim znaqennfflm ta var˛fflc˛ȷnim nabliıennfflm. U naxih oc˛nkah mi vikoristovuvali prostu formulu [33]

E(K) = E(∞) + α K^γ , (39)

de E(∞) — toqne znaqennffl enerİ˛Ý, α ta γ — konstanti, fflk˛ ne zaleıat~ v˛d K. Viprobuvannffl formuli (39) na priklad˛ sistemi e^+e^−e^−, dlffl fflkoÝ znaqennffl enerİ˛Ý zv’fflzku v˛dome z ekstremal~no visoko toqn˛st [38], sv˛dqat~, wo taka oc˛nka d˛ȷsno da‚ pravdopod˛bn˛ znaqennffl pohibki rozrahunku enerİ˛Ý (ma‚t~sffl na uvaz˛ porffldok veliqini). Tomu v tablicfflh 2, 3 ta 4 mi porffld z var˛fflc˛ȷnim znaqennfflm enerİ˛Ý navodimo zroblen˛ viwe vkazanim qinom oc˛nki veliqini ΔE = E(K_{max}) − E(∞), wo ‚ absoltno pohibko rozrahunku. k ˛ sl˛d bulo oq˛kuvati, naȷb˛l~xa toqn˛st~ pri zadan˛ȷ k˛l~kost˛ bazisnih funkc˛ȷ dosfflga‚t~sffl dlffl osnovnogo stanu, a naȷmenxa — dlffl naȷb˛l~x zbudıenogo. Ce pov’fflzano z tim, wo hvil~ova funkc˛ffl visokozbudıenih stan˛v uskladn‚- t~sffl, u neÝ z’fflvlfflt~sffl nov˛ oscilfflc˛Ý, ˛ dlffl Ýh opisu neobh˛dno vrahuvati vse b˛l~xu k˛l~k˛st~ bazisnih funkc˛ȷ. Nax˛ rezul~tati ‚ sutt‚vo toqn˛ximi, n˛ı rezul~tati, naveden˛ v pracfflh [12,32] dlffl osnovnogo simetriqnogo stanu tr~oh İrav˛tuqih qastinok, ta rezul~tati z prac˛ [6] dlffl osnovnogo ˛ perxih tr~oh zbudıenih stan˛v, fflk simetriqnih, tak ˛ antisimetriqnih. U prac˛ [6] zaproponovano noviȷ, dostatn~o un˛versal~niȷ oriİ˛nal~niȷ optim˛zac˛ȷniȷ p˛dh˛d, wo vstanovl‚ konf˛İurac˛ȷnu ˛‚rarh˛ sered bazisnih funkc˛ȷ tr~oh qastinok. Nezvaıaqi na te wo provedeno v˛db˛r naȷ˛stotn˛xih oscilffltornih bazisnih funkc˛ȷ do İlobal~nogo momentu K = 24 ˛ pri c~omu dosfflgnuto zb˛ınosti (bula dosfflgnuta principovo l˛pxa toqn˛st~, n˛ı pri standartnomu vrahuvann˛ vs˛h p˛drffld oscilffltornih funkc˛ȷ do zadanoÝ rozm˛rnosti), use ı toqn˛st~ cih rozrahunk˛v vifflvilas~ nevisoko. NevisokoÝ toqnosti dosfflga‚t~sffl ˛ v metod˛ g˛persferiqnih funkc˛ȷ, fflkwo vrahovuvati t˛l~ki İlobal~niȷ moment do K = 24. Nax˛ rezul~- tati fflk za prostoto, tak ˛ toqn˛st vikonannffl mat~ sutt‚v˛ perevagi.

Dlffl sistemi tr~oh qastinok buli vikonan˛ z visoko toqn˛st rozrahunki osnovnih f˛ziqnih harakteristik, wo viznaqat~sffl qerez otriman˛ hvil~ov˛ funkc˛Ý. Zokrema, ce rozpod˛l gustini qastinok u sistem˛ centra mas

ρ_k(r) = ⟨ψ|δ(r − r_k + R)|ψ⟩ , (40)

tut k — nomer qastinki, R — koordinata centra mas, a ψ — normovana na odinic hvil~ova funkc˛ffl v˛dpov˛dnogo stanu. Dlffl nul~ovogo orb˛tal~nogo momentu rozpod˛l gustini ‚ sferiqno–simetriqno funkc˛‚. Dlffl totoınih qastinok rozpod˛li (40) z r˛znim k zb˛gat~sffl. Graf˛ki rozpod˛l˛v gustin dlffl vs˛h rozrahovanih povnosimetriqnih stan˛v navedeno na ris. 1, a dlffl antisimetriqnih stan˛v — na ris. 2. Dlffl b˛l~x naoqnogo zobraıennffl cih veliqin mi poda‚mo Ýhn˛ graf˛ki domnoıenimi na r^2, wo bezposeredn~o viznaqa‚ ȷmov˛rn˛st~ znahodıennffl qastinki na v˛dstan˛ r v˛d centra mas sistemi. Na ris. 1 odnoqasno z “toqnimi” rozpod˛lami gustini bozon˛v naveden˛ takoı analog˛qn˛ zaleınost˛ klasternogo bezpolfflrizac˛ȷnogo nabliıennffl (dlffl b˛l~xoÝ naoqnosti koınomu stanov˛ v˛dvedeno okremiȷ malnok). Ostann˛ podan˛ fflk userednen˛ za vs˛ma tr~oma qastinkami ρ(r) = 1 3 3∑ k=1 ρ_k(r) , osk˛l~ki klasterna funkc˛ffl (8) ne vrahovu‚ totoınosti vs˛h qastinok. Graf˛ki rozpod˛l˛v dlffl stan˛v ˛z simetr˛‚ [21] qerez obmeıeniȷ obsfflg statt˛ mi ne navodimo.

Ris. 2. Rozpod˛li gustini qastinok v antisimetriqnih stanah: a) suc˛l~na kriva — osnovniȷ stan, xtrihovana — 1–ȷ zbudıeniȷ, xtrih–punktirna — 2–ȷ zbudıeniȷ stan; b) suc˛l~na kriva — 3–ȷ zbudıeniȷ, xtrihovana — 4–ȷ zbudıeniȷ, xtrih–punktirna — 5–ȷ zbudıeniȷ stan.

Ris. 3. Formfaktori dlffl sistemi tr~oh İrav˛tuqih bozon˛v: 0 — osnovniȷ stan, 1 – 5 — v˛dpov˛dno 1 – 5–ȷ zbudıen˛ stani.

Wodo navedenih rozpod˛l˛v gustini v˛dznaqimo, po–perxe, wo dlffl koınogo nastupnogo stanu v rozpod˛lah profflvlffl‚t~sffl nova oscilfflc˛ffl — ce pov’fflzano z harakterno oscilqo strukturo hvil~ovih funkc˛ȷ dlffl r˛znih stan˛v tipu

Ψ_n ≈ Φ(−n, 3; ρ^2)e^{−ρ2/2}

(tut n — nomer zbudıenogo stanu, Φ — virodıena g˛pergeometriqna funkc˛ffl; taka hvil~ova funkc˛ffl ‚ toqno dlffl triqastinkovoÝ zadaq˛ garmon˛qnih oscilffltor˛v) za kvadratom İlobal~nogo rad˛usa. Po– druge, dlffl visokozbudıenih r˛vn˛v protfflın˛st~ rozpod˛l˛v znaqno zb˛l~xu‚t~sffl ˛ profflvlffl‚t~sffl efekt perifer˛ȷnogo “galo”. Po–tret‚, v antisimetriqnih stanah uıe dlffl osnovnogo stanu prisutnffl odna oscilfflc˛ffl. Ostann‚ pov’fflzano z tim, wo antisimetriqna hvil~ova funkc˛ffl nav˛t~ ne ‚ znakostalo u vs~omu prostor˛ — ma‚ harakternu poved˛nku oscilffltornih funkc˛ȷ

Ψ^{(a)} ≈ (r^2_1 − r^2)(r^2_1 − r^2_3)(r^2 − r^2_3)e^{−ρ2 /2} , (41)

˛ tomu rozpod˛l gustini qastinok, fflkiȷ ‚ ÝÝ userednennfflm, teı ma‚ skladn˛xu strukturu. Rozpod˛l gustini dlffl osnovnogo stanu sistemi z˛ shemo “nga [21] ma‚ prom˛ıniȷ harakter (qerez ekonom˛ m˛scffl mi ne poda‚mo cih rezul~tat˛v) m˛ı analog˛qnimi zaleınostfflmi dlffl simetriqnih ta antisimetriqnih stan˛v. k ˛ u vipadku povnosimetriqnogo stanu, ma‚mo lixe odin maksimum na graf˛ku r^2ρ(r) dlffl naȷniıqogo stanu, ale ceȷ rozpod˛l ne ‚ monotonno spadaqim na graf˛ku ρ(r), a ma‚ nevelikiȷ proval na poqatku koordinat. Rozpod˛l ıe “bezsp˛novih” ferm˛on˛v na graf˛ku ρ(r) uzagal˛ zanulffl‚t~sffl na poqatku koordinat (nasl˛dok povnoÝ antisimetriqnosti hvil~ovoÝ funkc˛Ý (41)). Z˛ zrostannfflm zbudıennffl dlffl vs˛h tip˛v simetr˛Ý hvil~ovoÝ funkc˛Ý zb˛l~xu‚t~sffl ˛ k˛l~- k˛st~ oscilfflc˛ȷ u rozpod˛l˛, wo prirodno v˛dobraıa‚ fakt zb˛l~xennffl oscilfflc˛ȷ u samoÝ hvil~ovoÝ funkc˛Ý. Rozpod˛l qastinok dlffl p’ffltogo zbudıenogo stanu, osoblivo dlffl sistemi “bezsp˛novih” ferm˛on˛v, ma‚ vıe dostatn~o skladniȷ viglffld.

Por˛vnfflnnffl krivih dlffl rozpod˛l˛v qastinok sistemi bozon˛v na ris. 1 z analog˛qnimi krivimi, zdobutimi u klasternomu bezpolfflrizac˛ȷnomu nabliıenn˛, govorit~ pro te, wo dlffl osnovnogo stanu c˛‚Ý sistemi klasterne nabliıennffl we pogane. Ale dlffl p’ffltogo zbudıenogo stanu kriv˛ vıe dosit~ nepogano uzgodıut~sffl. Kriva v klasternomu nabliıenn˛ dlffl visokozbudıenih stan˛v dosit~ garno pereda‚ vs˛ oscilfflc˛Ý toqnoÝ v˛dpov˛d˛. V˛dm˛nn˛st ‚ te, wo vona trohi roztfflgnuta v b˛k b˛l~xih v˛dstaneȷ.

Ris. 4. Parn˛ korelfflc˛ȷn˛ funkc˛Ý dlffl sistemi tr~oh İrav˛tuqih bozon˛v (poznaqennffl analog˛qn˛ do ris. 1).

Osoblivo tonk˛ detal˛ odnoqastinkovih rozpod˛l˛v gustini profflvlfflt~sffl u formfaktorah, fflk˛ ‚ komponentami Fur’‚ v˛d rozpod˛l˛v

F (q) = ∫ drρ(r) exp(iqr) /∫ drρ(r) . (42)

Na ris. 3 zobraıen˛ formfaktori dlffl povnosimetriqnih stan˛v. V˛dznaqimo, wo dlffl kvadrat˛v peredanih ˛mpul~s˛v, fflk˛ ne pom˛stilisffl na ris. 3, formfaktori F (q^2) monotonno spadat~ do nulffl ˛ v˛dsutn˛ hoq fflk˛s~ nereİulfflrnost˛. Pri c~omu dlffl b˛l~x zbudıenih stan˛v spadannffl formfaktor˛v z˛ zrostannfflm q^2 v˛dbuva‚t~sffl xvidxe, dlffl malih ıe q^2 dlffl b˛l~x zbudıenih stan˛v formfaktori spadat~ menxe, osk˛l~ki rozm˛ri sistemi zrostat~ dlffl viwih zbudıenih stan˛v. Osnovnomu stanov˛ (kriva 0 na ris. 3) v˛dpov˛da‚ monotonno spadaqiȷ formfaktor, dlffl perxogo ˛ drugogo zbudıenih stan˛v (kriv˛ 1,2) F (q^2) dodatn˛, ale mat~ defflk˛ neznaqn˛ nereİulfflrnost˛ dlffl v˛dnosno velikih q^2, dlffl tret~ogo zbudıenogo stanu F (q^2) ma‚ dva nul˛ dlffl menxih q^2 ˛ odnu nereİulfflrn˛st~ dlffl b˛l~xih q^2, dlffl nastupnih zbudıenih stan˛v z’fflvlfflt~sffl we pari nul˛v dlffl menxih q^2 ˛ nov˛ nereİulfflrnost˛ dlffl b˛l~xih q^2. Us˛ osoblivost˛ formfaktor˛v dosit~ t˛sno korelt~ z v˛dpov˛dnimi oscilfflc˛fflmi rozpod˛l˛v ˛ v˛dobraıat~ klasterniȷ harakter v˛dpov˛dnih stan˛v ta perifer˛ȷniȷ efekt “galo”. P˛dkreslimo, wo v povnosimetriqnih stanah nul˛ formfaktor˛v zavıdi z’fflvlfflt~sffl parami ˛ dlffl velikih peredanih ˛mpul~s˛v us˛ formfaktori dodatn˛. Wo stosu‚t~sffl formfaktor˛v v antisimetriqnih stanah ta stanah prom˛ınoÝ simetr˛Ý tr~oh qastinok (rozrahunki formfaktor˛v buli vikonan˛ dlffl vs˛h perxih xesti stan˛v), to v˛dznaqimo, wo k˛l~k˛st~ nul˛v u nih zavıdi neparna — odin nul~ z’fflvlffl‚t~sffl za rahunok zanulennffl hvil~ovoÝ funkc˛Ý na malih v˛dstanfflh nav˛t~ v osnovnomu stan˛. Po–druge, kr˛m nul˛v, formfaktori mat~ dodatkovo we dosit~ pom˛tn˛ nereİulfflrnost˛, fflk˛ profflvlfflt~sffl, v osnovnomu, pri menxih q^2. Po–tret‚, para nul˛v formfaktor˛v dlffl b˛l~xih zbudıen~ v˛dokreml‚t~sffl ˛ peresuva‚t~sffl do malih q^2, wo pov’fflzano z profflvom klasternoÝ strukturi zbudıenih stan˛v ta perifer˛ȷnim efektom “galo”.

Znaqniȷ ˛nteres takoı stanovit~ parna korelfflc˛ȷna funkc˛ffl

g_{kl}(r) = ⟨ψ|δ(r − r_{kl})|ψ⟩. (43) Vona viznaqa‚ ȷmov˛rn˛st~ znahodıennffl k–Ý ta l–Ý qastinok na v˛dstan˛ r m˛ı sobo. Dlffl stan˛v z nul~ovim orb˛tal~nim momentom parna korelfflc˛ȷna funkc˛ffl, fflk ˛ gustina rozpod˛lu, ‚ sferiqno simetriqno. C˛ rozrahovan˛ tut veliqini zobraıen˛ na ris. 4 ta 5 v˛dpov˛dno dlffl sistemi tr~oh İrav˛tuqih bozon˛v ta tr~oh İrav˛tuqih “bezsp˛novih” ferm˛on˛v. Dlffl bozon˛v mi takoı navodimo dlffl por˛vnfflnnffl na ris. 4 parn˛ korelfflc˛ȷn˛ funkc˛Ý, zdobut˛ u klasternomu bezpolfflrizac˛ȷnomu nabliıenn˛ ȷ userednen˛ po vs˛h parah qastinok

g(r) = g_{12}(r) + g_{13}(r) + g_{23}(r) 3 . Sl˛d v˛dznaqiti, wo z˛ zrostannfflm zbudıennffl v parnih korelfflc˛ȷnih funkc˛ȷ q˛tko v˛dokreml‚- t~sffl qastina, pov’fflzana z p˛dsistemo dvoh qastinok (utvorennffl klastera). Dlffl simetriqnih stan˛v ta stan˛v prom˛ınoÝ simetr˛Ý na graf˛ku prisutn˛ȷ gorb poblizu poqatku koordinat, fflkiȷ z rostom zbudıennffl stab˛l˛zu‚t~sffl v rozm˛rah ˛ dlffl 3–go, 4–go ta 5–go zbudıenogo stan˛v uıe praktiqno ne zm˛n‚ svo‚Ý formi. U klasternomu bezpolfflrizac˛ȷnomu nabliıenn˛ ceȷ gorb opisu‚t~sffl zaleın˛st

r^2g_{12}(r) = r^2 e^{−r} 8π . Na ris. 4 vidno, wo v d˛lfflnc˛ c~ogo gorba “toqna” var˛fflc˛ȷna kriva zb˛ga‚t~sffl z klasterno.

Ris. 5. Parn˛ korelfflc˛ȷn˛ funkc˛Ý v antisimetriqnih stanah (poznaqennffl analog˛qn˛ do ris. 2).

Mi rozrahuvali rozpod˛l za ˛mpul~sami (v sistem˛ centra mas)

n_k(p) = ⟨ψ_p|δ(p − p_k)|ψ_p⟩ . (44)

Tut k — nomer qastinki, a ψ_p — hvil~ova funkc˛ffl v ˛mpul~snomu predstavlenn˛. Viznaqennffl rozpod˛lu za ˛mpul~sami (44) moıe buti zvedeno do standartnogo viznaqennffl ˛mpul~snogo rozpod˛lu qerez funkc˛ V˛İnera f(r, p). Rozpod˛l za ˛mpul~sami ‚ sferiqno simetriqnim u stanah z nul~ovim orb˛tal~nim momentom. Dlffl sistemi tr~oh İrav˛tuqih bozon˛v cffl veliqina zobraıena na ris. 6. Harakterno osobliv˛st ˛mpul~snih rozpod˛l˛v dlffl zbudıenih stan˛v ‚ pofflva oscilfflc˛ȷ, fflk˛ z rostom zbudıennffl zb˛l~- xut~sffl za ampl˛tudo ˛ zoseredıut~sffl poblizu poqatku koordinat. Ceȷ fakt pofflsn‚t~sffl tim, wo hvil~ova funkc˛ffl zbudıenih stan˛v u konf˛İurac˛ȷnomu prostor˛ sta‚ vse protfflın˛xo za rahunok bliz~kosti do poroga (efekt tipu “galo”) ˛ ÝÝ oscilfflc˛Ý v˛dbuvat~sffl na vse b˛l~xih v˛dstanfflh. Tomu hvil~ova funkc˛ffl v ˛mpul~snomu predstavlenn˛ z rostom zbudıennffl vse b˛l~xe zoseredıu‚t~sffl v nul˛, de ȷ oscil‚.

Principovih v˛dm˛nnosteȷ v ˛mpul~snih rozpod˛l˛v dlffl sistem ferm˛on˛v ta prom˛ınoÝ simetr˛Ý v˛d bozonnih nema‚. V˛dznaqimo, wo vıe dlffl osnovnogo antisimetriqnogo stanu sistemi rozpod˛l za ˛mpul~sami ne ‚ monotonnim, a ma‚ na graf˛ku, de v˛dkladeno p^2n(p), dva maksimumi. Kr˛m togo, k˛l~k˛st~ oscilfflc˛ȷ v ˛mpul~snih rozpod˛lah dlffl sistem z prom˛ıno simetr˛‚ ta ferm˛on˛v na odnu–tri b˛l~xe, n˛ı dlffl takih samih za nomerom zbudıennffl stan˛v dlffl sistemi bozon˛v.

IV. REZUL^TATI ROZRAHUNK¨V SISTEMI QOTIR^OH QASTINOK

Sistema qotir~oh qastinok harakterizu‚t~sffl we tr~oma dodatkovimi stupenfflmi v˛l~nosti (vs~ogo 6), ˛ v bagat~oh metodah ce qasto prizvodit~ do nepom˛rno velikogo zrostannffl ob’‚mu obqislen~. Var˛fflc˛ȷniȷ metod ‚ odnim z nebagat~oh, de c˛ trudnow˛ hoqa ˛ vinikat~, prote Ýh zrostannffl z˛ zb˛l~xennfflm k˛l~kosti qastinok v˛dbuva‚t~sffl znaqno pov˛- l~n˛ximi tempami, n˛ı v ˛nxih metodah. Osoblivo efektivnim ‚ zastosuvannffl metodiki stohastiqnogo var˛fflc˛ȷnogo metodu (SVM) do takih rozrahunk˛v. Z vikoristannfflm c˛‚Ý metodiki mi proveli rozrahunki zv’fflzanih stan˛v qotir~oh totoınih İrav˛tuqih qastinok z povn˛st simetriqnimi za perestanovkami qastinok stanami (bozon˛v) z nul~ovim orb˛tal~nim momentom.

Ris. 6. ¨mpul~sn˛ rozpod˛li dlffl sistemi tr~oh İrav˛tuqih bozon˛v: a)–f) v˛dpov˛dno dlffl osnovnogo ta perxih p’fflti zbudıenih stan˛v.

Varto v˛dznaqiti, wo dlffl c˛‚Ý sistemi v l˛teratur˛, nask˛l~ki nam v˛domo, v˛dsutn˛ dan˛ wodo preciz˛ȷnih rozrahunk˛v nav˛t~ osnovnogo stanu, fflkwo ne brati do uvagi rezul~tat˛v prac~ [12,22]. Toqn˛st~ ıe rezul~- tat˛v u cih dvoh pracfflh ne duıe visoka.

Bazisn˛ funkc˛Ý dlffl rozrahunku povnosimetriqnih stan˛v mat~ takiȷ viglffld:

φ_i = (1 + P_{14} + P_{24} + P_{34})(1 + P_{13} + P_{23})

× (1 + P_{12})ϕ_i . (45)

Sistema qotir~oh qastinok v osnovnomu stan˛ ‚ duıe sil~no zv’fflzano, nav˛t~ u por˛vnfflnn˛ z sistemami dvoh ta tr~oh qastinok. Xvidke zrostannffl enerİ˛Ý zv’fflzku v˛dobraıa‚ toȷ fakt, wo dlffl sistemi N İrav˛tuqih bozon˛v v asimptotic˛ N → ∞ spravedlive nabliıennffl samouzgodıenogo seredn~ogo polffl Gartr˛ [21,23] ˛ enerİ˛ffl osnovnogo stanu asimptotiqno toqno viznaqa‚t~sffl sp˛vv˛dnoxennfflm (16)

E_0 ∼= −s(N − 1)N^2

z s = 0.05426. Ce dlffl N = 4 da‚ znaqennffl E_0 = −2.604, wo v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d rezul~tatu z tablic˛ 5 vs~ogo na 7%. V˛dpov˛dne nabliıennffl seredn~ogo polffl dlffl rozm˛r˛v sistem da‚ porffldok

R ≈ const/(N − 1) .

Oc˛nki poloıennffl zbudıenih stan˛v N qastinok u bezpolfflrizac˛ȷnomu klasternomu nabliıenn˛, fflk ˛ dlffl tr~oh qastinok (14), dozvolfflt~ otrimati fflk˛snu kartinu roztaxuvannffl enerİetiqnogo spektra (povnosimetriqn˛ stani z nul~ovim orb˛tal~nim momentom)

E_n(N ) ∼= E_0(N − 1) −

(N − 1)^3/2N (n + 1)^2

. (46)

Tut n — nomer enerİetiqnogo r˛vnffl, a dlffl triqastinkovogo poroga E_0(3) = −1.0718 .

Ris. 7. Rozpod˛l gustini qastinok dlffl sistemi qotir~oh qastinok (povnosimetriqn˛ stani): a) suc˛l~na kriva — osnovniȷ stan, xtrihovana — 1–ȷ zbudıeniȷ, xtrih–punktirna — 2–ȷ zbudıeniȷ stan; b) suc˛l~na kriva — 3–ȷ zbudıeniȷ, xtrihovana — 4–ȷ zbudıeniȷ, xtrih–punktirna — 5–ȷ zbudıeniȷ stan.

U tablic˛ 5 naveden˛ takoı rozrahovan˛ seredn˛ m˛ıqastinkov˛ v˛dstan˛ ta seredn˛ kvadrati m˛ıqastinkovih v˛dstaneȷ. Z cih danih vidno, wo sistema qotir~oh İrav˛tuqih bozon˛v ‚ kompaktn˛xo, n˛ı v˛dpov˛dna sistema tr~oh qastinok. Seredn~okvadratiqniȷ rad˛us √ ⟨R^2⟩ = √ N − 1 2N ⟨r^2_{ij}⟩ (47)

dlffl osnovnogo simetriqnogo stanu sistemi tr~oh qastinok stanovit~ 1.304, tod˛ fflk dlffl N = 4 — vıe 1.027, wo v˛dpov˛dat~ tendenc˛Ý do kolapsu [24] z˛ zrostannfflm k˛l~kosti qastinok N .

Mi takoı proveli rozrahunok us˛h strukturnih funkc˛ȷ dlffl sistemi qotir~oh İrav˛tuqih bozon˛v. Na ris. 7 naveden˛ rezul~tati dlffl rozpod˛lu gustini. V˛dznaqimo tendenc˛, dewo xvidxu v˛d vipadku dlffl tr~oh qastinok, do zb˛l~xennffl protfflınosti rozpod˛- l˛v dlffl viwih zbudıenih stan˛v. Hoqa osnovniȷ maksimum rozpod˛l˛v zoseredıeniȷ na menxih v˛dstannfflh, osk˛l~ki rozm˛ri v sistem˛ qotir~oh qastinok menx˛. Na ris. 8 podan˛ rezul~tati dlffl parnih korelfflc˛ȷnih funkc˛ȷ. k ˛ dlffl vipadku tr~oh qastinok, u parn˛ȷ korelfflc˛ȷn˛ȷ funkc˛Ý q˛tko v˛dokreml‚t~sffl na menxih v˛dstanfflh “klasterniȷ” gorb tr~oh qastinok, m˛sce poloıennffl fflkogo dosit~ stab˛l~ne dlffl tret~ogo ˛ viwih zbudıenih stan˛v. Zagalom ıe fflk˛sna poved˛nka parnoÝ korelfflc˛ȷnoÝ funkc˛Ý dlffl sistemi qotir~oh bozon˛v shoıa na poved˛nku analog˛qnoÝ harakteristiki dlffl sistemi tr~oh bozon˛v.

Ris. 8. Parn˛ korelfflc˛ȷn˛ funkc˛Ý dlffl sistemi qotir~oh qastinok (poznaqennffl analog˛qn˛ do ris. 7).

Stan E ΔE ⟨r_{ij}⟩ ⟨r^2_{ij}⟩ osnovniȷ −2.790732919 9·10^{−9} 1.494446 2.814207 1–ȷ zbudı. −1.847144953 2·10^{−7} 2.626669 9.133528 2–ȷ zbudı. −1.414437961 7·10^{−7} 4.326888 27.83753 3–ȷ zbudı. −1.271189584 3·10^{−6} 6.579445 73.13865 4–ȷ zbudı. −1.202894262 8·10^{−6} 9.338141 161.3024 5–ȷ zbudı. −1.164944425 2·10^{−5} 12.52404 309.7477

Tablicffl 5. Rezul~tati rozrahunku enerİ˛Ý ta m˛ıqastinkovih v˛dstaneȷ dlffl sistemi qotir~oh totoınih İrav˛tuqih bozon˛v z nul~ovim povnim momentom za stohastiqno shemo (rozm˛rn˛st~ bazisu — 600 funkc˛ȷ).

V. OBGOVORENN REZUL^TAT¨V

Zupin˛mos~ na zastosuvann˛ rezul~tat˛v preciz˛ȷnih var˛fflc˛ȷnih rozrahunk˛v sistemi tr~oh ta qotir~oh İrav˛tuqih qastinok do sistem qastinok z potenc˛ffllom tipu “kavi. Sistemi İrav˛tuqih qastinok moına rozglffldati fflk nul~ove nabliıennffl sil~nogo zv’fflzku [19]. Rozglffln~mo sistemu N qastinok z gam˛l~ton˛fflnom

H = − 1 2 N∑ i=1 Δ_i − g N∑ i<j f(μr_{ij} ) r_{ij} , (48)

de funkc˛ffl f na malih v˛dstanfflh moıe buti zapisana fflk

f(x) = 1 + ∞∑ k=1 α_kx^k . (49)

Zokrema dlffl potenc˛ffllu “kavi f(μr_{ij} ) = e^{−μrij} . Efektivna mal˛st~ parametra μ (efektivno velikiȷ rad˛us vza‚mod˛Ý) ma‚ m˛sce [19] fflk pri velik˛ȷ ˛ntensivnost˛ vza‚mod˛Ý (g ≫ 1 — sil~niȷ zv’fflzok), tak ˛ pri velikomu harakternomu rad˛us˛ vza‚mod˛Ý. U c~omu vipadku sutt‚vim sta‚ poved˛nka potenc˛ffll˛v vza‚mod˛Ý na malih v˛dstanfflh. U r˛vnfflnn˛ Xredinİera

− 1 2 N∑ i=1 Δ_i − g N∑ i<j 1 r_{ij} − g N∑ i<j ∞∑ k=2 α_kμ^kr^{k−1}_{ij} ψ = [ E + gα_1μ_1 N (N − 1) 2 ] ψ (50)

moına skoristatisffl teor˛‚ zburen~ dlffl znahodıennffl r˛vn˛v enerİ˛Ý E, vikoristavxi v rol˛ nul~ovogo nabliıennffl zadaqu pro N İrav˛tuqih qastinok. Tod˛ v perxomu porffldku teor˛Ý zburen~ dlffl n–go r˛vnffl enerİ˛Ý ma‚mo

E_n ∼= g^2E^{grav}_n − N (N − 1) 2 g^2 [ α_1 μ g + ⟨r_{ij}⟩_n α_2 ( μ g )_2

+ ⟨r^2_{ij}⟩_n α_3 ( μ g )_3 ] , (51)

de E^{grav}_n — znaqennffl enerİ˛Ý n–go r˛vnffl nezburenoÝ zadaq˛ z gam˛l~ton˛fflnom (6). Dlffl vrahuvannffl qlen˛v rozkladu potenc˛alu ∼ μ^4 ˛ viwe neobh˛dno rozglfflnuti ȷ drugiȷ porffldok teor˛Ý zburen~, wo mi ne ma‚mo zmogi zrobiti. Dlffl anal˛zovanogo vipadku N = 3, 4 qastinok seredn˛ znaqennffl ⟨r_{ij}⟩ ta ⟨r^2_{ij}⟩ naveden˛ v tablicfflh 2 ta 5. V˛dznaqimo, wo, vikoristovuqi lixe perxiȷ porffldok teor˛Ý zburen~, vda‚t~sffl vrahuvati dv˛ popravki enerİ˛Ý do qlen˛v (μ/g)^3 vklqno. Sp˛vv˛dnoxennffl (51) z vikoristannfflm tablic~ 2 ta 5 da‚ fflk˛snu poved˛nku enerİetiqnih r˛vn˛v (zaleın˛st~ tipu E ∼= −C_{−2} g^2 + C_{−1} g + C_0 + C_1/g + . . . [19]) v nabliıenn˛ sil~nogo zv’fflzku g ≫ 1 dlffl tr~oh ta qotir~oh qastinok ˛ xirokogo klasu potenc˛ffll˛v tipu “kavi. Zauvaıimo, wo dlffl zadaq tr~oh ta qotir~oh qastinok z potenc˛ffllami “kavi teper dostupn˛ ȷ bezposeredn˛ visokotoqn˛ rozrahunki z vikoristannfflm p˛dhod˛v c˛‚Ý prac˛.

Vikonan˛ v prac˛ dosl˛dıennffl pokazut~, wo dlffl kulonopod˛bnih sistem tr~oh ta qotir~oh qastinok u var˛fflc˛ȷnomu metod˛ RRTBG z İaussovim bazisom dosfflga‚t~sffl visoka ˛ kontrol~ovana toqn˛st~ rozrahunk˛v fflk enerİetiqnih spektr˛v, tak ˛ hvil~ovih funkc˛ȷ. Ce dozvolilo dlffl “toqnih” rozpod˛- l˛v gustini, formfaktor˛v, dvoqastinkovih korelfflc˛ȷnih funkc˛ȷ ta ˛mpul~snih rozpod˛l˛v ustanoviti nov˛ strukturn˛ zakonom˛rnost˛. Zokrema, ustanovleno nove fflviwe oscilfflc˛ȷ rozpod˛l˛v gustini ˛ formfaktor˛v ta korelfflc˛ cih oscilfflc˛ȷ z nomerom zbudıennffl. Anal˛z otrimanih “toqnih” dvoqastinkovih korelfflc˛ȷnih funkc˛ȷ pokazu‚ takoı haraktern˛ strukturn˛ zaleınost˛ v˛d enerİetiqnogo stanu.

Otriman˛ z visoko toqn˛st enerİetiqn˛ spektri ta hvil~ov˛ funkc˛Ý zruqn˛ dlffl vikoristannffl v dosl˛- dıennfflh r˛znogo tipu ȷmov˛rnosteȷ perehod˛v.

Por˛vnffll~niȷ anal˛z nabliıenih fflk˛snih rezul~- tat˛v dlffl osnovnih harakteristik tr~oh ta qotir~oh qastinok z otrimanimi v nax˛ȷ robot˛ “toqnimi” rezul~tatami da‚ zmogu vstanoviti toqn˛st~ standartnih p˛dhod˛v. Tak, dlffl sistem dek˛l~koh qastinok podano obİruntuvannffl toqnosti bezpolfflrizac˛ȷnogo klasternogo p˛dhodu, metodu fflstrovs~kih faktor˛v, nabliıennffl seredn~ogo polffl ta sil~nogo zv’fflzku.

Us˛ c˛ rezul~tati v˛dkrivat~ bagatonad˛ȷn˛ perspektivi na otrimannffl ostatoqnih rezul~tat˛v ˛ dlffl ˛nxih skladn˛xih kvantovih sistem: kulonovih sistem r˛znoÝ prirodi — ȷona ta molekuli pozitron˛, legkih atom˛v, tri– ta qotiriqastinkovih sistem mezomolekulfflrnogo tipu, mul~tikvarkovih sistem z potenc˛ȷno vza‚mod˛‚, r˛znoman˛tnih ffldernih ta kulonovih sistem z b˛l~xo n˛ı qotiri k˛l~k˛st qastinok ta b˛l~x real˛stiqno kulon–fflderno vza- ‚mod˛‚.

Cffl robota qastkovo p˛dtrimana DFFD M˛n˛sterstva nauki ˛ tehnolog˛ȷ UkraÝni — İrant 2.4/678

[1] S. G. Mihlin, Variacionnye metody v matematiqeskoȷ fizike (Nauka, Moskva, 1970).

[2] S. H. Gould, Variational Methods for Eigenvalue Problems (University of Toronto Press, Toronto, 1966).

[3] Abstract Booklet, 16–th European Conference on Few– Body Problems in Physics (Grenoble, France, 1998).

[4] D. M. Fromm, R. N. Hill, Phys. Rev. A 36, 1013 (1987). [5] F. Harris, Rhys. Rev. A 55, 1820 (1997).

[6] ¨. V. Simenog, O. M. Puxkax, A. B. Bestuıeva, Ukr.

f˛z. ıurn. 40, 1138 (1995).

[7] V. I. Kukulin, Izv. Akad. Nauk SSSR, ser. fiz. 39, 535 (1975).

[8] V. M. Krasnopol~skiȷ, V. I. Kukulin, Izv. Akad.

Nauk SSSR, ser. fiz. 39, 543 (1975).

[9] V. I. Kukulin, V. M. Krasnopol’sky, J. Phys. G 3, 795 (1977).

[10] N. N. Kolesnikov, V. I. Tarasov, d. fiz. 35, 609 (1982).

[11] K. Varga, Y. Suzuki, I. Tanihata, Phys. Rev. C 52, 3013 (1995).

[12] K. Varga, Y. Suzuki, Phys. Rev. C 52, 2885 (1995). [13] K. Varga, Y. Suzuki, Phys. Rev. A 53, 1907 (1996). [14] B. ˝. Grink, ¨. V. Simenog, Ukr. f˛z. ıurn. 45, 21 (2000).

[15] B. ˝. Grink, ¨. V. Simenog, Ukr. f˛z. ıurn. 45, 625 (2000).

[16] P. Jetzer, Phys. Repts. 220, 163 (1992).

[17] M. Membrado, A. F. Pacheco, J. Sanudo, Phys. Rev. A 39, 4207 (1989).

[18] R. Ruffini, S. Bonazzola, Phys. Rev. 187, 1767 (1969). [19] I. V. Simenog, d. fiz. 10, 281 (1969). [20] N. P. Ohrimenko, I. V. Simenog, d. fiz. 50, 177 (1989)..

[21] ¨. V. Simenog, Ukr. f˛z. ıurn. 17, 1906 (1972). [22] ¨. V. Simenog, Ukr. f˛z. ıurn. 17, 1911 (1972).. [23] I. V. Simenog, Phys. Lett. B 40, 53 (1972). [24] I. V. Simenog, Teor. mat. fiz. 15, 266 (1973). [25] L. G. Zastavenko, Teor. mat. fiz. 15, 307 (1973). [26] E. H. Lieb, B. Simon, Phys. Rev. Lett. 31, 681 (1973). [27] I. V. Simenog, Teor. mat. fiz. 20, 235 (1974). [28] P. Hertel, W. Thirring, Commun. Math. Phys. 24, 22 (1971).

[29] E. H. Lieb, B. Simon, J. Chem. Phys. 61, 735 (1974). [30] T. K. Rebane, ”urn. ¸ksp. teor. fiz. 99, 1658 (1991). [31] T. K. Rebane, O. N. “supov, Opt. spektroskop. 73, 875 (1992).

[32] T. K. Rebane, O. N. “supov, ”urn. ¸ksp. teor. fiz.

102, 1762 (1992).

[33] A. M. Frolov, ”urn. ¸ksp. teor. fiz. 92, 1959 (1987). [34] D. B. Kinghorn, Int. J. Quantum Chem. 57, 141 (1996). [35] A. Kolakowska, J. D. Talman, Phys. Rev. E 53, 4236 (1996).

[36] B. Parlett, Simmetriqnaffl problema sobstvennyh znaqeniȷ (Mir, Moskva, 1983).

[37] Dı. Uilkinson, K. Raȷnx, Spravoqnik algoritmov na fflzyke ALGOL. Lineȷnaffl algebra (Maxinostroenie, Moskva, 1976).

[38] A. M. Frolov, Phys. Rev. A 57, 2436 (1998).

S. M. BUB¨N, ¨. V. SIMENOG

PRECISE VARIATIONAL CALCULATIONS OF ENERGY SPECTRA OF COULOMB–TYPE THREE– AND FOUR–PARTICLE SYSTEMS

S. M. Bubin^1 , I. V. Simenog^{1,2} 1Department of Physics, Taras Shevchenko Kyiv National University, 6 Hlushkov Av., Kyiv, UA–03127, Ukraine e–mail: bubin@i.am 2 Bogolyubov Institute for Theoretical Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, 14–b Metrologichna Str., Kyiv, UA–03143, Ukraine e–mail: isimenog@bitp.kiev.ua

We consider basing on the Galerkin variational method with the Gaussian basis, the bound states of the Coulomb–type quantum systems of gravitating identical particles. The approach is applied to the three–particle system with a varying permutational symmetry of wave functions and to the four–particle system with fully symmetrical wave functions. A qualitative analysis of the energy spectra is performed. The contribution of Jastrow’s correlations to the ground–state energy of the three–boson system is studied. Precise calculations of the binding energies of the ground state and a few lowest states with zero angular momentum are carried out. The rms radii, density distributions and formfactors, pair correlation functions, and momentum distributions are calculated and analysed for different energy states. The energies of the systems with the Yukawa–type interaction potentials are estimated. Some methods of highly accurate variational calculations are discussed. A significant attention is given to the problem of selecting nonlinear variational parameters.