ȷURNAL F�ZIQNIH DOSL�DȷEN^ t. 4, ˝ 4 (2000) s. 409–414

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 4, No. 4 (2000) p. 409–414

ANAL¨TIQN¨ VLASTIVOST¨ PROPAŢATORA V TOQNO ROZV’ZUVAN¨„ TEOR¨Õ POL

O. O. L˛soviȷ KiÝvs~kiȷ nac˛onal~niȷ un˛vepsitet ˛men˛ Tapasa Xevqenka, f˛ziqniȷ fakul~tet, pp. akadem˛ka Gluxkova, 6, KiÝv, 03022, UkpaÝna (Otrimano 16 ıovtnffl 2000 r.)

U prac˛ podano interpretaci rezul~tativ toqnogo rozv’fflzku 2D modeli Izinİa z poglffldu kvantovoÝ teoriÝ polffl. Znaȷdeno impul~sne zobraıennffl 2-toqkovoÝ korelfflciȷnoÝ funkciÝ ta ȷogo analitiqne prodovıennffl na qasopodibnu oblast~ p^2 < 0. Pokazano, wo v paramagnetniȷ fazi propaİator modeli Izinİa ma‚ prostiȷ pols u toqci p^2 = −m^2, a takoı loİarifmiqni toqki galuıennffl pri p^2 = −9m^2 , −25m^2, . . . , wo vidpovidat~ porogam narodıennffl n-qastinkovih promiınih staniv. Doslidıeno povedinku skaqka propaİatora na popogah i ȷogo asimptotiqnu povedinku pri |p^2 | → ∞.

Klqov˛ slova: kvantova teop˛ffl polffl, model~ ¨zinİa, kopelfflc˛ȷna funkc˛ffl, ppopaİatop.

PACS number(s): 05.50.+q, 11.10.–z

I. VSTUP

Pislffl obqislennffl vil~noÝ enerİiÝ i dvotoqkovoÝ korelfflciȷnoÝ funkciÝ v pracfflh [1–3] model~ Izinİa xiroko zastosovuvali v teoriÝ tverdogo tila v opisi kritiqnih fflviw. Pri c~omu zviqaȷno rozglffldali feromagnetnu fazu v skeȷlinİoviȷ d˛lfflnci (div. napr. [4]). Odnak ci rezul~tati moıut~ buti vikoristani ȷ u kvantoviȷ teoriÝ polffl. Xukanimi veliqinami v c~omu vipadku ‚ odnoqastinkovo-nezvidni funkciÝ Ţrina Γ^{(n)}.

Rozglffln~mo, napriklad, evklidovu teori φ^4 z vid’‚mnim kvadratom masi ȷ di‚

S[φ] = ∫ d^dx ( 1 2 ∂_μφ ∂_μφ − m^2 2 φ^2 + g 4 φ^4 ) .

Korelfflciȷni funkciÝ poliv viraıat~sffl qerez funkcional~ni inteİrali

⟨φ_1 · · · φ_n⟩ = ∫ d[φ] e^{−S[φ]}φ_1 · · · φ_n ∫ d[φ] e^{−S[φ]} .

kwo zaminiti inteİruvannffl za koordinatami pidsumovuvannfflm za İratko, to funkcional~ni inteİrali pereȷdut~ u bagatokratni inteİrali za polfflmi u vuzlah İratki ∫ d[φ] e^{−S[φ]} → ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ ∏ r dφ_r exp [ − 1 2 ( φ_rL̂ φ_r ) − g a^d ( 1 4 φ^4_r − m^2 2g φ^2_r )] ,

L̂ = a^{d−2 d} ∑ j=1 (∇_{r+x̂j} + ∇_{r−x̂j} − 2).

Tut r numeru‚ vuzli İratki, ∇ — operator zsuvu, x̂_j — odiniqni vektori vzdovı koınoÝ z koordinatnih oseȷ, a — krok İratki.

Rozglffln~mo vipadok, koli (ga^2) ≫ 1, a m^2/g — skinqenna dodatna veliqina. Todi v perxomu nabliıenni za 1/(ga^2) inteİral za [φ_r] moına obqisliti metodom perevalu ∫ d[φ] e^{−S[φ]}φ_1 · · · φ_n → C ∑ [~φr ] ~φ_1 · · · ~φ_n exp [ − 1 2 ∑ r ~φ_ra^{d−2} d∑ j=1 (∇_{r+x̂j} + ∇_{r−x̂j} ) ~φ_r ] . (1.1)

U formuli (1.1) pidsumovuvannffl provedeno za vsima konfiİuracifflmi [ ~φ_r], wo vidpovidat~ maksimumu pokaznika eksponenti ~φ_r = ± √ m^2/g. Takim qinom, mi otrimali, wo za navedenih umov na m^2 i g korelfflciȷni funkciÝ teoriÝ gφ^4 ta modeli Izinİa z˛ vza‚modi‚ naȷbliıqih susidiv zb˛gat~sffl z toqnist do stalih mnoınikiv u prostori dovil~noÝ vimirnosti. Ci mirkuvannffl uzagal~nt~sffl ȷ na potenciffll dovil~noÝ formi z dvoma rizkimi, simetriqno roztaxovanimi minimumami odnakovoÝ glibini.

Pri T > T_c (paramagnetna faza) spinova korelfflciȷna funkciffl 2D modeli Izinİa ma‚ prostiȷ pols u plowini impul~su i vidpovida‚ propaİatorov˛ teoriÝ skalfflrnogo vza‚modiqogo polffl z potenciffllom Landau–Ţinzburİa pri velikiȷ konstanti zv’fflzku. Vidpovidna odnoqastinkovo-nezv˛dna funkciffl Γ^{(2)} moıe buti obqislena poza ramkami teoriÝ zburen~.

Analitiqni vlastivosti propaİatora v kompleksniȷ plowini impul~su ‚ naslidkami vlastivosteȷ vza‚modiÝ. Mi znaȷdemo impul~sne zobraıennffl c~ogo propaİatora ta doslidimo porogovu ȷ asimptotiqnu povedinku ȷogo skaqka.

II. IMPUL^SNE ZOBRA”ENN PROPAŢATORA

Statistiqna suma modeli Izinİa z˛ vza‚modi‚ naȷbliıqih susidiv na prfflmokutniȷ İratci rozmirom M × N (div. ris. 1) ma‚ viglffld Z = ∑ [σ] e^{−βH[σ]} , (2.1)

de H[σ] – gam˛l~ton˛ffln model˛ −βH[σ] = ∑ r K(σ_r σ_{r+x̂} + σ_rσ_{r+ŷ}). (2.2)

Izinİivs~kiȷ spin σ nabuva‚ znaqennffl ±1, sumu v (2.1) uzfflto za vsima konfiİuracifflmi spiniv, K — parametr zv’fflzku.

Dal˛ mi pozglfflnemo spinovu korelfflciȷnu funkci

⟨σ_0σ_R⟩ = Z^{−1} ∑ [σ] σ_0σ_R exp(−βH[σ])

u vipadku, koli spini σ_0 i σ_R znahodfflt~sffl na odniȷ liniÝ (div. ris. 1). Vidomo [5,6], wo statistiqnu sumu ȷ korelfflciȷnu funkci 2D modeli Izinİa moına podati u viglffldi funkcional~nih inteİraliv za diȷsnim İrasmanovim qotirikomponentnim polem

Z = (2 cosh^2 K)^{MN} ∫ d[ψ] exp (S[ψ]), (2.3)

⟨σ_0σ_R⟩ = t^{−R} ∫ d[ψ] exp (S_{def} [ψ]) ∫ d[ψ] exp (S[ψ])

, (2.4)

t = tanh K.

Ris. 1. Numeraciffl vuzliv İratki. ”irno lini‚ vidznaqeno zv’fflzki z deformovano konstanto vza‚modiÝ.

Diffl u formuli (2.4) ma‚ viglffld

S[ψ] = 1 2 (ψ, D̂ψ) = 1 2 ∑ r 4∑ α=1 4∑ β=1 ψ^α_r D_{αβ}ψ^β_r ,

D̂ =

0 1 + t∇_x 1 1 −1 − t∇_{−x} 0 −1 1 −1 1 0 1 + t∇_y −1 −1 −1 − t∇_{−y} 0 .

Tut ∇_x, ∇_y — operatori zsuvu na odiniqniȷ vektor uzdovı oseȷ OX ta OY (∇_xψ^α_r = ψ^α_{r+x̂}, ∇_yψ^β_r = ψ^β_{r+ŷ} ). Deformovana diffl S_{def} vidriznffl‚t~sffl vid S defektom na liniÝ, wo z’‚dnu‚ spini u vuzlah (0, 0) ta (R, 0)

S_{def} [ψ] − S[ψ] = (t^2 − 1) R−1∑ j=0 ψ^1_{j,0}(ψ^2_{j,0} + ψ^3_{j,0} + ψ^4_{j,0}).

Koristuqis~ formulo (2.4), korelfflciȷnu funkci v paramagnetniȷ d˛lfflnc˛ moına zapisati qerez viznaqnik ȷ oberneni elementi matrici Teplica rozmirnist R + 1: ⟨σ_0σ_R⟩ = |A| A^{−1}_{0R},

A_{xx}′ = 1 2πi ∮ |z|=1 dz z z^{x′−x} [ (1 − αz^{−1})(1 − βz^{−1}) (1 − αz)(1 − βz) ] 1_2 ,

ANAL¨TIQN¨ VLASTIVOST¨ PROPAŢATORA V TOQNO ROZV’ZUVAN¨„ TEOR¨Õ POL

α = t e^{2K} , β = t e^{−2K} . Toqci fazovogo perehodu vidpovida‚ α = 1. Pid skeȷlinİovo granice mi rozumitimemo gpanic 1 − α = m · a → 0, R → ∞ pri umovi, wo skeȷlinİova vidstan~ s = (1 − α)R zalixa‚t~sffl skinqenno veliqino. U c~omu vipadku Palmer i Treȷsi v prac˛ [7] znaȷxli zobraıennffl dlffl ⟨σ_0σ_R⟩ u viglffldi rffldu

⟨σ_0σ_R⟩ = χ ∞∑ n=0 F_{2n+1}(s),

de

χ = [(1 − α^2)(1 − β^2)(1 − αβ)^2]^{14} ,

F_n(s) = 1 n! ∞∫ 0 · · · ∞∫ 0 du_1 2πu_1 · · · du_n 2πu_n n∏ j=1 e^{− s2 (uj +u−1j )} ∏ 1≤i<j≤n ( u_i − u_j u_i + u_j

)_2

. (2.5)

Rozglffln~mo viraz

A_n = ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dx_1dy_1 · · · dx_ndy_n n∏ j=1 (1 + x^2_j + y^2_j ) ∏ 1≤i<j≤n ( x_i − x_j y_i + y_j )_{2 n}∏ j=1 e^{iMxj +iN yj} . (2.6)

Pislffl inteİruvannffl za vsima y_j i zamini x_j = sinh φ_j vin zvodit~sffl do

A_n = π^n ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dφ_1 · · · dφ_n n∏ j=1 e^−

√_{M 2+N 2 cosh φj} ∏ 1≤i<j≤n ( 1 i tanh φ_i − φ_j 2 )_2 .

Legko baqiti, wo ceȷ viraz invarifflntniȷ wodo obertan~ u plowini (M , N). Pislffl zamini u_i = e^{φi} v (2.5) oderıimo

F_n = 1 (2π)^n n! ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dφ_1 · · · dφ_n n∏ j=1 e^{−s cosh φj} ∏ 1≤i<j≤n tanh^2 ( φ_i − φ_j 2 ) . Baqimo, wo koli vibrati

s = √ M^2 + N^2, (2.7)

to virazi dlffl F_n i A_n vidriznffltimut~sffl til~ki stalimi mnoınikami:

F_n = i^{n(n−1)} (2π^2)^n n! A_n.

Perevaga (2.6) v tomu, wo vid A_n legko obqisliti fur’‚-peretvorennffl. Spravdi, uvedemo rozmirni vidstan~ i masu M = mx , N = my. Unaslidok invarifflntnosti (2.7) wodo obertan~ fur’‚-zobraıennffl ‚ funkci‚ kvadrata impul~su p^2 = p^2_x + p^2_y i dorivn‚

~A_n(p_x, p_y) = ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ dx dy A_n(p_x, p_y) e^{−ipxx−ipy y} = ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dx_1dy_1 · · · dx_ndy_n n∏ j=1 (1 + x^2_j + y^2_j ) ∏ 1≤i<j≤n ( x_i − x_j y_i + y_j

)_2

× ∞∫ −∞ ∞∫ −∞ dx dy exp [ ix (_n∑ j=1 mx_j − p_x ) + iy (_n∑ j=1 my_j − p_y )]

= 2π ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ d⃗p_1 · · · d⃗p_n n∏ j=1 (m^2 + p^2_j ) ∏ 1≤i<j≤n ( p^x_i − p^x_j p^y_i + p^y_j

)_2 δ ( p_y − n∑ j=1 p^y_j )^∞∫ −∞ dx exp [ ix (_n∑ j=1 p^x_j − p_x )] .

Pominfflȷmo miscfflmi porffldok inteİruvannffl za [p^x_j ] i za x v ostann~omu virazi ta prointeİruȷmo ȷogo za [p^x_j ]:

~A_n(p_x, p_y) = (2π)^{n+1} ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dp^y_1 · · · dp^y_n n∏ j=1 2 √ m^2 + (p^y_j )^2 δ ( p_y − n∑ j=1 p^y_j )

× ∏ 1≤i<j≤n [ √m2 + (p^y_i )2 − √ m^2 + (p^y_j )^2 i(p^y_i + p^y_j )

]_2^∞∫ −∞ dx exp [ ixp_x − |x| n∑ j=1 √ m^2 + (p^y_j )^2 ] . (2.8)

Pislffl poznaqennffl ω_i = √ p^2_i + m^2 ta inteİruvannffl za x v (2.8) ma‚mo

~A_n(p_x, p_y) = (2π)^{n+1}i^{n(n−1)} ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dp_1 · · · dp_n n∏ j=1 2ω_j δ ( p_y − n∑ j=1 p_j )

× ∏ 1≤i<j≤n ( ω_i − ω_j p_i + p_j

)_2( 1 n∑ j=1 ω_j − ip_x + 1 n∑ j=1 ω_j + ip_x ) .

Ostatoqniȷ viraz dlffl fur’‚-zobraıennffl ~F_n(ε, p) ma‚ viglffld

~F_n(ε, p) = 2π π^n n! ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dp_1 · · · dp_n n∏ j=1 2ω_j δ ( p − n∑ j=1 p_j ) ∏ 1≤i<j≤n ( ω_i − ω_j p_i + p_j

)_2( 1 n∑ j=1 ω_j − iε + 1 n∑ j=1 ω_j + iε ) . (2.9)

Ce ‚ ne wo ˛nxe, fflk impul~sne zobraıennffl propaİatora, zapisane v standartniȷ dlffl kvantovoÝ teoriÝ polffl formi. Pri ε = iE pidinteİral~niȷ viraz u (2.9) sta‚ sinİulfflrnim. Skaqok propaİatora na rozrizi dorivn‚ ~H_n(E, p) = [ ~F_n(ε = iE + δ, p) − ~F_n(ε = iE − δ, p)]_{δ→+0}

= i 4π^2 π^n n! ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dp_1 · · · dp_n n∏ j=1 2ω_j δ ( p − n∑ j=1 p_j ) δ ( E − n∑ j=1 ω_j ) ∏ 1≤i<j≤n ( ω_i − ω_j p_i + p_j

)_2

. (2.10)

III. POROGOVA „ ASIMPTOTIQNA POVED¨NKA SKAQKA PROPAŢATORA

Nagadaȷmo, wo mi otrimali zobraıennffl dlffl skaqka propaİatora u viglffldi rffldu

~H(E, p) = χ^∞ ∑ k=0 ~H_{2k+1}(E, p),

ANAL¨TIQN¨ VLASTIVOST¨ PROPAŢATORA V TOQNO ROZV’ZUVAN¨„ TEOR¨Õ POL

de ~H_{2k+1}(E, p) obqisl‚t~sffl za formulo (2.10). Koınomu z dodankiv ~H_{2k+1}(E, p) vidpovida‚ sinİulfflrnist~ propaİatora v toqci E^2 = [(2k + 1)m]^2 + p^2.

Rozglffln~mo sistemu centra mas (p = 0) ȷ obqisl˛m ~H_n(E, p) pri E = nm + ε, ε ≪ m (na porozi):

~H_n(ε) ≈ i 4π^2 π^n n! ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dp_1 · · · dp_n 2^n m^n δ (_n∑ j=1 p_j ) δ ( ε − n∑ j=1 p^2_j 2m ) ∏ 1≤i<j≤n ( p_i − p_j 2m )_2 .

Pislffl zamini p_j = √ 2εm u_j legko baqiti, wo ~H_n(ε) ∼ ε^{(n2−3)/2}. Pri velikih enerİifflh (E ≫ nm) ~H_n takoı moına obqisliti:

~H_n(E) ≈ i 4π^2 π^n n! ∞∫ −∞ · · · ∞∫ −∞ dp_1 · · · dp_n 2|p_1| · · · 2|p_n| δ (_n∑ j=1 p_j ) δ ( E − n∑ j=1 |p_j| ) ∏ 1≤i<j≤n ( |p_i| − |p_j| p_i + p_j

)_2 . (3.1)

Zrobivxi v (3.1) zaminu zminnih p_j = E x_j, oderıimo ~H_n(E) ∼ E^{−2}. Zauvaıimo, wo oskil~ki v naxomu vipadku n = 2k + 1, to na porozi ~H_n(ε) ∼ ε^l, de l – cile qislo (3, 11, 23, . . . ). Sinİulfflrnosti propaİatora, wo dat~ taku porogovu povedinku ȷogo skaqka, povinni buti loİarifmiqnimi: ~F_n(ε) ∼ ε^{(n2−3)/2} ln(−ε).

IV. VISNOVKI

Vidomo, wo kvantovopol~ova gustina enerİiÝ ε_m(T ) fflk funkciffl temperaturi, obqislena na osnovi toqnogo rozv’fflzku dlffl statistiqnoÝ sumi, ma‚ viglffld, wo zb˛- ga‚t~sffl z gustino enerİiÝ gazu vil~nih fermioniv

ε_m(T ) = 1 2π ∫_∞ −∞ dp ω e^{ω/T} + 1 , ω = √ p^2 + m^2.

Ce posluıilo odnim iz arİumentiv na korist~ togo, wo model~ Izinİa ekvivalentna sistemi vil~nih fermioniv i tomu ne stanovit~ osoblivogo interesu fflk model~ dlffl kvantovoÝ teoriÝ polffl. Prote doslidıennffl dvotoqkovoÝ funkciÝ Ţrina pokazu‚ pomilkovist~ podibnih tverdıen~ i svidqit~ pro nafflvnist~ netriviffll~noÝ dinamiki. Tak, zokrema, otrimaniȷ u ciȷ roboti rezul~tat wodo strukturi sinİulfflrnosteȷ propaİatora v kompleksniȷ plowini kvadrata impul~su vkazu‚ na te, wo v modeli prisutni ȷ inxi n-toqkovi funkciÝ Ţrina, na ıal~, poki wo ne obqisleni. Napriklad, toqniȷ rozv’fflzok dlffl 4-toqkovoÝ korelfflciȷnoÝ funkciÝ v modeli Izinİa mig bi dati v˛dpov˛d~ na pitannffl ppo te, qi nasppavd˛ pepenopmovan˛ asimptotiqn˛ stani sistemi mat~ vlastivost˛ kvantovih sol˛ton˛v, na wo vkazu‚ anal˛z toqno ˛nteİpovanih dvovim˛pnih modeleȷ kvantovoÝ teop˛Ý polffl.

vdfflqniȷ A. I. Bugri‚v˛ i V. M. Xaduri za dopomogu ta pidtrimku pri napisanni c˛‚Ý prac˛, a takoı V. V. Kurt‚vu za korisni obgovorennffl.

Cffl pobota bula p˛dtpimana programo INTAS (İrant INTAS-97-1312).

[1] L. Onsager, Phys. Rev. 65, 117 (1944).

[2] E. W. Montroll, R. A. Potts, J. C. Ward, J. Math. Phys.

4, 308 (1963).

[3] T. T. Wu, B. M. McCoy, C. A. Tracy, E. Barouch, Phys.

Rev. B 13, 316 (1976).

[4] C. Tracy, B. McCoy, Phys. Rev. Lett. 31, 1500 (1973). [5] F. A. Bepezin, Usp. mat. nauk 24, 3 (1969). [6] A. I. Bugpiȷ, V. N. Xadupa, ”urn. ¸ksp. teor. fiz.

109, 1024 (1996).

[7] J. Palmer, C. Tracy, Adv. Appl. Math. 2 329 (1981).

O. O. L¨SOVI„

ANALYTICAL PROPERTIES OF THE PROPAGATOR IN THE EXACTLY SOLVABLE QUANTUM FIELD THEORY

O. O. Lisovy Taras Shevchenko Kyiv National University, Department of Physics, 6 acad. Glushkova Pr., Kyiv, UA–03022, Ukraine

The quantum field theory interpretation of the exact solution of 2D Ising model is given. The momentum representation of the two-point correlation function is obtained and its analytic continuation on the time-like region (p^2 < 0) is fulfilled. It is shown that the propagator corresponding to the Ising model paramagnetic phase has the simple pole at p^2 = −m^2 and the logarithmic branch points at p^2 = −9m^2, −25m^2 , . . . . These branch points correspond to the thresholds of the creation of n-particles intermediate states. Threshold and asymptotic behaviour of the propagator’s discontinuity is evaluated.