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Rozgl�nuto sistemu z� ske�l�n�ovim harakterom �mov�rnosti m�kroskop�qnih perehod�v, wo

viznaqa
 osnovne k�netiqne r�vn�nn� (master equation). Pokazano, wo pod�bna aproksima
��

�mov�rnosti privodit~ do drobovodiferen
��nogo r�vn�nn� Fokkera{Planka. Ostann
 zumov-

l�
 superdifuz��ni� re�im sistemi. Vi�vleno, wo taka anomal~na poved�nka viznaqa
t~s�

fraktal~n�st� fazovogo prostoru sistemi z mul~tipl�kativnim xumom.

Kl�qov� slova: stohastiqna sistema, anomal~na difuz��, fraktal~na vim�rn�st~.

PACS number(s): 05.40.+j, 05.70.Fh, 64.60.{i, 82.20.Fd

Pri opis� stohastiqnoÝ sistemi vikoristovu�t~

odin �z dvoh p�dhod�v: m�kro- abo makroskop�qni�.

Perxi� z nih pov'�zani� �z vlastivost�mi ruhu ok-

remoÝ qastinki, a drugi� urahovu
 ves~ statistiqni�

ansambl~. �nforma
�� pro sistemu na m�kroskop�q-

nomu r�vn� dozvol�
 adekvatno pere�ti na makrosko-

p�qni� � navpaki. Odnak v okremih vipadkah pri kon-

stru�vann� makroskop�qnogo evol�
��nogo r�vn�nn�

do
�l~no provesti anal�z m�kroskop�qnih vlastivos-

te� sistemi. Nasampered 
e stosu
t~s� sistem �z ano-

mal~no� poved�nko�, napriklad, anomal~no� difu-

z�
�, dl� �koÝ, zam�st~ zviqa�nogo difuz��nogo sp�v-

v�dnoxenn�, ma
mo hx

2

i / t

2=z

, z 6= 2. �k bulo z'�so-

vano v pra
� [1℄, taka kartina po�sn�
t~s� ske�l�n-

�ovim harakterom gustini �mov�rnosti m�kroskop�q-

nih perehod�v u sistem�. Priqomu subdifuz�Ý (z > 2)

v�dpov�da
 qasovi� ske�l�n� samoÝ gustini �mov�r-

nosti abo ÝÝ moment�v [2℄. F�ziqnim prikladom ta-

kih sistem 
 perenesenn� zar�du v amorfnih mate-

r��lah [3℄. Matematiqno subdifuz��ni� pro
es v�do-

bra�a
t~s� na�vn�st� drobovoÝ poh�dnoÝ za qasom u

makroskop�qnomu r�vn�nn� evol�
�Ý [4℄ ta ske�l�n�o-

vo� poved�nko� za qasom makroskop�qnogo rozpod�lu.

V�domo� modell� superdifuz�Ý (z < 2) vistupa�t~

\pol~oti L
v�" [5℄, dl� �kih harakternim 
 dis-

kretn�st~ stribk�v za qasom ta neperervn�st~ ruhu

u prostor�. Tut gustina �mov�rnosti m�kroskop�qnih

stribk�v ma
 stepenevi� vigl�d, ale, na v�dm�nu v�d

poperedn~ogo vipadku, zale�no v�d koordinati. �k

rezul~tat, zviqa�ne difuz��ne r�vn�nn� peretvor�-


t~s� na r�vn�nn� z drobovo� poh�dno� za koordi-

nato� [1,6℄. Zaznaqimo, wo ske�l�n� wodo gustini

�mov�rnosti m�kroskop�qnih perehod�v u \pol~otah

L
v�" zastosovu
t~s� lixe v grani
� velikih zna-

qen~ koordinat x ! 1 (na velikih v�dstann�h). Na

v�dm�nu v�d navedenih priklad�v, u bagat~oh stohas-

tiqnih sistemah sutt
vo� 
 oblast~ x! 0, de x v�d�-

gra
 rol~ zm�nnoÝ, wo harakterizu
 vs� sistemu (am-

pl�tuda g�drodinam�qnoÝ modi towo). Tomu vinika


pitann� pro vrahuvann� m�kroskop�ki takih stohas-

tiqnih sistem pri perehod� do makroskop�qnogo r�vn�

opisu. U 
�� pra
� mi rozgl�nemo klas stohastiqnih

sistem �z fraktal~no� prirodo� fazovogo prostoru.

Poka�emo, wo ostann
 privodit~ do drobovodife-

ren
��nogo r�vn�nn� Fokkera{Planka, analog�qnogo

r�vn�nn� pri \pol~otahL
v�". Bude tako� z'�sovano,

wo v takih sistemah real�zu
t~s� superdifuz��ni�

re�im.

Vih�dno� toqko� naxogo p�dhodu vistupa
 osnovne

k�netiqne r�vn�nn� (master equation) dl� gustini

�mov�rnosti

�P (x; t)

�t

=

Z

dy [W (y; x)P (y; t)�W (x; y)P (x; t)℄ ; (1)

deW (x; y) 
 gustino� rozpod�lu m�kroskop�qnih pere-

hod�v �z x v y. Rozgl�da�qi sistemu �z fraktal~nimi

vlastivost�mi, mi mo�emo pripustiti, wo W (x; y) 


odnor�dno� funk
�
�. Tod� zg�dno z viznaqenn�m sa-

moaf�nnosti poklademo [7℄:

W (x; y) = x

��

#(y=x); (2)

de pokaznik � bude viznaqeno ni�qe. Pro funk
�� #

zrobimo pripuwenn�:

Z

u

2

#(1� u)du = 
onst; (3)

tak wo # spada
 pri zrostann� ÝÝ ar�umentu (funk-


�
� # mo�e buti �ausova funk
��). Tomu pri x! 0

ma
mo ske�l�ng W � x

��

. Vihod�qi z viznaqenn� W

�k gustini �mov�rnosti, sl�d urahuvati tak� vlasti-

vost�:W (u) = W (�u),

R

W (u)du = 1, de u � r� r

0

. Ce

dozvol�
 perepisati r�vn�nn� (1) u vigl�d�

�P (x; t)

�t

=

Z

du [P (x+ u; t)� P (x; t)℄W (u); (4)

u fur'
-prostor� r�vn�nn� (4) sta
 diferen
��nim

�P (k)

�t

= [W (k)� 1℄P (k); (5)
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de

W (k) = F(W (x); k) =

Z

1

0

e

ikx

W (x)dx: (6)

Vikoristovu�qi anal�tiqne prodov�enn� gamma-

funk
�Ý �(:::) dl� fur'
-komponenti, (6) oder�u
mo

W (k) =

Z

1

0

x

��

e

ikx

dx = (ik)

��1

Z

1

0

z

��

e

�z

dz

=

�(2� �)

�� 1

(ik)

��1

: (7)

Pri perehod� do x-prostoru zastosu
mo viznaqenn�

drobovoÝ poh�dnoÝ

�

�

�x

�

�(x) =

Z

dk(ik)

�

�(k)e

�ikx

; (8)

wo peretvor�
 (5) u drobovodiferen
��ne r�vn�nn�

�

�t

P (x; t) =

�(2� �)

�� 1

�

��1

�x

��1

P (x; t)� P (x; t): (9)

Ostann�� qlen r�vn�nn� (9) zada
 relaksa
�� � dl�

sistem bez adsorbu�qih pro
es�v ma
 buti opuweni�.

Pri rozv'�zann� makroskop�qnogo r�vn�nn� (9) sko-

rista�mos~ metodom Fur'
, �ki� dozvol�
 poklasti

P (x; t) = �(x) (t). Dal�, �duqi za [8℄, zam�st~ (9) ma-


mo:

�

�t

�(x) (t) =

�(2� �)

�� 1

�

��1

�x

��1

�(x) (t)� �(x) (t):

(10)

Qasova zale�n�st~ nabuva
 eksponen
��nogo harak-

teru

 (t) =  (0)e

��

0

t

: (11)

Dl� funk
�Ý �(x) oder�u
mo r�vn�nn�

�

��1

�x

��1

�(x) = �
�(x); 
 �

(1� �

0

)(�� 1)

�(2� �)

: (12)

Pri rozv'�zann� r�vn�nn� (12) zastosovu
mo tehn�ku

peretvoren~ Laplasa{Mell�na [9℄, tak wo

�(u) = L(�(x); u) =

Z

1

0

�(x)e

�ux

dx; (13)

�(s) =M(�(x); s) =

Z

1

0

�(x)x

s�1

dx (14)


 v�dpov�dnimi transformantami. Zv'�zok m�� nimi

zada
t~s� formulo�

M(�(x); s) =

1

�(1� s)

M(L(�(x); u); 1� s); (15)

u zagal~nomu vipadku

M(�(
x

d

); s) =

1

d




�s=d

M(�(x); s=d); 
; d > 0:

(16)

V�dpov�dno do (12) �nte�ral (13) da


�(u) =

�(0)


 + u

��1

; �(0) = 
onst: (17)

Unasl�dok vikoristann� zv'�zku (15) transformanta

Mell�na nabuva
 vigl�du

�(s) = 


�1

�(0)

(




(1�s)=��1

�� 1

�(

1

��1

�

s

��1

)�(1�

1

��1

+

s

��1

)

�(1� s)

)

; (18)

de v�dpov�dno do (16) � > 1, 
 > 0. �nvertu�qi (18), perehodimo do zviqa�nogo prostoru, v �komu zale�n�st~

v�d x zada
t~s� virazom [8℄

�(x) =

�(0)x

��2

�� 1

H

12

11

 




1=(��1)

x

(0; 1=(�� 1))

(0; 1=(�� 1))(2� �; 1)

!

; (19)

de H

12

11

viznaqa
t~s� �k funk
�� Foksa (obernene peretvorenn� Mell�na [10℄, div. dodatok). Rozklada�qi v

r�d funk
�� Foksa, oder�u
mo
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�(x) = 
x

��2

1

X

k=0

1

�(k(�� 1) + �� 1)

(�
x

��1

)

k

: (20)

Tak wo v grani
� x! 0 ma
mo ske�l�n�

�(x) / x

��2

: (21)

Suma v (20) poda
t~s� �k uzagal~nena funk
�� M�tta�a{L
fl
ra E

��1;��1

(z) [11℄, de ÝÝ ar�umentom vistupa


�
x

��1

. Takim qinom, zagal~ni� rozv'�zok drobovodiferen
��nogo r�vn�nn� Fokkera{Planka ma
 vigl�d

P (x; t) = Z

�1

e

��

0

t

x

��2

E

��1;��1

�

�

(1� �

0

)(�� 1)

�(2� �)

x

��1

�

: (22)

U sta
�onanomu vipadku bezadsorbu�qoÝ sistemi v�n

zb�ga
t~s� �z zale�n�st� (21) [12℄, tobto P

s

(x) / x

��2

.

Veliqinu pokaznika � ta �ogo f�ziqne znaqenn�

mo�na z'�suvati �z qasovih zale�noste� dl� x. Dl�


~ogo do
�l~no pere�ti do r�vn�nn� Fokkera{Planka

zavd�ki zobra�enn� �ogo u vigl�d� r�du Kramersa{

Mo�ala [13℄

�

�t

P (x; t) =

1

X

k=1

�

�

�

�x

�

k

M

k

P (x; t); (23)

de dl� perxih dvoh moment�v ma
mo viznaqenn�

M

1

=

Z

W (x; y)y dy; (24)

M

2

=

Z

W (x; y)y

2

dy: (25)

Aproksimu�qi # �aus��nom

#(1� u) = (2��

2

0

)

�1=2

exp(�u

2

=2�

2

0

) (26)

ta vrahovu�qi viznaqenn� determ�n�stiqnoÝ sili

evol�
�Ý f(x) = �M

1

� efektivnogo koef�
�
nta di-

fuz�Ý �

2

D = M

2

(� = 
onst), oder�u
mo [7℄

f(x) = ��x

2��

; � = 2�=

p

�; �

2

= �

2

0

=2; (27)

D(x) = x

3��

: (28)

Skladov� (27), (28) dozvol��t~ zapisati v�dpov�dne

r�vn�nn� Lan�evena

d

dt

x = f(x) + �

p

D(x)�(t); (29)

de �(t) 
 b�limxumom �z standartnimi vlastivost�mi

h�(t)i = 0, h�(t)�(t

0

)i = Æ(t � t

0

). Zg�dno z rezul~ta-

tami, wo vikladen� v ogl�d� [7℄, sila (27) 
 n�qim

�nxim, an�� efektivnim dre�fom, viklikanim ura-

huvann�m fraktal~nih osoblivoste� fazovogo pros-

toru sistemi. Takim qinom, drobovodiferen
��nomu

r�vn�nn� Fokkera{Planka (9) ta �ogo ekv�valentov�

(23) z viznaqenn�mi (24), (25) v�dpov�da
 r�vn�nn�

Lan�evena z mul~tipl�kativnim xumom (29).

Rozgl�n~mo qasovu poved�nku perxih dvoh momen-

t�v sistemi, wo opisu
t~s� r�vn�nn�m (29). Provo-

d�qi userednenn� r�vn�nn� Lan�evena, ma
mo:

h _xi = ��

0

hx

2��

i; (30)

de zastosovano zam�nu t ! t

0

= �t, �

0

= �=�. Vod-

noqas dl� stvorenn� r�vn�nn� evol�
�Ý drugogo mo-

mentu sl�d urahuvati viznaqenn� stohastiqnogo di-

feren
��la [14℄ ta zobra�enn� dx

2

= 2x dx+ (dx)

2

. U

rezul~tat� evol�
�� drugogo momentu zada
t~s� r�v-

n�nn�m

h _x

2

i = (1� 2�

0

)hx

3��

i: (31)

Pri viznaqenn� drobovih moment�v u (30), (31) sko-

rista�mos~ sta
�onarnim rozpod�lom sistemi (roz-

v'�zkom r�vn�nn� Fokkera{Planka (23)), �ki� zb�ga-


t~s� z (21). Urahovu�qi umovu normuvann�

lim

X!1

X

Z

0

P (x)dx = 1; (32)

oder�u
mo

P (x) = Z

�1

x

��2

; (33)

Z = (�� 1)X

1��

; X !1: (34)

Dal� mi vikoristovu
mo pripuwenn� wodo ske�l�n�u

moment�v �z urahuvann�m na�b�l~xogo vnesku, tak wo
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hx

�

i = A(�; n)hx

n

i


(�;n)

; n = 1; 2: (35)

Zg�dno z oznaqenn�m hx

�

i ta hx

n

i za rozpod�lom (32)

pokaznik 
(�; n) ta konstanta A(�; n) nabuva�t~ vi-

gl�du


(�; n) = �=n; A(�; n) =

�� 1

�+ � � 1

�

�+ n � 1

�� 1

�

�=n

;

(36)

de A(�; n) vrahovu
 normuvann� rozpod�lu ta zna-

qenn� v�dpov�dnih �nte�ral�v na verhn�� grani
�. Vi-

hod�qi z pripuwenn� (35), wo 
 v�dgoloskom zviqa�-

nogo makroskop�qnogo sp�vv�dnoxenn� hx

�

i ' hxi

�

,

dl� r�vn�nn� (30) ma
mo

h _xi = ��

0

A(2� �; 1)hxi

2��

: (37)

Rozv'�zok r�vn�nn� (37) nabuva
 vigl�du 
all�s�vs~-

koÝ eksponenti

hx(t)i = (1� �

0

(�� 1)A(2� �; 1)t)

1=(��1)

: (38)

Zg�dno z aproksima
�
� pro
esu hx(t)i sp�vv�dnoxe-

n�m Gersta hx(t)i / t

H

, de H| pokaznik G~ol~dera,

pov'�zani� �z vnutr�xn~o� fraktal~no� vim�rn�st�

D = H

�1

[15℄, vipliva
 sp�vv�dnoxenn�

� = 1 +D: (39)

V�dpov�dno rozv'�zok r�vn�nn� evol�
�Ý drugogo mo-

mentu ma
 vigl�d

hx

2

(t)i =

�

1� 2D

�1

(1� 2�

0

)A(2 �D; 2)t

�

2=D

: (40)

Takim qinom, zg�dno z (40), u grani
� t!1 oder�u-


mo hx

2

(t)i / t

2=D

. Vipadku zviqa�noÝ difuz�Ý v�dpo-

v�da
 vim�rn�st~ fazovogo prostoru D = 2. Dl� sis-

tem �z D < 2, vikl�qa�qi vipadki D = 1, D = 0,

�k� viznaqa�t~ pol�si gamma-funk
�Ý, real�zu
t~s�

superdifuz��ni� re�im. Okr�m togo, �z navedenogo

viwe vipliva
, wo sistemi z ampl�tudo� mul~tipl�-

kativnogo xumu, �ka aproksimu
t~s� funk
�
� tipu

x

a

(t), a 2 [0; 1℄, real�zu
t~s� superdifuz��ni� re�im,

de D = 2(1� a). Sistemi takogo tipu proanal�zovan�

v pra
�h [16,17℄, de bulo z'�sovano, wo analog�qni�

harakter ma
 qasova zale�n�st~ dl� na�b�l~x �mov�r-

nogo znaqenn� stohastiqnoÝ zm�nnoÝ x u grani
� x! 0.

DODATOK: VIZNAQENN� H FUNKC�Õ FOKSA

Uzagal~nena H funk
�� viznaqa
t~s� �k obernena transformanta Mell�na [10℄:

H

mn

PQ

 

z

(a

1

; A

1

) � � � (a

P

; A

P

)

(b

1

; B

1

) � � � (b

P

; B

P

)

!

=

1

2�i

Z

G

m

Q

j=1

�(b

j

+ B

j

s)

n

Q

j=1

�(1� a

j

�A

j

s)

Q

Q

j=m+1

�(1� b

j

� B

j

s)

P

Q

j=n+1

�(a

j

+ A

j

s)

z

�s

ds: (A.1)

Kontur �nte�ruvann� G vibrano tak, wob rozd�liti pol�si �(b

j

+ B

j

s) ta �(1 � a

j

� A

j

s). Pusti� dobutok

�nterpretu
t~s� �k 1. C�loqisel~n� zm�nn�m;n; P;Q zadovol~n��t~ umovi: 0 � m � Q, 0 � n � P , koef�
�
nti

A

j

, B

j


 pozitivnimi, parametri a

j

; b

j

viluqa�t~ zb�g pol�s�v u p�d�nte�ral~n�� funk
�Ý. �nte�ral (A.1)

zb�ga
t~s� za umovi

� =

n

X

j=1

A

j

�

P

X

j=n+1

A

j

+

m

X

j=1

B

j

�

Q

X

j=m+1

B

j

> 0; (A.2)

tak wo funk
�� H viznaqa
t~s� v sektor� jarg zj < ��=2. Funk
�� Foksa viznaqa
t~s� tako� pri

� =

Q

X

j=1

B

j

�

P

X

j=1

A

j

> 0 koli 0 < jzj <1 (A.3)

abo
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� = 0 ta 0 < jzj < R =

P

Y

j=1

A

�A

j

j

Q

Y

j=1

B

B

j

j

: (A.4)

Rozkladann� H funk
�Ý v r�d sta
 mo�livim za umovi � � 0:

H

mn

PQ

 

z

(a

1

; A

1

) � � � (a

P

; A

P

)

(b

1

; B

1

) � � � (b

P

; B

P

)

!

=

m

X

i=1

1

X

k=0

m

Q

j=1;j 6=i

�

�

b

j

� (b

i

+ k)

B

j

B

i

�

n

Q

j=1

�

�

1� a

j

+ (b

i

+ k)

A

j

B

i

�

Q

Q

j=m+1

�

�

1� b

j

+ (b

i

+ k)

B

j

B

i

�

P

Q

j=n+1

�

�

a

j

� (b

i

+ k)

A

j

B

i

�

(�1)

k

z

(b

i

+k)=B

i

k!B

i

;

(A.5)

de vva�a
t~s� B
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CONDITIONS OF THE ANOMALOUS DIFFUSION IN STOCHASTIC SYSTEMS

D. O. Khar
henko

Sumy State University

2 Ryms'kyi{Korsakov Str., Sumy, UA{40007, Ukraine

A system with a probability for the mi
ros
opi
 transition of s
aling 
hara
ter entering the master equation is


onsidered. We show that su
h a kind of approximation redu
es to a fra
tional order the Fokker{Plan
k equation.

It provides for the appearan
e of the superdi�usion 
onditions. Su
h an anomalous behaviour is explained by the

fra
tal phase spa
e of the system with multipli
ative noise.
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