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Obgovoreno aktual~n�st~ poxuku ta anal�zu tih rozv'�zk�v zagal~nokovar��ntnogo r�v-

n�nn� D�raka, wo 
 v�dpov�dnikami v�domih ul~trarel�tiv�stiqnih rozv'�zk�v r�vn�n~

Mat�sona{Papapetru, na poved�nku �kih sutt
vo vpliva
 �rav�ta
��na sp�n-orb�tal~na vza-


mod��. �k perxi� krok u 
~omu napr�mku rozgl�nuto taki� qastkovi� rozv'�zok r�vn�nn�

D�raka v pol� Xvar
x�l~da, �ki� aso
��
t~s� z rozv'�zkom r�vn�n~ Mat�sona-Papapetru, wo

opisu
 ul~trarel�tiv�stiqnu kolovu orb�tu rad�usa 3M , de M | xvar
x�l~d�vs~ka masa.

Kl�qov� slova: R�vn�nn� D�raka � Mat�sona{Papapetru, ul~trarel�tiv�stiqna �rav�ta-


��, �rav�ta
��na sp�n-orb�tal~na vza
mod��.

PACS number(s): 04.20.Cv, 11.10.Qr, 95.30.Sf

I. VSTUP

U�e qerez r�k potomu, �k P. A. M. D�rak zapisav

v�dome rel�tiv�stiqne hvil~ove r�vn�nn� dl� elekt-

rona, V. O. Fok, D. D. �vanenko ta �. Va�l~ uzagal~-

nili �ogo na vipadok na�vnosti �rav�ta
��nogo pol�,

traktovanogo v sens� zagal~noÝ teor�Ý v�dnosnosti [1℄.

Kl�qovim momentom 
~ogo uzagal~nenn� bulo vve-

denn� pon�tt� paralel~nogo perenosu sp�nora, po-

d�bno do v�domogo ran�xe pon�tt� paralel~nogo pere-

nosu vektora, � v�dpov�dno kovar��ntnoÝ poh�dnoÝ dl�

sp�nora. Tomu take r�vn�nn� qasto naziva�t~ zagal~-

nokovar��ntnim r�vn�nn�m D�raka.

Na v�dm�nu v�d zviqa�nogo r�vn�nn� D�raka, roz-

v'�zki �kogo poqali aktivno dosl�d�uvati v�drazu

po �ogo oder�ann� � z usp�hom zastosovuvati do opisu

kvantovih sistem z elektromagnetnim polem, roz-

v'�zki zagal~nokovar��ntnogo r�vn�nn� D�raka pro-

t�gom dek�l~koh des�til�t~ ne prit�gali pom�tnoÝ

uvagi. Osnovno� priqino� 
~ogo bula nadzviqa�na

mal�st~ prognozovanih efekt�v vplivu �rav�ta
��-

nogo pol� na poved�nku hvil~ovoÝ funk
�Ý elektrona.

C�kavo, wo klasiqn� (nekvantov�) r�vn�nn� dl�

opisu ruhu probnoÝ qastinki �z vnutr�xn�m obertan-

n�m (\sp�nom") u �rav�ta
��nomu pol� zagal~noÝ teo-

r�Ý v�dnosnosti buli oder�an� p�zn�xe za v�dpov�dn�

kvantov� r�vn�nn�, a same, u pra
� M. Mat�sona [2℄,

�ku povtoriv v osnovnih momentah A. Papapetru [3℄.

R�vn�nn� Mat�sona{Papapetru mo�na traktuvati �k

zagal~nokovar��ntn� r�vn�nn�, uzagal~n��qi t� r�v-

n�nn�, �k� rozgl�dav �. Frenkel~ pri rel�tiv�stiq-

nomu anal�z� elektrodinam�ki elektrona, wo oberta-


t~s� [4℄.

Hoq anal�z okremih rozv'�zk�v r�vn�n~ Mat�sona{

Papapetru u �rav�ta
��nomu pol� Xvar
x�l~da za-

poqatkuvali we 1951 r. A. Papapetru ta E. Kor�-

naldes� [5℄ � prodov�ili �nx� avtori, use � 
� dosl�-

d�enn� mali znaqno� m�ro� ep�zodiqni� harakter,

zokrema tomu, wo, �k � zagal~nokovar��ntne r�vn�nn�

D�raka, ne stimul�valis~ praktiqnimi potrebami.

Odnak na teoretiqnomu r�vn� pitann� pro zv'�zok m��

r�vn�nn�mi Mat�sona-Papapetru � r�vn�nn�m D�raka

anal�zuvali dosit~ aktivno, osoblivo v 70{80 roki

[6℄. Osk�l~ki sam fakt �snuvann� zv'�zku m�� 
imi

r�vn�nn�mi 
 prirodnim unasl�dok neobh�dnosti vi-

konann� prin
ipu v�dpov�dnosti, osnovnim momen-

tom tut bula konkretna real�za
�� pro
eduri dekvan-

tuvann� zagal~nokovar��ntnogo r�vn�nn� D�raka, vi-

boru v�dpov�dnogo userednenn� dl� hvil~ovih harak-

teristik, nakladann� dodatkovih umov. Zauva�imo,

wo dekvantuvann� zviqa�nogo r�vn�nn� D�raka � �ogo

zv'�zok �z r�vn�nn�mi, �k� oder�av M. Mat�son, ana-

l�zuvali we na poqatku 50-ih rok�v [7℄ (�nod� ostann�

r�vn�nn� pri v�dsutnost� �rav�ta
��nogo pol� nazi-

va�t~ r�vn�nn�mi Va�sengofa [8℄, poklika�qis~ na

pra
� [9℄).

Poruq �z pro
eduro�, �ka vstanovl�
 pereh�d v�d

zagal~nokovar��ntnogo r�vn�nn� D�raka do r�vn�n~

Mat�sona{Papapetru, wo ne vimaga
 rozgl�du konk-

retnih rozv'�zk�v r�vn�n~, stanovit~ �nteres por�v-

n�nn� tako� � rozv'�zk�v vlasne r�vn�nn� D�raka

(tobto bez poperedn~ogo �ogo dekvantuvann�) z v�d-

pov�dnimi rozv'�zkami r�vn�n~ Mat�sona{Papapetru.

C� zadaqa aktual~na z dek�l~koh priqin. Po-perxe,

za ostann� 25 rok�v dos�gnuto sutt
vogo pro�resu v

mo�livost�h dosl�d�enn� rozv'�zk�v r�vn�nn� D�-

raka u �rav�ta
��nih pol�h Xvar
x�l~da, Kerra ta

�nxih, �kim vlastiva aks��l~na simetr��, osk�l~ki

vdalos� rozd�liti zm�nn� [10,11℄.Po-druge, vi�vleno,

wo r�vn�nn� Mat�sona{Papapetru ma�t~ va�liv�

rozv'�zki, �k� opisu�t~ ul~trarel�tiv�stiqn� ruhi

probnoÝ qastinki z� sp�nom u �rav�ta
��nih pol�h

Xvar
x�l~da � Kerra [12℄. Tak� ruhi zazna�t~ sut-

t
vogo vplivu �rav�ta
��noÝ sp�n-orb�tal~noÝ vza
mo-

d�Ý, priqomu v ul~trarel�tiv�stiqn�� d�l�n
� dodat-

kove negeodez��ne priskorenn� sta
 nast�l~ki znaq-
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nim, viklika�qi �ntensivne elektromagnetne vipro-

m�n�vann� klasiqnogo elektrona, wo posl�dovni�

opis vimaga
 vrahuvann� kvantovih efekt�v � ot�e,

rozgl�du v�dpov�dnih rozv'�zk�v r�vn�nn� D�raka.

Sered ul~trarel�tiv�stiqnih rozv'�zk�v r�vn�n~

Mat�sona-Papapetru v pol� Xvar
x�l~da va�live

m�s
e za�ma�t~ toqn� qastkov� rozv'�zki, wo opisu-

�t~s� kompaktnimi anal�tiqnimi virazami � m�s-

t�t~ netriv��l~nu �nforma
�� pro �rav�ta
��nu ul~-

trarel�tiv�stiqnu sp�n-orb�tal~nu vza
mod��. Same

dl� takih rozv'�zk�v rozpoqnemo poxuki v�dpov�dni-

k�v sered rozv'�zk�v r�vn�nn� D�raka.

II. R�VN�NN� D�RAKA V POL�

XVARCX�L^DA P�SL� ROZD�LENN�

ZM�NNIH

Zagal~nokovar��ntne r�vn�nn� D�raka mo�na zapi-

sati u vigl�d� [11℄

(i


�

r

�

�m)	 = 0; (1)

de 	 | 4-komponentni� sp�nor, m | masa qastinki,




�

| zale�n� v�d koordinat matri
� D�raka, wo

uzagal~n��t~ zviqa�n� matri
� D�raka dl� vikriv-

lenogo prostoru-qasu, r

�

| sp�norna kovar��ntna

poh�dna (vikoristovu
t~s� sistema odini
~, u �k��

xvidk�st~ sv�tla u vakuum�, �rav�ta
��na stala ta

stala Planka qisel~no dor�vn��t~ 1). �vni� vigl�d

matri
~ 


�

zale�it~ v�d viboru lokal~nogo koor-

dinatnogo bazisu; � vi�vl�
t~s�, wo same u forma-

l�zm� N~�mena{Penrouza, koli vvedeno �zotropni�

bazis, vda
t~s� dos�gnuti povnogo rozd�lenn� zm�n-

nih u r�vn�nn� (1) dl� �rav�ta
��nih pol�v Xvar
x�-

l~da, Kerra ta de�kih �nxih. P�sl� rozd�lenn� zm�n-

nih u r�vn�nn� D�raka v pol� Xvar
x�l~da virazi

dl� komponent 4-sp�nora nabuva�t~ vigl�du [10,11℄
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1

r

p

2

R

�1=2

(r)S

+1=2

(�) exp[i(�t+m

0

')℄; (2)

de zm�nn� r; �; '; t 
 standartnimi xvar
x�l~d�vs~-

kimi koordinatami, � | qastota v�dpov�dnoÝ hvil�,

m

0

| 
�le qislo, wo viznaqa
 per�odiqn�st~ za ku-

tom '; S

+1=2

� S

�1=2

| v�dom� sp�nov� sferiqn� funk-


�Ý, R

+1=2

(r) � R

�1=2

(r) | nev�dom� rad��l~n� funk
�Ý.

Tobto, wob oder�ati ostatoqn� �vn� virazi dl� kom-

ponent 4-sp�nora, lixa
t~s� zna�ti �vn� virazi dl�

dvoh funk
�� R

+1=2

(r), R

�1=2

(r). Zam�st~ r�vn�n~,

dl� 
ih funk
�� zruqno rozgl�nuti r�vn�nn� dl� �n-

xoÝ pari funk
�� rad��l~noÝ koordinati,  

+1=2

(r),

 

�1=2

(r) (u poznaqenn�h [10℄), pov'�zanih z R

+1=2

(r),

R

�1=2

(r) sp�vv�dnoxenn�mi

R

+1=2

(r) =

1

p

r

2

� 2Mr
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(r) exp

�

�

i

2

ar
tan

mr

�

�

;

R

�1=2

(r) =  

�1=2

(r) exp

�

+

i

2

ar
tan

mr

�

�

; (3)

deM | xvar
x�l~d�vs~ka masa, �| parametr rozd�-

lenn�, zale�ni� v�d znaqenn� orb�tal~nogo momentu.

Funk
�Ý  

+1=2

(r),  

�1=2

(r) znahodimo �k rozv'�zki

sistemi dvoh l�n��nih diferen
��l~nih r�vn�n~

�

d

dr̂

�

� i�

�

 

+1=2

= W 

�1=2

; (4)

�

d

dr̂

�

+ i�

�

 

�1=2

= W 

+1=2

; (5)

de, zam�st~ rad��l~noÝ koordinati r, uvedeno novu ne-

zale�nu zm�nnu r̂

�

, priqomu zv'�zok m�� r � r̂

�

vizna-

qa
mo sp�vv�dnoxenn�mi

r̂

�

= r

�

+

1

2�

ar
tan

mr

�

; (6)

de svo
� qergo�

dr

�

dr

=

�

1�

2M

r

�

�1

: (7)

Funk
�� W , zale�na v�d r; �; �, ma
 vigl�d

W =

(r

2

� 2Mr)

1=2

(�

2

+m

2

r

2

)

3=2

r

2

(�

2

+m

2

r

2

) + (�m=2�)(r

2

� 2Mr)

: (8)

Rozgl�da�qi r�vn�nn� (4), (5) dl� l�n��noÝ komb�na
�Ý

funk
��  

+1=2

,  

�1=2

Z

+

=  

+1=2

+  

�1=2

; (9)

Z

�

=  

+1=2

�  

�1=2

;

oder�u
mo sistemu r�vn�n~

�

d

dr̂

�

�W

�

Z

+

= i�Z

�

; (10)

�

d

dr̂

�

+W

�

Z

�

= i�Z

+

:

Ot�e, anal�zu�qi rozv'�zki r�vn�n~ (10), mo�na

vivqati poved�nku hvil~ovoÝ funk
�Ý qastinki z� sp�-

nom 1/2 v pol� Xvar
x�l~da pri r�znih znaqenn�h ÝÝ

ener��Ý ta orb�tal~nogo kvantovogo qisla.
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III. TOQN� QASTKOV� ROZV'�ZKI R�VN�N^

MAT�SONA{PAPAPETRU V POL�

XVARCX�L^DA

Na�prost�xim �z v�domih rozv'�zk�v r�vn�n~

Mat�sona{Papapetru v pol� Xvar
x�l~da 
 to�,

wo opisu
 rad��l~ni� ruh probnoÝ qastinki z� sp�-

nom. Vi�vl�
t~s�, wo sv�tova l�n�� dl� takogo ruhu

toqno zb�ga
t~s� z v�dpov�dno� geodez��no� sv�to-

vo� l�n�
�, tobto sp�n qastinki zovs�m ne vpliva


na ÝÝ postupal~ni� ruh. Taki� vpliv pro�vl�
t~s�

lixe tod�, koli qastinka ma
 v�dm�nni� v�d nul�

orb�tal~ni� moment, tobto nenul~ovu tan�en
��l~nu

komponentu xvidkosti, wo oznaqa
 vkl�qenn� �ra-

v�ta
��noÝ sp�n-orb�tal~noÝ vza
mod�Ý. Osk�l~ki same


� vza
mod�� viznaqa
 k�l~k�sn� parametri vplivu

sp�nu qastinki na ÝÝ ruh, do
�l~no rozgl�nuti t�

rozv'�zki r�vn�n~ Mat�sona{Papapetru v pol� Xvar-


x�l~da, wo opisu�t~ kolov� orb�ti. Z odnogo boku,

na 
� orb�ti, na v�dm�nu v�d rad��l~nih, u�e vpli-

va
 �rav�ta
��na sp�n-orb�tal~na vza
mod��, z �nxogo

| anal�z v�dpov�dnih rozv'�zk�v r�vn�n~ Mat�sona{

Papapetru mo�na zrobiti na�b�l~x povno. Spravd�,

dosl�d�u�qi ekvator��l~n� kolov� orb�ti v plowin�

� = �=2 standartnih xvar
x�l~d�vs~kih koordinat,

koli sp�n qastinki ortogonal~ni� do plowini ruhu,

prihodimo do takogo r�vn�nn�, wo viznaqa
 zale�-

n�st~ orb�tal~noÝ komponenti 4-xvidkosti u

?

= r _'

v�d masi d�erela pol� M � qastinki m, rad�usa or-

b�ti r = 
onst � 
dinoÝ v�dm�nnoÝ v�d nul� komponenti

3-vektora sp�nu S

�

[13, 
. 116℄:

u

3

?

�

1�

3M

r

�

2

S

�

mr

2

� u

2

?

�

1�

2M

r

��

1�

3M

r

�

+ u

?

M

r

�

2�

3M

r

�

S

�

mr

2

+

M

r

�

1�

2M

r

�

= 0: (11)

P�dkreslimo, wo r�vn�nn� (11) 
 nasl�dkom r�vn�n~

Mat�sona{Papapetru z dopovn�l~no� umovo�, v�do-

mo� �k umova P�ran�. Rol~ 
�
Ý umovi pol�ga
 u vid�-

lenn� ruhu 
entra masi qastinki, wo oberta
t~s�.

Odnak u rel�tiv�stiqn�� mehan�
�, na v�dm�nu v�d n~�-

ton�vs~koÝ, polo�enn� 
entra masi t�la,wo ma
 vnut-

r�xn
 obertann�, zale�it~ v�d sistemi v�dl�ku, �

umovu P�ran� zadovol~n�
 ne lixe vlasni� 
entr

masi �k na�bli�qi� analog n~�ton�vs~kogo 
entra

masi (napriklad, dl� t�la u vigl�d� kul� odnor�dnoÝ

gustini masi nim 
 geometriqni� 
entr kul�), ale �

de�ka sukupn�st~ �nxih 
entr�v masi, wo ruha�t~s�

stosovno vlasnogo 
entra masi [14, s. 130℄. Zokrema,

tak� ruhi v�dobra�en� v r�vn�nn� (11). Spravd�, pokla-

da�qi v (11) M = 0, znahodimo rozv'�zok

u

?

=

mr

2

S

�

; (12)

wo v�dpov�da
 kolovim ruham nevlasnih 
entr�v

masi, �k� we naziva�t~ va�sengofs~kimi kolovimi

orb�tami [9℄. Tobto 
e� rozv'�zok opisu
 situa
��,

koli vlasni� 
entr masi � qastinka �k 
�le neru-

hom� v prostor� M�nkovs~kogo, a nevlasn� 
entri masi


irkul��t~ wodo 
dinogo vlasnogo 
entra masi ko-

lovo� orb�to� rad�usa r. V�dpov�dni� rozv'�zok r�v-

n�nn� (11) �snu
 � v pol� Xvar
x�l~da. Napriklad, u

slabkomu �rav�ta
��nomu pol� M=r � 1, zam�st~ (12)

z r�vn�nn� (11) oder�u
mo

u

?

=

mr

2

S

�

�

1 +

M

r

�

1� 3

S

2

�

M

2

r

4

��

: (13)

�kwo � umova M=r � 1 ne vikonu
t~s�, to 
 sens

rozgl�dati r�vn�nn� (11) lixe z urahuvann�m umovi

probnosti qastinki [15℄, �ka v naxomu vipadku na-

buva
 vigl�du

S

2

�

M

2

r

4

� 1; (14)

osk�l~ki sam� r�vn�nn� Mat�sona{Papapetru oder-

�an� z urahuvann�m umovi probnosti.Sens 
�
Ý umovi

v tomu, wo v me�ah rozm�r�v qastinki �rav�ta
��ne

pole povinno zm�n�vatis~ malo.

Ot�e, rozgl�n~mo rozv'�zki r�vn�nn� (11) z ura-

huvann�m umovi (14). Spoqatku zauva�imo, wo koli

S

�

= 0, tobto qastinka bezsp�nova, to dva koren� r�v-

n�nn� (11) ma�t~ vigl�d

u

?

= �

r

M

r

�

1�

3M

r

�

�1=2

; (15)

tobto, �k � povinno buti, zb�ga�t~s� z v�dpov�dnimi

rozv'�zkami r�vn�n~ geodez��nih l�n��, wo opisu�t~

kolov� ruhi u dvoh protile�nih napr�mkah za kutom

'. �z (15) vipliva
 v�domi� fakt, wo kolov� ne�zo-

tropn� geodez��n� orb�ti v pol� Xvar
x�l~da �snu�t~

lixe pri r > 3M . �kwo � S

�

6= 0, ale vikonu
t~s�

umova (14), to pri r > 3M r�vn�nn� (11) ma
 tri ko-

ren�. Dva z nih 
 analogami (15):

u

?

= �

r

M

r

�

1�

3M

r

�

�1=2

(16)
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+

3

2

S

�

mr

2

M

r

�

1�

3M

r

�

�1

;

tobto da�t~ sp�novu popravku do kutovoÝ xvidkosti

ruhu qastinki po kolov�� orb�t�. Tret�� kor�n~ r�v-

n�nn� (11) pri r > 3M 
 formal~nim prodov�enn�m

virazu (13), spravedlivogo pri M=r � 1, na vs� d�-

l�nku znaqen~ r: v�d M=r� 1 do r > 3M .

Okremim 
 vipadok r = 3M . Zauva�imo, wo kolova

orb�ta takogo rad�usa osobliva v�e v kontekst� do-

sl�d�en~ rozv'�zk�v r�vn�n~ geodez��nih l�n�� u pol�

Xvar
x�l~da, osk�l~ki po n�� mo�e ruhatis~ lixe

sv�tlovi� prom�n~, tobto vona 
 �zotropno�.

Zrazu vidno, wo pri r = 3M r�vn�nn� (11) ma
 
di-

ni� kor�n~

u

?

= �

3mM

S

0

: (17)

Za umovo� probnosti (14) zg�dno z (17) ma
mo u

2

?

� 1,

tobto xvidk�st~ ruhu qastinki po 
�� orb�t� 
 ul~t-

rarel�tiv�stiqno�. Sv�tova l�n�� probnoÝ qastinki

z� sp�nom, �ka v�dpov�da
 orb�t� r = 3M , ne�zotropna,

na v�dm�nu v�d geodez��noÝ kolovoÝ orb�ti takogo �

rad�usa. C�kavo, wo rozv'�zok (17), �k legko pereko-

natis~, 
 sp�l~nim dl� (11) � v�dpov�dnogo vkoroqe-

nogo var��nta r�vn�n~ Mat�sona{Papapetru z umovo�

P�ran�, u �komu v�dsutn� qleni z viwimi poh�dnimi

[13℄. Ukoroqen� r�vn�nn� Mat�sona{Papapetru ne m�s-

t�t~ rozv'�zk�v, wo opisu�t~ ruhi nevlasnih 
ent-

r�v masi. Ot�e, rozv'�zok (17) opisu
 ruh vlasnogo


entra masi probnoÝ qastinki z� sp�nom, � same na


~omu rozv'�zku zovs�m ne v�dbiva
t~s� p�dm�na toq-

nih r�vn�n~ Mat�sona{Papapetru vkoroqenimi (wo,

zviqa�no, ne tak dl� zagal~nih vipadk�v ruhu). Do

req�, sp�vv�dnoxenn� (17) z urahuvann�m (14) zb�ga-


t~s� tako� �z v�dpov�dnim rozv'�zkom toqnih r�v-

n�n~ Mat�sona{Papapetru z dopovn�l~no� umovo�

Tul~qi
va{D�ksona [16℄, �ku �nod� rozgl�da�t~ �k

al~ternativu umov� P�ran� z meto� vikl�qenn� roz-

v'�zk�v dl� nevlasnih 
entr�v masi.

Ruh po kolov�� orb�t� rad�usa 3M z 4-xvidk�st�

(17) priverta
 uvagu z dvoh priqin. Z odnogo boku,

v�n dostatn~o bliz~ki� do geodez��nogo ruhu v tomu

sens�, wo dl� n~ogo virazi �nte�rala ener��Ý E � mo-

mentu k�l~kosti ruhu � zb�ga�t~s� z v�dpov�dnimi

virazami dl� geodez��nogo ruhu (div. [13℄; kolov� or-

b�ti z r 6= 3M takoÝ vlastivosti ne ma�t~). Z �n-

xogo boku, �rav�ta
��na sp�n-orb�tal~na sila, �ka z

pogl�du suputn~ogo sposter�gaqa v�dhil�
 ruh qas-

tinki v�d stanu geodez��nogo v�l~nogo pad�nn�, ma


v�e sutt
vo ul~trarel�tiv�stiqni� harakter. P�d


im rozum�
mo, wo, zavd�ki vplivov� rel�tiv�stiq-

nogo 
 | faktora Loren
a, sp�n-orb�tal~na sila na

orb�t� r = 3M 
 znaqno b�l~xo� za absol�tno� ve-

liqino�, n�� na bud~{�k�� neul~trarel�tiv�stiqn��

kolov�� orb�t� qastinki z� sp�nom. Spravd�, vikoris-

tovu�qi virazi � pro
eduru rozrahunk�v, navedenih

u [17℄, dl� veliqini 
�
Ý sili jF


.-o.

j u vipadku kolo-

voÝ orb�ti r = 3M neva�ko zna�ti

jF


.-o.

j =

p

3

mM

r

2

: (18)

(Pri 
~omu sila spr�movana rad��l~no, tobto per-

pendikul�rno do napr�mku ruhu qastinki po orb�t�;

sp�vv�dnoxenn� (18) spravd�u
t~s� �k u l�n��nomu

za sp�nom nabli�enn�, tak � pri vrahuvann� vs�h sp�-

novih qlen�v). Tod� �k dl� vs�h (�k kolovih, tak �

bud~-�kih nekolovih) neul~trarel�tiv�stiqnih or-

b�t v�dpov�dn� virazi domno�u�t~s� we na veliqinu,

znaqno menxu v�d 1, pov'�zanu z parametrom prob-

nosti qastinki z� sp�nom [17℄.

Ot�e, osk�l~ki na kolov�� orb�t� r = 3M u�e pro-

�vl�
t~s� spe
if�ka �rav�ta
��noÝ sp�n-orb�tal~noÝ

vza
mod�Ý v ul~trarel�tiv�stiqnomu d��pazon� xvid-

kosti, do
�l~no same dl� 
�
Ý orb�ti zna�ti v�dpov�d-

nik sered rozv'�zk�v r�vn�nn� D�raka v pol� Xvar
-

x�l~da.

IV. ROZV'�ZOK R�VN�NN� D�RAKA,

ASOC��OVANI� Z KOLOVO�

ORB�TO� r = 3M

U dosl�d�enn�h rozv'�zk�v r�vn�nn� D�raka v pol�

Xvar
x�l~da (a tako� v �nxih pol�h) osnovnu uvagu

prid�l�li vipadkov�, koli �rav�ta
��ni� rad�us d�e-

rela pol� sum�rni� z kompton�vs~ko� dov�ino�

hvil� protona qi elektrona, wo vlastive g�potetiq-

nim m�kroskop�qnim qornim d�ram [11℄, osk�l~ki same

v tak�� situa
�Ý mo�ut~ buti sutt
vimi kvantov�

efekti. Tut vikonu
t~s� sp�vv�dnoxenn�

mM � 1: (19)

Rozgl�n~mo �nxi� vipadok, koli qorna d�ra 
 zviqa�-

no� (makroskop�qno�), tobto ÝÝ masa dor�vn�
 dek�l~-

kom znaqenn�m masi Son
� qi nav�t~ znaqno b�l~xa.

Tod� zam�st~ (19) ma
mo

mM � 1: (20)

Za takoÝ umovi v�dpov�dn� rozv'�zki r�vn�nn� D�raka

v pol� Xvar
x�l~da povinn� mati kvaz�klasiqni�

harakter, koli mo�na vesti movu, napriklad, pro

sv�tovu l�n�� qi tra
ktor�� qastinki. Vodnoqas 
�

rozv'�zki povinn� davati toqn�xi� opis por�vn�no z

rozv'�zkami r�vn�n~ Mat�sona{Papapetru, osk�l~ki

vrahovuvatimut~ kvantov� efekti, wo osoblivo va�-

livo dl� ul~trarel�tiv�stiqnih ruh�v qastinki z�

sp�nom.

�k zaznaqeno viwe, dl� dosl�d�enn� poved�nki

bud~-�kogo rozv'�zku r�vn�nn� D�raka v pol� Xvar
-

x�l~da, v tomu qisl� � togo, wo nas zaraz 
�kavit~|

kvantovomehan�qnogo v�dpov�dnika klasiqnoÝ kolovoÝ

orb�ti r = 3M , neobh�dno rozgl�nuti rozv'�zki sis-

temi r�vn�n~ (10) � vrahuvati (2). U svo� qergu, vi-

10
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znaqal~nim u r�vn�nn�h (10) 
 �vni� vigl�d funk
�Ý

W z (8). Same r�zn� znaqenn� parametr�v � � � v (8),

ener��Ý � momentu k�l~kosti ruhu qastinki, v�dpov�da-

�t~ r�znim vipadkam ÝÝ ruhu. Perxe zavdann� pol�-

ga
 v tomu, wob ukazati t� konkretn� znaqenn� � � �,

wo v�dpov�da�t~ orb�t� r = 3M . Log�qno pripustiti,

wo 
� znaqenn� � � � bliz~k� do v�dpov�dnih klasiq-

nih znaqen~, �k� viznaqa�t~s� r�vn�nn�miMat�sona{

Papapetru, tobto � � E, � � �. Podal~x� obqis-

lenn�, �k� navedemo ni�qe, vka�ut~ na pri�n�tn�st~


~ogo pripuwenn�.

Dl� kolovoÝ orb�ti r = 3M ma
mo [13℄

E = 3

�1=4

m

p

"

; � = �3

5=4

mM

p

"

; (21)

de

" �

S

0

Mm

� 1; (22)

S

0

| absol�tna veliqina sp�nu (zv'�zok m�� kom-

ponentami sp�nu S

�

� S

0

ma
 vigl�d S

�

= ru

4

S

0

[13,

s. 115℄; dl� viznaqenosti vva�a
mo S

�

> 0), priqomu

ner�vn�st~ u (22) 
 nasl�dkom umovi probnosti qas-

tinki [15℄.Uva�atimemo,wo v osnovnomu nabli�enn�

parametri � � � dor�vn��t~ v�dpov�dnim pravim qas-

tinam sp�vv�dnoxen~ (21).

Nas 
�kavit~ poved�nka rozv'�zk�v r�vn�nn� D�raka

v d�l�n
� prostoru, ne nadto v�ddalen�� v�d qornoÝ

d�ri, de r za por�dkom veliqini ne 
 znaqno b�l~-

xim v�d M . Toqn�xe, rozgl�datimemo vipadok, koli

vikonu
t~s� ner�vn�st~

�

2

� m

2

r

2

; (23)

�ka zg�dno z (21), (22) zabezpequ
t~s� mal�st� para-

metra " za umovi, wo v�dnoxenn� r=M ne kompensu


mal�st~ ". Urahovu�qi (23) � (20)-(22), dl� funk
�Ý

W z (8) ma
mo

W =

(r

2

� 2Mr)

1=2

r

2

�: (24)

Osk�l~ki v real~nih situa
��h (napriklad, dl�

elektrona v pol� makroskop�qnoÝ qornoÝ d�ri) viko-

nu
t~s� ne lixe ner�vn�st~ (20), ale �

p

mM � 1 (�

v�dpov�dno v (22)

p

" � 1), to zg�dno z (6) r̂

�

� r

�

. U


~omu nabli�enn� z r�vn�n~ (10) oder�u
mo

d

2

Z

�

dr

2

�

+

�

�

2

�

r � 2M

r

3

�

2

�

Z

�

= 0: (25)

Urahovu�qi (6) � virazi (21), r�vn�nn� (25) zruqno

perepisati v term�nah bezrozm�rnih veliqin:

d

2

y

dx

2

+

�

1�

2

x

�

�2

�

1�

3

x

�

2

�

1 +

6

x

�

Ay = 0; (26)

de x � r=M , A � m

2

M

2

="

p

3; tut pixemo zm�nnu y za-

m�st~ Z

+

qi Z

�

. Unasl�dok (20), (22) ma
 m�s
eA� 1,

tomu mno�nik pri funk
�Ý y v (26) znaqno b�l~xi�

v�d 1 zav�di (osk�l~ki rozgl�da
mo d�l�nku poza po-

verhne� gorizontu, to x > 2), za vin�tkom malogo

okolu znaqenn� x = 3. Proanal�zu�mo r�vn�nn� (26)

okremo same v 
~omu okol�. Koli jx � 3j � 1, z r�v-

n�nn� (26) vipliva


d

2

y

dx

2

+ 3A(x� 3)

2

y = 0: (27)

Ce r�vn�nn� 
 qastkovim vipadkom togo r�vn�nn�,

rozv'�zki �kogo opisan�, napriklad, v [18℄. U malomu

okol� jx � 3j � 1 ma
mo taki� zagal~ni� rozv'�zok

r�vn�nn� (27):

y = C

1

�

1�

i

2

p

3A(x� 3)

2

�

5

8

A(x� 3)

4

�

(28)

� exp

�

i

2

p

3A(x� 3)

2

�

+ C

2

�

1 +

i

2

p

3A(x� 3)

2

�

5

8

A(x� 3)

4

�

� exp

�

�

i

2

p

3A(x� 3)

2

�

;

de C

1

; C

2

| stal� �nte�ruvann�.

Ot�e, z urahuvann�m pri�n�tih poznaqen~ funk
�Ý

Z

+

, Z

�

, �k rozv'�zki r�vn�nn� (25) u malomu okol�

znaqenn� r = 3M , ma�t~ vigl�d (28). Urahovu�qi

r�vn�nn� (4), (5) � sp�vv�dnoxenn� (9), (28), znahodimo

 

+1=2

= C

�

1�

A

4

(x� 3)

4

�

; (29)

 

�1=2

= iC

�

1�

A

4

(x� 3)

4

�

;

de C | stala �nte�ruvann�.

Oto�, u dostatn~o malomu okol� znaqenn� r = 3M ,

koli jx � 3j � 1 � A(x � 3)

4

� 1, funk
�Ý  

+1=2

(r),

 

�1=2

(r) vedut~ sebe zg�dno z (29), de x = r=M . Zv�dsi,

zokrema, pom�qa
mo, wo j 

+1=2

(r)j � j 

�1=2

(r)j ma�t~

lokal~ni� maksimum u toq
� r = 3M . Dl� podal~-

xogo dosl�d�enn� poved�nki 
ih funk
�� povern�-

mos� do r�vn�n~ (4), (5), �k� z urahuvann�m pri�n�tih

poznaqen~ pri r > 2M nabuva�t~ vigl�du:

d 

+1=2

dx

� iA

�

1�

2

x

�

�1

 

+1=2

(30)

11
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+3

3=2

A

x

�

1�

2

x

�

�1=2

 

�1=2

= 0;

d 

�1=2

dx

+ iA

�

1�

2

x

�

�1

 

�1=2

+3

3=2

A

x

�

1�

2

x

�

�1=2

 

+1=2

= 0:

Komp'�tern� rozrahunki pokazu�t~, wo funk
�Ý

j 

+1=2

(r)j � j 

�1=2

(r)j �k rozv'�zki r�vn�n~ (30) ma-

�t~ pri r = 3M ne t�l~ki lokal~ni�, ale � abso-

l�tni� maksimum, priqomu vira�eni� tim r�zk�xe,

qim b�l~xe znaqenn� parametra A. Pri 
~omu zber�-

ga
t~s� vlastiv�st~, wo pro�vilas~ u virazah (29),

a same, vikonu
t~s� r�vn�st~ j 

+1=2

(r)j = j 

�1=2

(r)j.

Ris. 1 �l�stru
 zale�n�st~ j 

+1=2

(r)j

2

� j 

�1=2

(r)j

2

v�d

r=M priA = 10

9

, �kwo stalu normuvann� C,wo f��u-

ru
 v (29), poklasti r�vno� 1. (�k pobaqimo ni�qe,

same qerez j 

+1=2

(r)j

2

� j 

�1=2

(r)j

2

vira�a�t~s� kom-

ponenti vektora strumu). Tobto 
� funk
�Ý v�dm�nn�

v�d nul� lixe v malomu �nterval� znaqenn� r = 3M .

Ris. 1. Zale�n�st~ j 

�1=2

j

2

v�d r=M pri A = 10

9

.

Rozgl�n~mo komponenti vektora strumu J

�

dl� d�-

rak�vs~koÝ qastinki, hvil~ova funk
�� �koÝ viznaqa-


t~s� sp�vv�dnoxenn�mi (2), (3). Vikorista�mo v�do-

mi� viraz dl� 
~ogo vektora [11℄

J

�

=

p

2

�

l

�

(j	

1

j

2

+ j	

4

j

2

) + n

�

(j	

2

j

2

+ j	

3

j

2

)

� m

�

(	

1

	

�

2

� 	

3

	

�

4

) �m

��

(	

�

1

	

2

�	

�

3

	

4

)℄ ; (31)

de l

�

; n

�

;m

�

;m

��

| v�dpov�dn� �zotropn� vektori u

formal�zm� N~�mena{Penrouza, priqomu v standart-

nih xvar
x�l~d�vs~kih koordinatah komponenti 
ih

vektor�v 
 takimi [11℄:

l

�

=

(

1; 0; 0;

�

1�

2M

r

�

�1

)

;

n

�

=

�

�

1

2

�

1�

2M

r

�

; 0; 0;

1

2

�

;

m

�

=

�

0;

1

r

p

2

;

i

r

p

2 sin �

; 0

�

;

m

��

=

�

0;

1

r

p

2

;

�i

r

p

2 sin �

; 0

�

: (32)

Urahovu�qi sp�vv�dnoxenn� (2), (3), (31), (32), a ta-

ko� r�vn�st~ j 

+1=2

(r)j = j 

�1=2

(r)j, neva�ko pereko-

natis~, wo v�dm�nnimi v�d nul� 
 lixe komponenti

J

3

� J

'

ta J

4

� J

t

, tod� �k J

1

� J

r

= 0, J

2

� J

�

= 0.

Ce oznaqa
, wo strum 
irkul�
 po kolu, priqomu,

zg�dno �z zaznaqenim viwe pro zale�n�st~ j 

+1=2

j �

j 

�1=2

j v�d r, v�dm�nn� v�d nul� komponenti strumu

ma�t~ r�zki� maksimum pri r = 3M . Ce dozvol�


konstatuvati, wo rozgl�nuti� qastkovi� rozv'�zok

r�vn�nn� D�raka 
 kvantovim v�dpov�dnikom kolovoÝ

orb�ti rad�usa r = 3M , �ka opisu
t~s� r�vn�nn�mi

Mat�sona{Papapetru.

V. VISNOVKI

Mi rozgl�nuli qastkov� rozv'�zki r�vn�n~

Mat�sona{Papapetru � D�raka, m�� �kimi �snu
 v�d-

pov�dn�st~ u tomu sens�, wo v odnomu vipadku opi-

su
t~s� kolova tra
ktor�� rad�usa 3M , a v drugomu

| kvantovi� stan d�rak�vs~kogo elektrona, koli v�n

zosered�eni� u malomu okol� same takogo znaqenn�

rad��l~noÝ koordinati, wo dor�vn�
 3M . Pri 
~omu

kvantove znaqenn� ener��Ý elektrona zb�ga
t~s� z kla-

siqnim, tobto u pri�n�tih poznaqenn�h ma
 m�s
e

r�vn�st~ � = E (analog�qni� visnovok stosu
t~s� �

znaqenn� momentu k�l~kosti ruhu).

Hoq rozgl�nut� rozv'�zki 
 qastkovimi, voni va�-

liv� tim, wo vi�vl��t~ rol~ � mo�livost� �rav�ta-


��noÝ sp�n-orb�tal~noÝ vza
mod�Ý v ul~trarel�tiv�s-

tiqn�� d�l�n
�.Priqomu �kwo pri poxuku rozv'�zk�v

r�vn�n~ Mat�sona{Papapetru dovodit~s� nakladati

dodatkovu umovu, �k ot P�ran�, Tul~qi
va{D�ksona

qi �kus~ �nxu, dl� r�vn�nn� D�raka potrebi v pod�b-

n�� umov� nema.

Stanovit~ �nteres podal~xi� rozgl�d tih rozv'�z-

k�v r�vn�n~ D�raka v pol� Xvar
x�l~da, �k� mo�na

bulo b nazvati v�dpov�dnikami takih sutt
vo ne-

geodez��nih rozv'�zk�v r�vn�n~ Mat�sona{Papapetru,

wo opisu�t~ ruhi z velikimi znaqenn�mi ener-

12
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��Ý zv'�zku. Ce, zokrema, spri�lo b rozrob
� b�l~x

real�stiqnoÝ kartini �rav�ta
��nogo kolapsu, �ka

posl�dovno vrahovuvala b rol~ �rav�ta
��noÝ sp�n-

orb�tal~noÝ vza
mod�Ý � v�dpov�dnih kvantovih efek-

t�v.
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ON THE COMPARISON OF SOLUTIONS OF THE DIRAC AND

MATHISSON{PAPAPETROU EQUATIONS IN A SCHWARZSCHILD FIELD

R. Plyatsko

Pidstryha
h Institute for Applied Problems of Me
hani
s

and Mathemati
s of the National A
ademy of S
ien
es of Ukraine,

3-b Naukova Str., Lviv, UA{79601, Ukraine

The importan
e of the analysis of the Dira
 equation solutions 
orresponding to su
h ultrarelativisti
 solutions

of the Mathisson{Papapetrou equations whi
h are 
aused by the essential in
uen
e of the gravitational spin-orbit

intera
tion is dis
ussed. As the �rst step in this dire
tion we 
onsider the partial solution of the Dira
 equation in

a S
hwarzs
hild �eld 
orresponding to the solution of the Mathisson{Papapetrou equations des
ribing the 
ir
ular

ultrarelativisti
 orbit of radius r = 3M , where M is a S
hwarzs
hild mass.
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