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I. VSTUP

Teoretiqn� dosl�d�enn� pro
es�v katal�tiqnih re-

ak
�� v ob'
mn�� faz� ta na poverhn�h (zokrema me-

tal�qnih) zalixa�t~s� aktual~nimi. Voni zumov-

len�, z odnogo boku, prin
ipovo novimi katal�tiq-

nimi pro
esami na osnov� nanotehnolog��, z drugogo

| vi�snenn�m mehan�zm�v prohod�enn� katal�tiqnih

reak
��.Oqevidno,wo naxe rozum�nn� mehan�zm�v tih

qi �nxih katal�tiqnih reak
�� du�e zale�it~ v�d

r�vn� model~nosti Ýhn~ogo opisu: qi 
e klasiqni�,

a qi kvantovi� opis pro
es�v z urahuvann�m efekt�v

bagatoqastinkovih korel�
��.

U teor�Ý k�netiqnih r�vn�n~ hem�qnih reak
�� prin-


ipovo va�livim 
 pitann� Ýh statistiqnogo ob�run-

tuvann� [1℄. �z 
im tako� pov'�zana problema vizna-

qenn� \konstant" hem�qnih reak
�� u pro
esah g�d-

rol�zu, diso
��
�Ý, aso
��
�Ý molekul, katal�tiqnogo

sintezu na aktivnih poverhn�h. V osnovnomu| 
e b�-

molekul�rn� hem�qn� reak
�Ý, � dl� vi�snenn� mehan�z-

m�v Ýh prohod�enn� neobh�dno vrahuvati strukturn�

ta dinam�qn� peretvorenn� dl� qastinok navkolix-

n~ogo seredoviwa. Seredoviwe, u �komu prohod�t~

t� qi �nx� hem�qn� reak
�Ý, mo�e znahoditis~ u k�ne-

tiqnomu qi g�drodinam�qnomu, sta
�onarnomu qi ne-

sta
�onarnomu ner�vnova�nih stanah, wo, oqevidno,

sutt
vo vplivatime na Ýh prohod�enn�. Tomu vini-

ka
 prin
ipovo skladna zadaqa uzgod�enogo opisu

k�netiki hem�qnih reak
�� �z ner�vnova�nimi pro-


esami navkolixn~ogo seredoviwa. Dl� rozv'�zann�


ih problem neobh�dno zastosuvati metodi ner�vno-

va�noÝ statistiqnoÝ mehan�ki.

Na 
� poru dos�gnuto pevnogo pro�resu v sta-

tistiqnomu ob�runtuvann� r�vn�n~ hem�qnoÝ k�netiki

dl� oborotnih ta neoborotnih reak
�� u gazah � r�-

dinah. Zokrema, teor�� Ensko�a dl� hem�qno rea�u�-

qih r�din rozvinuta v pra
�h [2,3℄. Teor�� M. Smo-

luhovs~kogo [4℄ ta ÝÝ modif�ka
�Ý [5{8℄ zastosovuvali

dl� klasiqnogo opisu k�netiki difuz��no kerova-

nih reak
��. Al~ternativno p�d��xov do 
ih pra
~

D�. Ka�zer [1,9,10℄ na osnov� ner�vnova�noÝ statis-

tiqnoÝ termodinam�ki dl� rozrahunku ner�vnova�noÝ

rad��l~noÝ funk
�Ý rozpod�lu rea�u�qih komponent

qerez korel�
��nu funk
�� \gustina-gustina". Pov-

n�st� renormal�zovana k�netiqna teor�� �. Mazenka

[11{13℄ vperxe bula zastosovana do opisu oborotnih

hem�qnih reak
�� A+B � C+D v pra
�h [14,15℄ � na-

bula podal~xogo rozvitku v [16{18℄ pri dosl�d�enn�

b�molekul�rnih reak
��. B. Fel~derhof z� sp�vavto-

rami [19{22℄ vikoristali uzagal~nen� r�vn�nn� pere-

nosu ta detal~nogo balansu �z zastosuvann�m metodu

proek
��nih operator�v Mor�.

Hoqa vs� 
� p�dhodi dali mo�liv�st~ otrimati v�d-

pov�dn� r�vn�nn� perenosu, odnak na�povn�xe � na�-

posl�dovn�xe �deÝ skoroqenogo opisu vira�eno v me-

tod� ner�vnova�nogo statistiqnogo operatora (NSO)

D. Zubar
va [23,24℄.Metod NSO da
 zmogu, vibravxi

nab�r parametr�v skoroqenogo opisu, zna�ti ner�vno-

va�nu funk
�� rozpod�lu, �ka v�dpov�da
 
~omu na-

borov�, � za ÝÝ dopomogo� pobuduvati dl� parametr�v

naboru r�vn�nn� perenosu. U nastupnih rozd�lah mi

oder�imo uzagal~nen� r�vn�nn� perenosu dl� opisu

reak
��no-difuz��nih pro
es�v u klasiqnih hem�qno

rea�u�qih sum�xah. Tako� budut~ otriman� m�kro-

skop�qn� virazi dl� uzagal~nenih koef�
�
nt�v pere-

nosu � proanal�zovana Ýhn� struktura, zale�n�st~ v�d

poten
��l�v vza
mod�Ý ta strukturnih funk
�� rozpo-

d�lu qastinok sistemi. Bude rozgl�nuto �k sil~no-,

tak � slaboner�vnova�n� pro
esi. Proanal�zu
mo na-

bli�enn�, �ke vede do v�domih rezul~tat�v teor�Ý he-

m�qnoÝ k�netiki D�. Ka�zera [1℄.

II. NER�VNOVA�NI� STATISTIQNI�

OPERATOR HEM�QNO-REA�U�QIH

SUM�XE�. KLASIQNI� OPIS

Rozgl�datimemo bagatokomponentnu sum�x vza
mo-

d��qih atom�v ta molekul, m�� �kimi mo�ut~ v�d-

buvatis� oborotn� b�molekul�rn� hem�qn� reak
�Ý ta
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reak
�Ý diso
��
�Ý-aso
��
�Ý:

A+B � C +D;

A+B � AB:

Gam�l~ton��n takoÝ sistemi zapixemo u vigl�d�:

H =

X

�

N

�

X

j=1

p

2

j

2m

�

+

1

2

X

�


N

�

;N




X

j 6=l

�

�


(r

j

; r

l

); (2.1)

de p

j

| �mpul~s j-go atoma qi molekuli (�k� dl�

prostoti rozgl�du vva�a�t~s� bezstrukturnimi),

�

�


(r

j

; r

l

) | parn� poten
��li vza
mod�Ý m�� qastin-

kami sort�v � � 
. �ndeksi sort�v prob�ga�t~ znaqenn�

A;B;C;D;AB. Pripuskatimemo, wo �

�


(r

j

; r

l

) skla-

da
t~s� z korotkos��noÝ (�z vneskom, �ki� opisu
 he-

m�qni� zv'�zok) ta dalekos��noÝ qastin.

Ner�vnova�ni� stan sistemi povn�st� opisu
-

t~s� ner�vnova�no� funk
�
� rozpod�lu qastinok

�(x

N

; t), �ka zadovol~n�
 r�vn�nn� L�uv�l�

�

�t

�(x

N

; t) + iL

N

�(x

N

; t) = 0; (2.2)

de iL

N

| operator L�uv�l�,wo v�dpov�da
 gam�l~ton�-

�nov� (2.1). Ner�vnova�na funk
�� rozpod�lu �(x

N

; t)

normovana:

Z

d�

N

�(x

N

; t) = 1; d�

N

=

Y

�

(dx)

N

�

N

�

!h

3N

�

; (2.3)

a x

N

= (x

1

; x

2

; : : : ; x

N

), x

j

= fp

j

; r

j

g, dx

j

= dp

j

dr

j

.

Dl� togo wob zna�ti povnu ner�vnova�nu funk
��

rozpod�lu, vikorista�mo metod ner�vnova�nogo sta-

tistiqnogo operatora Zubar
va [23,24℄, v osnov� �kogo

le�at~ �deÝ skoroqenogo opisu ner�vnova�nogo stanu

sistemi na osnov� viznaqenogo naboru spostere�uva-

nih parametr�v. Osk�l~ki nas 
�kavitimut~ �zoter-

m�qn� difuz��no-reak
��n� pro
esi, to za parametri

skoroqenogo opisu mo�na vibrati seredn� znaqenn�

v�dpov�dnih dinam�qnih zm�nnih:

hn̂

�

(r)i

t

; hn̂

�

(r)n̂




(r

1

)i

t

(2.4)

| ner�vnova�nih unarnoÝ � parnoÝ funk
�� rozpo-

d�lu qastinok sort�v � � 
, a userednenn� oznaqa


h: : :i

t

=

R

d�

N

: : : �(x

N

; t).

n̂

�

(r) =

N

�

X

j=1

Æ(r � r

j

) (2.5)

| m�kroskop�qna gustina qisla qastinok sortu �.

Tut va�livo v�dznaqiti osoblivu rol~ parnoÝ ne-

r�vnova�noÝ funk
�Ý rozpod�lu hn̂

�

(r)n̂




(r

1

)i

t

. Vona

mo�e opisuvati ner�vnova�ni� rozpod�l dvoh atom�v

do hem�qnih reak
��, a tako� rozpod�l atom�v, �k�,

vnasl�dok hem�qnogo zv'�zku, utvor��t~ dvoatomnu

molekulu. V ostann~omu vipadku hn̂

�

(r)n̂




(r

1

)i

t

| 
e

vnutr�molekul�rn� ner�vnova�n� funk
�Ý rozpod�lu

atom�v sort�v �, 
. Z neÝ, pere�xovxi do koordinati


entra mas dvoh atom�v vseredin� molekuli, otri-

ma
mo seredn
 znaqenn� gustini qisla molekul, �k�

utvoren� v rezul~tat� b�atomnih reak
��. Oqevidno,

wo �kwo sorti � � 
 nale�at~ r�znim atomam, to

hn̂

�

(r)n̂




(r

1

)i

t


 parno� m��molekul�rno� ner�vno-

va�no� funk
�
� rozpod�lu v�dpov�dnih atom�v.

Vikoristovu�qi metod ner�vnova�nogo statistiq-

nogo operatora Zubar
va [23,24℄, rozv'�zok r�vn�nn�

(2.2) budemo xukati, vkl�qivxi u �ogo pravu qas-

tinu nesk�nqenno male d�erelo:

h

�

�t

+ iL

N

i

�(x

N

; t) = �"

�

�(x

N

; t)� �

q

(x

N

; t)

�

: (2.6)

Nesk�nqenno male d�erelo poruxu
 simetr�� r�v-

n�nn� wodo povorotu napr�mku v�dl�ku qasu � v�d-

bira
 zaga�n� �ogo rozv'�zki v grani
� " ! +0 p�sl�

termodinam�qnoÝ grani
�. �

q

(x

N

; t) | dopom��na kva-

z�r�vnova�na statistiqna funk
�� rozpod�lu, �ka vi-

znaqa
t~s� z ekstremumu �nforma
��noÝ entrop�Ý pri

f�ksovanih parametrah skoroqenogo opisu ner�vno-

va�nogo stanu sistemi. U naxomu vipadku paramet-

rami skoroqenogo opisu vibrano seredn� znaqenn�

(2.4), tomu, v�dpov�dno do [23,24℄, oznaqmo �

q

(x

N

; t) za

��bsom:

�

q

(x

N

; t) = (2.7)

= exp

n

��(t) � �

�

H �

X

�

Z

dr�

�

(r; t)n̂

�

(r)

�

X

�


Z

dr

Z

dr

1

�

�


(r; r

1

; t)n̂

�

(r)n̂




(r

1

)

�o

;

de

�(t) = (2.8)

= ln

Z

d�

N

exp

n

��

�

H �

X

�

Z

dr�

�

(r; t)n̂

�

(r)

�

X

�


Z

dr

Z

dr

1

�

�


(r; r

1

; t)n̂

�

(r)n̂




(r

1

)

�o

| funk
�onal Mas~
{Planka, zna�deni� z umovi

normuvann�

Z

d�

N

�

q

(x

N

; t) = 1: (2.9)

La�ran�ev� parametri �

�

(r; t), �

�


(r; r

1

; t) znaho-

112



UZAGAL^NEN� R�VN�NN� PERENOSU DIFUZ��NO-REAKC��NIH PROCES�V. . .

dimo z v�dpov�dnih umov samouzgod�enn�:

hn̂

�

(r)i

t

= hn̂

�

(r)i

t

q

;

h

^

G

�


(r; r

1

)i

t

= h

^

G

�


(r; r

1

)i

t

q

; (2.10)

de h: : :i

t

q

=

R

d�

N

: : : �

q

(x

N

; t) � vikoristano poznaqenn�

^

G

�


(r; r

1

) = n̂

�

(r)n̂




(r

1

).

F�ziqni� zm�st termodinam�qnih parametr�v

�

�

(r; t) � �

�


(r; r

1

; t) viznaqa
mo z uzagal~nenih

termodinam�qnih sp�vv�dnoxen~, �k� pov'�zu�t~ Ýh

�z funk
�onalom Mas~
{Planka (2.8), parametrami

skoroqenogo opisu (2.4) ta funk
�onalom entrop�Ý

��bsa z urahuvann�m umov samouzgod�enn� (2.10).

Entrop��

S(t) = �hln �

q

(t)i

t

q

(2.11)

= �(t) + �hHi

t

�

X

�

Z

dr ��

�

(r; t)hn̂

�

(r)i

t

�

X

�


Z

dr

Z

dr

1

��

�


(r; r

1

; t)h

^

G

�


(r; r

1

)i

t

;

� = 1=k

B

T , k

B

| post��na Bol~
mana, T | r�v-

nova�ne znaqenn� termodinam�qnoÝ temperaturi. �z

uzagal~nenih termodinam�qnih sp�vv�dnoxen~, ura-

huvavxi umovi samouzgod�enn�, znahodimo

Æ�(t)

Æ��

�

(r; t)

= hn̂

�

(r)i

t

q

= hn̂

�

(r)i

t

; (2.12)

Æ�(t)

Æ��

�


(r; r

1

; t)

=h

^

G

�


(r; r

1

)i

t

q

= h

^

G

�


(r; r

1

)i

t

; (2.13)

wo vkazu�t~ na spr��en�st~ termodinam�qnih para-

metr�v do v�dpov�dnih znaqen~ ner�vnova�nih unarnoÝ

� parnoÝ funk
�� rozpod�lu qastinok. Z �nxoÝ grupi

termodinam�qnih sp�vv�dnoxen~,

ÆS(t)

Æhn̂

�

(r)i

t

= ���

�

(r; t); (2.14)

ÆS(t)

Æh

^

G

�


(r; r

1

)i

t

= ��

�


(r; r

1

; t); (2.15)

vipliva
, wo �

�

(r; t) | ner�vnova�ni� lokal~ni�

hem�qni� poten
��l qastinok sortu �, �

�


(r; r

1

; t) |

hem�qni� poten
��l dvoatomnogo klastera (dimera),

�ki� poten
��no utvor�
 molekulu, �kwo m�� ato-

mami vinika
 hem�qni� zv'�zok.

Vikoristavxi metod NSO [23,24℄, rozv'�zok r�v-

n�nn� (2.6) zapixemo u vigl�d�:

�(x

N

; t) = �

q

(x

N

; t)�

X

�

Z

dr

1

t

Z

�1

dt

0

e

"(t

0

�t)

T

q

(t; t

0

)I

�

n

(r

1

; t

0

)��

�

(r

1

; t

0

)�

q

(x

N

; t

0

) (2.16)

�
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Z

dr

1

Z
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2

t
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0

e
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0
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; t

0
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�


(r

1

; r
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; t

0

)�

q

(x

N
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0
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de

T

q

(t; t

0

) = exp

n

�

t

Z

t

0

dt

00

�

1� }

q

(t

00

)

�

iL

N

o

(2.17)

| uzagal~neni� operator evol�
�Ý z urahuvann�m proektuvann�;

I

�

n

(r

1

; t

0

) =

�

1� }(t

0

)

�

iL

N

n̂

�

(r

1

); I

�


G

(r

1

; r

2
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0

) =

�

1� }(t

0

)

�

iL

N

^

G
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(r

1

; r

2

) (2.18)

| uzagal~nen� potoki reak
��no-difuz��nih pro
es�v perenosu, }(t

0

) | uzagal~neni� proek
��ni� operator

Mor�, wo d�
 na dinam�qn� zm�nn� � ma
 strukturu:

}(t)

^

A(r) = h

^

A(r)i

t

q

+

X

�

Z

dr

1

Æh

^

A(r)i

t

q

Æhn̂
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�
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�
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1
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(r

1
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t

�

(2.19)
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+

X

�


Z

dr

1

Z

dr

2

Æh

^

A(r)i

t

q

Æh

^

G

�


(r

1

; r

2

)i

t

�

^

G

�


(r

1

; r

2

) � h

^

G

�


(r

1

; r

2

)i

t

�

� tak� vlastivost�:

}(t)}(t

0

) = }(t); }(t)(1 � }(t)) = 0:

V operator� (2.17) proek
��ni� operator }

q

(t

00

) viznaqa
mo qerez operator Mor� }

q

(t

00

)�

0

^

A(r) = �

0

}(t

00

)

^

A(r).

Mi otrimali zagal~ni� viraz dl� ner�vnova�noÝ funk
�Ý rozpod�lu dl� opisu difuz��no-reak
��nih pro-


es�v. V�n zale�it~ v�d vibranogo naboru parametr�v skoroqenogo opisu (2.4) ta uzagal~nenih potok�v (2.18),

�k� opisu�t~ disipativn� pro
esi perenosu v sistem�. Osk�l~ki, zg�dno z prin
ipom skoroqenogo opisu, ner�v-

nova�na funk
�� rozpod�lu �(x

N

; t) 
 funk
�onalom parametr�v hn̂

�

(r)i

t

, hn̂

�

(r)n̂




(r

1

)i

t

, v�dpov�dno do umov

samouzgod�enn�, to dl� povnoti opisu reak
��no-difuz��nih pro
es�v dl� nih neobh�dno pobuduvati r�vn�nn�

perenosu.

Wob otrimati tak� r�vn�nn� perenosu dl� veliqin hn̂
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Vikonavxi userednenn� u pravih qastinah 
ih toto�noste� za dopomogo� ner�vnova�noÝ funk
�Ý rozpod�lu

(2.16), oder�imo uzagal~nen� r�vn�nn� perenosu dl� parametr�v skoroqenogo opisu [25℄:
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| uzagal~neni� koef�
�
nt difuz�Ý qastinok,
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Uzagal~nen� perehresn� koef�
�
nti perenosu opisu�t~ disipativn� reak
��no-difuz��n� pro
esi. Oder�an�

uzagal~nen� r�vn�nn� perenosu (2.22), (2.23) 
 sil~nonel�n��nimi � mo�ut~ opisuvati �k sil~no-, tak � sla-

boner�vnova�n� difuz��no-reak
��n� pro
esi. Voni viznaqa�t~ ner�vnova�n� odno- � dvoqastinkov� funk
�Ý

rozpod�lu qastinok qerez uzagal~nen� koef�
�
nti difuz�Ý ta perehresn� koef�
�
nti, �k� 
 uzagal~nenn�m

funk
�� reak
��. Dl� slaboner�vnova�nih pro
es�v tak� r�vn�nn� sta�t~ zamknutimi. U nastupnomu rozd�l�

mi dokladno rozgl�nemo tak� pro
esi.

III. SLABONER�VNOVA�N� REAKC��NO-DIFUZ��N� PROCESI

Rozgl�datimemo slaboner�vnova�n� pro
esi, �k� harakterizu�t~s� malimi v�dhilenn�mi parametr�v
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| veliki� kanon�qni� rozpod�l ��bsa dl� hem�qno-rea�u�qoÝ sum�x�.
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| velika statistiqna suma.

Urahuvavxi 
e, rozklad�mo kvaz�r�vnova�nu funk
�� rozpod�lu (2.7) za v�dhilenn�mi Æ�

�

(r; t) = �

�

(r; t)�

�

�

(r), Æ�

�


(r; r

1

; t) = �

�


(r; r

1

; t)� �

�


(r; r

1

) � obme�mos� l�n��nim nabli�enn�m:

�

q

(x

N

; t) = �

0

(x

N

)

�

1 +

X

�

1

Z

dr

1

Æ�

�

1

(r

1

; t)n̂

�

1

(r

1

) +

X

�

1




1

Z

dr

1

Z

dr

2

Æ�

�

1




1

(r

1

; r

2

; t)

^

G

�

1




1

(r

1

; r

2

)

�

: (3.3)

Parametri Æ�

�

1

(r

1

; t), Æ�

�

1




1

(r

1

; r

2

; t) viznaqa�t~s� z umov samouzgod�enn� (2.10). Tod� dl� kvaz�r�vnova�noÝ

funk
�Ý rozpod�lu �

q

(x

N

; t) oder�imo:

�

q

(x

N

; t) = �

0

(x

N

)

�

1 +

X

�

1




1

Z

dr

1

Z

dr

2

Æn




1

(r

2

; t)�




1

�

1

2

(r

2

; r

1

)n̂

�

1

(r

1

) (3.4)

+

X

�
�

1




1

Z

dr

Z

dr

3

Z

dr

1

Z

dr

2

Æ

�

G

�


(r; r

3

; t)�

�
�

1




1

4

(r; r

3

; r

1

; r

2

)

�

G

�

1




1

(r

1

; r

2

)

�

;

de

115



M. V. TOKARQUK, P. P. KOSTROB��, �. A. GUMEN�K

Æn

�

(r; t) = hn̂

�

(r)i

t

� hn̂

�

(r)i

0

; Æ

�

G

�


(r; r

3

; t) = h

�

G

�


(r; r

3

)i

t

� h

�

G

�


(r; r

3

)i

0

; (3.5)

�

G

�

1




1

(r

1

; r

2

) =

^

G

�

1




1

(r

1

; r

2

)�

X

��

1

Z

dr

Z

dr

3

�

��

2

2

(r

3

; r)f

�

2

�

1




1

3

(r

3

; r

1

; r

2

)n̂

�

(r); (3.6)

a funk
��

f

��

1




1

3

(r; r

1

; r

2

) = hn̂

�

(r)

^

G

�

1




1

(r

1

; r

2

)i

0

= hn̂

�

(r)n̂

�

1

(r

1

)n̂




1

(r

2

)i

0

(3.7)

| triqastinkova r�vnova�na funk
�� rozpod�lu. Mo�na pokazati, urahuvavxi (3.9), wo
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| r�vnova�na qotiriqastinkova korel�
��na funk
�� rozpod�lu qastinok.
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| uzagal~nen� koef�
�
nti perenosu tret~ogo � qetvertogo por�dk�v dinam�qnih zm�nnih, �k� opisu�t~

difuz��no-reak
��n� slaboner�vnova�n� pro
esi v sistem�. Userednenn� u nih, na v�dm�nu v�d (2.23), (2.24), vi-

konu
t~s� za dopomogo� r�vnova�nogo rozpod�lu (3.4). R�vn�nn� perenosu (3.12), (3.13) prostorovo-neodnor�dn�

z urahuvann�m efekt�v zap�znenn� v qas�.

U prostorovo-odnor�dnomu vipadku zale�n�st~ funk
�� v�d koordinat u r�vn�nn�h perenosu sprowu
t~s�.

Vikoristavxi fur'
-peretvorenn�

h

^

A(k)i

t

=

Z

dr e

ik�r

h

^

A(r)i

t

;

r�vn�nn� perenosu (3.12), (3.13) zapixemo v matriqnomu vigl�d�:

�

�t

Æ~n(k; t) = �k

2

t

Z

�1

dt

0

e

"(t

0

�t)

~

D

JJ

(k; t; t

0

) Æ~n(k; t

0

)�

X

q

t

Z

�1

dt

0

e

"(t

0

�t)

~

K

JJn

(k; q; t; t

0

) Æ

~

G(q; t

0

); (3.17)

�

�t

Æ

~

G(q; t) = �

t

Z

�1

dt

0

e

"(t

0

�t)

~

K

JnJ

(q;k; t; t

0

) Æ~n(k; t

0

)�

X

q

0

t

Z

�1

dt

0

e

"(t

0

�t)

~

W

JnJn

(q; q

0

; t; t

0

) Æ

~

G(q

0

; t

0

); (3.18)

de Æ~n(k; t), Æ

~

G(q; t) | vektori-stovp
�, elementami �kih 
 Æn

�

(k; t) ta Æ

�

G

�


(q; t) v�dpov�dno.Pod�bno veliqini

~

D

JJ

(k; t; t

0

),

~

K

JJn

(q;k; t; t

0

) ta

~

K

JnJ

(q;k; t; t

0

), a tako�

~

W

JnJn

(q; q

0

; t; t

0

) | matri
�, elementami �kih 
 uzagal~-

nen� koef�
�
nti difuz�ÝD

�


JJ

(k; t; t

0

) ta �dra perenosu K

��

1




1

JJn

(k; q; t; t

0

) � K

�
�

1

JnJ

(q;k; t; t

0

) taW

�
�

1




1

JnJn

(q; q

0

; t; t

0

),

de

W

�
�

1




1

JnJn

(q; q

0

; t; t

0

) = K

�
�

1




1

JnJn

(q; q

0

; t; t

0

)�

�

R

�
�

1




1

JnJ

(q; q

0

; t; t

0

)�

�

R

�
�

1




1

JJn

(q; q

0

; t; t

0

)�

^

D

�
�

1




1

JJ

(q; q

0

; t; t

0

):

U prostorovo-odnor�dnomu vipadku 
� �dra perenosu ma�t~ vigl�d:

D

�


JJ

(k; t; t

0

) =

X

�

1

h(1 � }

0

)

1

m

�

^
p

�

(k)T

0

(t; t

0

)(1� }

0

)

1

m

�

1

^
p

�

1

(�k)i

0

h

~

S

�1

2

(k)

i

�

1




; (3.19)

de
^
p

�

(k) | fur'
-komponenta gustini �mpul~su qastinok sortu �, a

h

~

S

�1

2

(k)

i

�

1




| elementi matri
�, obere-

nenoÝ do

~

S

2

(k), elementami �koÝ 
 statiqn� par
��l~n� strukturn� faktori:

S

�


2

(k) = hn̂

�

(k)n̂




(�k)i

0

: (3.20)

K

��

1




1

JJn

(k; q; t; t

0

) =

X

�

2




2

X

q

0

h(1� }

0

)

1

m

�

^
p

�

(k)T

0

(t; t

0

)(1 � }

0

)

_

�

G

�
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2

(q

0

)i

0

h

~

S

�1

4

(q

0

; q)

i

�

2




2

�

1




1

; (3.21)

117



M. V. TOKARQUK, P. P. KOSTROB��, �. A. GUMEN�K

h

~

S

�1

4

(q

0

; q)

i

�

2




2

�

1




1

| elementi matri
�, obernenoÝ do

~

S

4

(q; q

0

), �ka ma
 svoÝmi elementami statiqn� korel�
��n�

funk
�Ý

S

�
�

1




1

4

(q; q

0

) = h

�

G

�


(q)

�

G

�

1




1

(q

0

)i

0

; (3.22)

de

�

G

�


(q) =

^

G

�


(q)�

X

�

1

X

k

0

W

�
�

1

(q;k

0

)n̂

�

1

(k

0

); (3.23)

W

�
�

1

(q;k

0

) =

X




1

h

~

S

�1

2

(k

0

)

i

�

1




1

S




1

�


3

(k

0

; q); (3.24)

^

G

�


(q) = n̂

�

(q)n̂




(�q) (3.25)

�

S

�



1

3

(q;k

0

) = h

^

G

�


(q)n̂




1

(k

0

)i

0

: (3.26)

Pod�bno

K

�
�

1

JnJ

(q;k; t; t

0

) =

X




1

h(1� }

0

)

_

�

G

�


(q)T

0

(t; t

0

)(1 � }

0

)

1
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1

^
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1

(k)i

0

h

~

S

�1

2

(k)
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1

�

1

: (3.27)

U W

�
�

1




1

JnJn

(q; q

0

; t; t

0

) ko�ni� dodanok ma
 svo� strukturu. �vn� virazi dl� 
ih dodank�v mo�na zna�ti v

pra
� [25℄, � tut mi Ýh ne navodimo. Tod� virazi dl� �der perenosu v r�vn�nn�h (3.12), (3.13) znaqno spro-

wu�t~s� � matriqna forma pov'�zana t�l~ki z �ndeksami sortu qastinok. Sistema r�vn�n~ (3.17), (3.18) sta


zamknuto�, � mi mo�emo formal~no zna�ti ÝÝ rozv'�zki. Nel�n��n�st~ pro
es�v zahovana v �drah perenosu

K

��

1




1

JJn

(q;k; t; t

0

), K

�
�

1

JnJ

(q;k; t; t

0

), W

�
�

1




1

JnJn

(q; q

0

; t; t

0

). Vikoristavxi predstavlenn� Laplasa za qasom t > 0 �z

zadanimi poqatkovimi znaqenn�mi dl� zm�nnih Æ~n(k; t = 0), Æ

~

G(k; t = 0), zna�demo:

z Æ~n(k; z) = � k

2

~

D

JJ

(k; z) Æ~n(k; z)�

X

q

~

K

JJn

(k;k; z) Æ

~

G(q; z) + Æ~n(k; t = 0); (3.28)

z Æ

~

G(k; z) = �

X

q

~

K

JnJ

(k; q; z) Æ~n(q; z)�

X

q

~

W

JnJn

(k; q; z) Æ

~

G(q; z) + Æ

~

G(k; t = 0): (3.29)

Viznaqivxi z ostann~ogo r�vn�nn� Æ

~

G(k; z),

Æ

~

G(k; z) = �

X

qq

0

[zÆ(k � q)

~

I +

~

W

JnJn

(k; q; z)℄

�1

~

K

JnJ

(q; q

0

; z)Æ~n(q

0

; z) (3.30)

+ [zÆ(k � q)

~

I +

~

W

JnJn

(k; q; z)℄

�1

Æ

~

G(q; t = 0);

perxe r�vn�nn� zobrazimo v matriqn�� form�:

z Æ~n(k; z) = �k

2

~

D

JJ

(k; z) Æ~n(k; z) (3.31)

+

X

qq

0

q

00

~

K

JJn

(k; q; z)[zÆ(q � q

0

)

~

I +

~

W

JnJn

(q; q

0

; z)℄

�1

~

K

JnJ

(q; q

00

; z) Æ~n(q; z)

�

X

qq

0

~

K

JJn

(k; q; z)[zÆ(q � q

0

)

~

I +

~

W

JnJn

(q; q

0

; z)℄

�1

Æ

~

G(q

0

; t = 0) + Æ~n(k; t = 0);
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de

~

I | odiniqna matri
�, a [zÆ(q � q

0

)

~

I +

~

W

JnJn

(q; q

0

; z)℄ viznaqa
t~s� z �nte�ral~nih sp�vv�dnoxen~:

X

q

00

[zÆ(q � q

00

)

~

I +

~

W

JnJn

(q; q

00

; z)℄

�1

[zÆ(q

00

� q

0

)

~

I +

~

W

JnJn

(q

00

; q

0

; z)℄ = Æ(q � q

0

): (3.32)

Z virazu (3.31) bez urahuvann� dispers��noÝ zale�-

nosti v�d hvil~ovih vektor�v zna�demo formal~ni�

rozv'�zok dl� Æ~n(k; z):

Æ~n(k; z) = � [z

~

I + k

2

~

~

D

JJ

(k; z)℄

�1

~

K

JJn

(k; z) (3.33)

� [z

~

I +

~

W

JnJn

(k; z)℄

�1

Æ

~

G(k; t = 0)

+ [z

~

I + k

2

~

~

D

JJ

(k; z)℄

�1

Æ~n(k; t = 0);

de

~

~

D

JJ

(k; z) =

~

D

JJ

(k; z) (3.34)

�

1

k

2

~

K

JJn

(k; z)[z

~

I �

~

W

JnJn

(k; z)℄

�1

~

K

JnJ

(k; z):

Mi otrimali l�n��ne matriqne r�vn�nn� (3.31)

� �ogo formal~ni� rozv'�zok (3.33) dl� fl�ktua-


�� seredn~ogo qisla qastinok, �k� berut~ uqast~ u

difuz��no-reak
��nih pro
esah. Ce� rezul~tat 
 uza-

gal~nen�m teor�Ý Ka�zera [1℄. V�n, zokrema, vrahovu


m�kroskop�qnu prirodu difuz��no-reak
��nih pro
e-

s�v za dopomogo� uzagal~nenih �der perenosu z vkl�-

qenn�m nel�n��nih pro
es�v. �z 
im pov'�zan� dv� va�-

liv� problemi: vib�r poqatkovih znaqen~ Æ~n(k; t = 0),

Æ

~

G(k; t = 0) pri t = 0 ta rozrahunok �der perenosu

viwih (tret~ogo � qetvertogo) por�dk�v za dinam�q-

nimi zm�nnimi.

Nel�n��n�st~ u r�vn�nn�h perenosu (3.12), (3.13)

u prostorovo-neodnor�dnomu qi u (3.17), (3.18) u

prostorovo-odnor�dnomu vipadkah mo�e buti nabli-

�eno rozkrita, �kwo vid�liti z funk
�� pam'�t� vi-

wogo por�dku funk
�Ý pam'�t� ni�qih por�dk�v, od-

nak pov'�zan� z� spostere�uvanimi veliqinami. Zo-

krema u funk
��h

K

��
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1
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3
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)

uzagal~nen� �dra perenosu
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JJn
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; r

4

; t; t

0

);

�

D

��
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2

JnJ

(r; r

3

; r

4

; t; t

0

)

ta �nx� mo�ut~ buti aproksimovan� qerez uzagal~nen�

koef�
�
nti difuz�Ý ta seredn� gustini qisla qasti-

nok v�dpov�dnogo sortu:

�

D

��
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JJn

(r; r

3
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4

; t; t

0

)�D
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; t; t
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); (3.35)
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(r; r
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2

(r

3

; t

0

): (3.36)

U virazah dl�
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3

; t; t

0

)

uzagal~nen� funk
�Ý pam'�t�

�

D

�
�

2




2

JnJn

(r; r

1

; r

4

; r

5

; t; t

0

)

ta pod�bn� mo�ut~ buti aproksimovan� qerez uzagal~-

nen� koef�
�
nti difuz�Ý ta korel�
��nu funk
��

\gustina{gustina", �ka pov'�zana z Æ

�

G

�

2




2

(r

4

; r

5

; t

0
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�

D

�
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1
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4
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4

; t; t
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) (3.37)
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5
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0

) �
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2




nJ
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1

; r

4

; t; t

0
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de

�

�
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Jn

(r; r

5

; t; t

0

) = h

1

m

�

^
p

�

(r)T

0

(t; t

0

)n̂




2

(r

5

)i
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; (3.38)
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1

; r

4

; t; t

0

) = hn̂

�

2

(r

1

)T

0

(t; t

0

)

1

m




^
p




(r

4

)i

0

:

Tod� za dopomogo� 
ih nabli�en~ mo�na roz-

kriti nel�n��n�st~ u funk
��h K

��

1




1

JJn

(r; r

1

; r

2

; t; t

0

),

K

�
�

1




1

JnJn

(r; r

1

; r

2

; r

3

; t; t

0

) � pod�bnih, �k� vhod�t~ do

uzagal~nenih r�vn�n~ perenosu (3.12), (3.13). Detal~-

n�xe strukturu 
ih �der perenosu navedeno v [25℄.

U rezul~tat� 
� r�vn�nn� perenosu sprost�t~s� � v

prostorovo-odnor�dnomu vipadku v difuz��nomu na-

bli�enn� (u drugomu r�vn�nn� vrahovana t�l~ki l�-

n��na zale�n�st~ v�d Æn

�

(t

0

)) oder�imo taku formu

uzagal~nenih r�vn�n~ hem�qnoÝ k�netiki [1℄ z urahu-

vann�m nemark�vs~kih pro
es�v:

�

�t

Æ~n(k; t) =�k

2

t

Z

�1

dt

0

e

"(t

0

�t)

~

D

JJ

(k; t; t

0

) Æ~n(k; t

0

)
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+

X

q

t

Z

�1

dt

0

e

"(t

0

�t)

~

K

JJ

(k; q; t; t

0

)

� Æ~n(k; t

0

)Æ~n(q; t

0

); (3.39)

de

~

K

JJ

(k; q; t; t

0

) | matri
�, elementami �koÝ 
 uza-

gal~nen� �dra perenosu,wo ma�t~ skladnu strukturu

� vira�a�t~s� qerez uzagal~nen� koef�
�
nti difu-

z�Ý ta strukturn� r�vnova�n� funk
�Ý rozpod�lu qasti-

nok [25℄. U ko�nomu konkretnomu vipadku neobh�dno

anal�zuvati dan� �dra perenosu. Odnak dl� posl�dov-

n�xogo rozrahunku hem�qnih reak
�� u gustih sum�-

xah neobh�dno provoditi rozrahunki povnoÝ sistemi

r�vn�n~ (3.17), (3.18) razom z v�dpov�dnimi �drami pe-

renosu, wo, oqevidno, vimaga
 zastosuvann� komp'�-

ternih metod�v rozrahunku. Va�livo zaznaqiti, wo

pod�bnu problemu otrimann� r�vn�n~ perenosu dl�

opisu xvidkih hem�qnih reak
�� obgovoreno v [10℄.

Ot�e, za dopomogo� ner�vnova�nogo statistiqnogo

operatora Zubar
va mi rozrobili odin z� xl�h�v sta-

tistiqnoÝ pobudovi uzagal~nenih r�vn�n~ perenosu

difuz��no-reak
��nih pro
es�v � pokazali, wo uza-

gal~nen� funk
�Ý reak
�� 
 viwimi funk
��mi pa-

m'�t�.
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