ȷURNAL F�ZIQNIH DOSL�DȷEN^ t. 5, ˝ 2 (2001) s. 107–110

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 5, No. 2 (2001) p. 107–110

DO TEOR¨Õ NEL¨N¨„NOÕ DISPERS¨Õ HVIL^OVIH PAKET¨V U METOD¨ BAGAT^OH MASXTAB¨V

V. P. Lukoms~kiȷ, “. V. Sedlec~kiȷ ¨nstitut f˛ziki Nac˛onal~noÝ akadem˛Ý nauk UkraÝni, prosp. Nauki, 46, KiÝv, 03039, UkpaÝna (Otrimano 12 ltogo 2001 r.; v ostatoqnomu viglffld˛ — 31 lipnffl 2001 r.)

Dosl˛dıeno evolc˛ v qas˛ spektral~no vuz~kogo hvil~ovogo paketa v slabkonel˛n˛ȷnomu seredoviw˛, wo opisu‚t~sffl nel˛n˛ȷnim r˛vnfflnnfflm Klfflȷna–Ţordona z pol˛nom˛ffll~no nel˛- n˛ȷn˛st. Metodom bagat~oh masxtab˛v pobudovano asimptotiqniȷ rozklad rozv’fflzku do ϵ^5 vklqno. Ceȷ rozklad viznaqa‚t~sffl kompleksno funkc˛‚, wo ma‚ zm˛st ampl˛tudi perxoÝ garmon˛ki rozv‘fflzku, fflka zadovol~nffl‚ nel˛n˛ȷne evolc˛ȷne r˛vnfflnnffl Xredinİera viwogo porffldku.

Kl¸qovfi slova: nel˛n˛ȷne r˛vnfflnnffl Xredinİera, metod bagat~oh masxtab˛v, nel˛n˛ȷne r˛vnfflnnffl Klfflȷna-Ţordona, sol˛ton, asimptotiqniȷ rozklad.

PACS number(s): 05.45.-a

Nel˛n˛ȷne r˛vnfflnnffl Xredinİera (NRX) opisu‚ pov˛l~nu evolc˛ kompleksnoÝ obv˛dnoÝ ˛mpul~su z visokoqastotnim zapovnennfflm u slabkonel˛n˛ȷnomu dispers˛ȷnomu seredoviw˛. U naȷniıqomu porffldku pri vrahuvann˛ t˛l~ki kub˛qnoÝ nel˛n˛ȷnosti ȷ parabol˛qnoÝ l˛n˛ȷnoÝ dispers˛Ý NRX vikoristovu‚t~sffl dlffl dosl˛dıennffl r˛znoman˛tnih f˛ziqnih sistem˛ na c poru nabulo zagal~nof˛ziqnogo znaqennffl. ¨snu‚ dek˛l~ka asimptotiqnih metod˛v ȷogo vivodu, fflk˛ İruntut~sffl na pripuwenn˛ slabkoÝ nel˛n˛ȷnosti sistemi. Ce peredus˛m metod Krilova–Bogolbova– Mitropol~s~kogo (KBM) [1], spektral~niȷ metod [2– 4], metod bagat~oh masxtab˛v (MBM) [5, 6], metod userednenogo laİranı˛fflna [7]. Naȷb˛l~xogo poxirennffl v zastosuvannfflh nabuv MBM. Vodnoqas ostann˛mi rokami aktual~nimi stali dosl˛dıennffl poxirennffl ul~trakorotkih ˛mpul~s˛v nemaloÝ ampl˛tudi. Tak, u tehn˛c˛ voloknisto-optiqnogo zv’fflzku dlffl promislovoÝ peredaq˛ uw˛l~nenih ˛nformac˛ȷnih potok˛v vinika‚ neobh˛dn˛st~ zastosovuvati ul~trakorotk˛ ˛mpul~si. Wob unikati Ýh rozplivannffl u zv’fflzku z˛ zb˛l~- xennfflm dispers˛Ý, potr˛bno zb˛l~xuvati Ýhn˛ ampl˛- tudi [8, 9]. Otıe, aktual~nim ‚ urahuvannffl nastupnih nel˛n˛ȷnih ˛ dispers˛ȷnih qlen˛v u v˛dpov˛dnih evolc˛ȷn˛h r˛vnfflnnfflh, fflk˛ d˛stali nazvu NRX viwih porffldk˛v [10–14].

Nezvaıaqi na xiroke vikoristannffl MBM, avtoram nev˛dom˛ opubl˛kovan˛ prac˛, de cim metodom bulo b otrimano NRX viwogo porffldku. Vodnoqas tak˛ r˛vnfflnnffl buli otriman˛ ˛nximi metodami [3, 8, 4]. k vidno z metodiqnih prac~ [5, 6], priqina polfflga‚ v tomu, wo do cih p˛r ne sformovano odnoznaqnogo tlumaqennffl alİoritmu obqislennffl nastupnih qlen˛v v NRX viwih porffldk˛v. U c˛ȷ prac˛ na klasiqnomu priklad˛ r˛vnfflnnffl Klfflȷna–Ţordona z pol˛nom˛ffll~- no nel˛n˛ȷn˛st podano posl˛dovnu proceduru pobudovi asimptotiqnogo rozkladu ȷ vivodu NRX v dov˛l~nomu porffldku za malim parametrom dlffl kompleksnoÝ obv˛dnoÝ hvil~ovogo paketa.

Rozglffln~mo poxirennffl kvaz˛monohromatiqnogo hvil~ovogo paketa dostatn~o maloÝ, ale sk˛nqennoÝ ampl˛tudi, wo opisu‚t~sffl uzagal~nenim nel˛n˛ȷnim r˛vnfflnnfflm Klfflȷna–Ţordona z pol˛nom˛ffll~no nel˛- n˛ȷn˛st stepenffl P ≥ 2

ϕ_{tt} − c^2ϕ_{xx} + P∑ p=1 α_pϕ^p = 0, (1)

de c^2, α_p — d˛ȷsn˛ qisla, α_1 > 0. Z oglffldu na slabku nel˛n˛ȷn˛st~ zadaq˛ podamo rozv’fflzok u form˛ asimptotiqnogo rffldu za stepenfflmi malogo nel˛n˛ȷnogo parametra ϵ

ϕ(t, x) = ∞∑ n=1 ϵ^nϕ^{(n)}(t, x). (2)

Nafflvn˛st~ malih nel˛n˛ȷnih dodank˛v v (1), a takoı kvaz˛monohromatiqn˛st~ hvil~ovogo paketa ˛z znaqennfflm qastoti-nos˛ffl ω ˛ hvil~ovogo vektora k peredbaqat~ ˛snuvannffl dvoh r˛znih masxtab˛v t_0 ˛ τ = ϵt_0 zm˛ni polffl v qas˛ ˛ v˛dpov˛dno −x_0 ˛ ξ = ϵx_0 u prostor˛. Tod˛ qasova ˛ prostorova poh˛dn˛ rozv’fflzku takoı mat~ buti zapisan˛ u viglffld˛ dvoh dodank˛v za zm˛nnimi t_0, τ ˛ x_0, ξ v˛dpov˛dno

ϕ_t = ϕ_{t0} + ϵϕ_τ , ϕ_x = ϕ_{x0} + ϵϕ_ξ. (3)

Dal˛ pobudova asimptotiqnogo rozv‘fflzku (2) zaleıit~ v˛d postanovki poqatkovih ˛ graniqnih umov dlffl r˛vnfflnnffl (1). Vivq˛m poqatkovu zadaqu: pri t = 0 na vs˛ȷ os˛ x ∈ (−∞; ∞) zadana funkc˛ffl

ϕ(x_0, ξ, 0) = A(ξ, 0) exp(−ikx_0) + k.c. (1a)

V. P. LUKOMS^KI„, “. V. SEDLEC^KI„

z rozd˛lenimi prostorovimi zm˛nnimi i neobh˛dno viznaqiti poh˛dnu kompleksnoÝ obv˛dnoÝ ϕ_τ qerez znaqennffl samoÝ funkc˛Ý ta ÝÝ poh˛dnih za ξ. Oqevidno, wo dlffl kraȷovoÝ zadaq˛ zm˛nn˛ x ˛ t m˛nfflt~sffl m˛scfflmi. k v˛domo [6], osnovna ˛deffl MBM polfflga‚ v tomu, wo poh˛dna ϕ_τ (ξ, τ ) zobraıena asimptotiqnim rffldom

ϕ_τ = ∞∑ n=1 ϵ^{n−1}ϕ_{tn} , (4)

de poh˛dn˛ ϕ_{tn} stanovlfflt~ sobo vnesok u visl˛dnu poh˛dnu qlen˛v porffldku ϵ^n, a zm˛nn˛ t_n = ϵ^{n−1}τ vvaıat~sffl nezaleınimi.

P˛slffl p˛dstanovki (2–4) v osnovne r˛vnfflnnffl (1)˛ prir˛vnvannffl koef˛c˛‚nt˛v pri odnakovih stepenfflh ϵ^n otrimu‚mo dlffl n = 1, 2, ...

(D̂_0 + α_1)ϕ^{(n)} = − n−1∑ n^′=1 D̂_{n′} ϕ^{(n−n′)}

− min(n,P ) ∑ p=2 α_p n−1∑ n^′=p−1 (ϕ^{p−1})^{(n′)}ϕ^{(n−n′)}, (5)

de vvedeno poznaqennffl

D̂_0 = ∂^2

∂t_0^2 − c^2 ∂^2 ∂x_0^2 , D̂_1 = 2 ∂^2 ∂t_0∂t_1 − c^2 ∂^2 ∂x_0∂ξ ,

D̂_2 = 2 ∂^2 ∂t_0∂t_2 + ∂^2 ∂t_1^2 − c^2 ∂^2 ∂ξ^2 , . . . ,

D̂_{n>2} =^{n−1} ∑ n^′=1 2 ∂^2 ∂t_0∂t_n + ∂^2 ∂t_n′ ∂t_{n−n}′ .

¨z perxogo z r˛vnffln~ (5) vipliva‚, wo, fflk ˛ v poqatkoviȷ moment t = 0, xvidk˛ ȷ pov˛l~n˛ zm˛nn˛ rozd˛- lfflt~sffl ϕ^{(1)}(x, t) = A(t_1, t_2, ..., ξ) exp^{iθ} +k.c., θ = ωt_0 − kx_0, (6) de ω = ± √ c^2k^2 + α_1 (7)

— zakon dispers˛Ý l˛nearizovanoÝ zadaq˛.

Nadal˛ rozglffldatimemo t˛l~ki hvil, fflka poxir‚t~sffl v dodatnomu naprfflmku osi x, wo v˛dpov˛da‚ znakov˛ “+” u zakon˛ dispers˛Ý (7). P˛dstavmo (6) v r˛vnfflnnffl (5) pri n = 2. V˛dsutn˛st~ sekulfflrnih qlen˛v u rozv’fflzku ϕ^{(2)} (v˛dsutn˛st~ perxoÝ garmon˛ki u prav˛ȷ qastin˛ r˛vnfflnnffl) zabezpequ‚t~sffl umovo

A_{t1} = −ω^{(1)}A_ξ , ω^{(n)} = ∂^nω ∂k^n ; (8)

ω^{(1)} — grupova xvidk˛st~. Qastinniȷ rozv’fflzok neodnor˛dnogo r˛vnfflnnffl

ϕ^{(2)} = b^{(2)}_0 |A|^2 + b^{(2)}_2 (A^2 exp^{2iθ} +k.c.),

b^{(2)}_0 = −

2α_2 α_1

, b^{(2)}_2 = α_2 3α_1

. (9)

Ceȷ rozv’fflzok v˛dpov˛da‚ İenerac˛Ý nul~ovoÝ ˛ drugoÝ garmon˛k na nel˛n˛ȷnost˛ pri poxirenn˛ ploskoÝ hvil˛ (6).

Pri n = 3 v˛dpov˛dno ma‚mo umovu v˛dsutnosti perxoÝ garmon˛ki v prav˛ȷ qastin˛ (5) iA_{t2} = − 1 2ω (A_{t1t1} − c^2A_{ξξ}) − q_3|A|^2A,

q_3 = 1 2ω ( 3α_3 − 10 3 α^2 α_1 ) (10)

˛ qastinniȷ rozv’fflzok neodnor˛dnogo r˛vnfflnnffl dlffl ϕ^{(3)}

ϕ^{(3)} = b^{(3)}_3 A^3 exp 3iθ + k.c., b^{(3)}_3 = α^2 12α^2_1 + α_3 8α_1

. (11)

Prodovıuqi proceduru dlffl n = 4, 5, . . ., koınogo razu znahodimo nastupne nabliıennffl ϕ^{(n)} fflk sumu garmon˛k do n vklqno, a z umovi v˛dsutnosti sekulfflrnosti v rozv’fflzku ϕ^{(n)} — znaqennffl poh˛dnoÝ A_{tn} qerez znaqennffl poperedn˛h poh˛dnih A_{tn−1} , . . . , A_{t1} .

Obmeıuqis~ znaqennfflm n = 5, asimptotiqniȷ rozklad rozv’fflzku (2) zobrazimo fflk obr˛zaniȷ rffld Fur’‚

ϕ = ϵ^2ϕ_0(τ, ξ) + 5∑ n=1 (ϵ^nϕ_n(τ, ξ) exp(inθ) + k.c.), (12)

de

ϕ_0 = b^{(2)}_0 |A|^2 + ϵ^2(b^{(4)}_0 |A|^4 −

2α_2 α^2_1 ωω^{(2)} ∂|A|^2 ∂ξ ), ϕ_1 = A(ξ, τ ), ϕ_2 = b^{(2)}_2 A^2 + ϵ^2[b^{(4)}_2 |A|^2A^2 − 2α_2 9α^2_1 ωω^{(2)}(3AA_{ξξ} + A^2_ξ )], (13)

ϕ_3 = b^{(3)}_3 A^3 + ϵ^2[b^{(5)}_3 |A|^2A^3

DO TEOR¨Õ NEL¨N¨„NOÕ DISPERS¨Õ HVIL^OVIH PAKET¨V U METOD¨ BAGAT^OH MASXTAB¨V

+ 3ωω^{(2)} 32α^2_1

(α_−A^2A_{ξξ} − α_+AA^2_ξ )],

ϕ_4 = b^{(4)}_4 A^4, ϕ_5 = b^{(5)}_5 A^5,

α_− = α_3 −

5α^2 4α_1

, α_+ = α_3 +

34α^2 27α_1 ,

b^{(4)}_4 = α^3_2 54α^3_1 + α_2α_3 60α^2_1 + α_4 15α_1 ,

b^{(5)}_5 =

5α^4_2 1296α^4_1 + 5α^2α_3 144α^3_1 + 11α_2α_4 180α^2_1 + α^2_3 64α^2_1 + α_5 24α_1 ,

b^{(5)}_3 =

237α^4_2 432α^4_1 − 61α^2α_3

α^3_1 − 3α_2α_4 20α^2_1 − 21α^2_3 64α^2_1 + 5α_5 8α_1 ,

b^{(4)}_0 = −

38α^3_2 9α_13 + 10α_2α_3

α^2_1 − 6α_4 α_1 ,

b^{(4)}_2 =

59α^3_2 54α^3_1 − 31α_2α_3 12α^2_1 + 4α_4 3α_1 .

Zaleın˛st~ ampl˛tud garmon˛k rozv’fflzku (12– 13) v˛d pov˛l~nih zm˛nnih τ, ξ ‚ nefflvno: ϕ_n = ϕ_n(A, A^∗, A_ξ, . . .). Evolc˛ȷne r˛vnfflnnffl dlffl kompleksnoÝ obv˛dnoÝ A(ξ, τ ) ustanovl‚mo xlfflhom obqislennffl poh˛dnoÝ A_τ fflk sumi vs˛h poh˛dnih A_{tn} , znaȷdenih z umov nesekulfflrnosti rozv’fflzku (8), (10) ˛ t.d.

i(A_τ + ω^{(1)}A_ξ) + ϵ ( − ω^{(2)} 2! A_{ξξ} + q_3|A|^2A )

−iϵ^2 ( ω^{(3)} 3! A_{ξξξ} + ω^{(1)}q_3 ω (|A|^2A)_ξ )

+ϵ^3 ( ω^{(4)} 4! A_{ξξξξ} + b_{200}A^2A^∗_{ξξ} + b_{220}|A|^2A_{ξξ}

+b_{210}A|A_ξ|^2 + b_{221}A^∗(A_ξ )^2 + q_5|A|^4A ) = 0, (14)

de ω^{(n)}, q_3 viznaqen˛ u formulah (8), (10) ˛, kr˛m togo,

q_5 = 1 2ω ( − α^4_2 α^3_1 ( 335 54 + 25 9 α_1 ω^2 ) + α^2α_3 α^2_1 ( 157 6 + 5α_1 ω^2 )

+ 3α^2_3 8α_1 ( 1 − 6α_1 ω^2 ) − 84 3 α_2α_4 α_1

+ 10α_5 ) , (15)

b_{200} = − ( ω^{(1)2} ω^2 q_3 +

2α^2 α^2_1 ω^{(2)} ) ,

b_{220} =

−2ω^{(1)2} + ωω^{(2)}

ω^2 q_3 −

16α^2 9α^2_1 ω^{(2)},

b_{210} = ωω^{(2)} − 4ω^{(1)2}

ω^2 q_3 −

4α^2 α^2_1 ω^{(2)},

b_{221} = ωω^{(2)} − 4ω^{(1)2}

2ω^2 q_3 −

2α^2 9α^2_1 ω^{(2)}.

Parametr rozkladu ϵ formal~nim, tomu u formulah (12–14) moına poklasti ϵ = 1.

Takim qinom, evolc˛ffl spektral~no vuz~kogo hvil~ovogo paketa v slabkonel˛n˛ȷnomu nabliıenn˛ z toqn˛st ϵ^5 pri poqatkov˛ȷ umov˛ (1a) moıe buti opisana, zam˛st~ r˛vnfflnnffl (1), prost˛xim r˛vnfflnnfflm (14). Proceduru redukc˛Ý legko uzagal~niti dlffl sistemi nel˛n˛ȷnih diferenc˛ffll~nih r˛vnffln~. Graniqniȷ vipadok nel˛n˛ȷnogo oscilffltora (c = 0) perevodit~ r˛vnfflnnffl (1) v uzagal~nene r˛vnfflnnffl Dff˛nİa. Evolc˛ffl kompleksnoÝ ampl˛tudi (14) viznaqa‚t~sffl pri c~omu t˛l~ki nel˛n˛ȷnimi qlenami z koef˛c˛‚ntami q_3, q_5, fflk˛ buli nezaleıno obqislen˛ v [15].

Bulo takoı pokazano, wo dlffl r˛vnfflnnffl Klfflȷna– Ţordona (1) z kub˛qno nel˛n˛ȷn˛st (α_2 = 0, α_4 = 0, α_5 = 0) rozklad toqnogo rozv‘fflzku u viglffld˛ el˛ptiqnoÝ funkc˛Ý pri poqatkov˛ȷ umov˛ (1a) v zadanomu porffldku za parametrom ϵ toqno zb˛ga‚t~sffl z rozkladom (12), otrimanim metodom bagat~oh masxtab˛v. Vidno, wo pri vrahuvann˛ t˛l~ki qlen˛v porffldku ϵ^3 r˛vnfflnnffl (14) perehodit~ u klasiqne NRX [6, 7], tod˛ fflk viw˛ porffldki opisut~ fflviwa nel˛n˛ȷnoÝ dispers˛Ý. Kr˛m togo, pri defflkih sp˛vv˛dnoxennfflh m˛ı koef˛c˛‚ntami α_p v˛dbuva‚t~sffl fflk˛sna zm˛na harakteru evolc˛Ý kompleksnoÝ obv˛dnoÝ. Zokrema, pri q_3 = 3α_3 −^{10α2}_{3α1} = 0 osoblivost˛ evolc˛Ý viznaqat~sffl t˛l~ki balansom l˛n˛ȷnih ˛ nel˛n˛ȷnih dispers˛ȷnih qlen˛v.

Cffl robota bula qastkovo p˛dtrimana İrantom INTAS N99–1637.

[1] “. A. Mitropol~skiȷ, Nelineȷnaffl mehanika. Odnoqastotnye kolebaniffl. (In-t matematiki NAN Ukrainy, Kiev, 1997).

[2] V. E. Zaharov, Prikladnaffl mehanika i tehniqeskaffl fizika } 2, 86 (1968).

[3] A. G. Litvak, V. I. Talanov, Izv. vuzov, radiofizika 10, 539 (1967).

[4] V. P. Lukomskiȷ, ”urn. ¸ksp. teor. fiz. 108, vyp.

2(8), 567 (1995).

[5] T. Kawahara, J. Phys. Soc. Jpn 35, 1537 (1973). [6] R. Dodd, Dı. ~ȷlbek, Dı. Gibbon, H. Morris, Solitony i nelineȷnye volnovye uravneniffl (Mir, Moskva, 1972).

[7] H. C. Yuen , B. M. Lake, Phys. Fluids 18, 956 (1975). [8] Y. Kodama, A. Hasegawa, IEEE J. Quantum Electron.

23, No. 5, 510 (1987).

V. P. LUKOMS^KI„, “. V. SEDLEC^KI„

[9] Z. Li, L. Li, H. Tian, G. Zhou, Phys. Rev. Lett. 84, No. 18, 4096 (2000).

[10] K. Trulsen, K. Dysthe, J. Fluid Mech. 352, 359 (1997). [11] K. Trulsen, I. Kliakhandler, K. Dysthe, M. Velarde, Phys. Fluids, 12, No. 10, 2432 (2000).

[12] F. Dias, C. Kharif, Annual Rev. Mech. 31, 301 (1999).

[13] P. Christodoulides, F. Dias, Phys. Fluids 7, No. 12, 3013 (1995).

[14] H. Doebner, G. Goldin, P. Nattermann, J. Math. Phys.

40, 49 (1999).

[15] V. P. Lukomsky, V. B. Bobkov, Nonl. dynamics 16, 1 (1998).

ON THE THEORY OF THE NONLINEAR DISPERSION OF WAVE PACKETS IN THE MULTIPLE SCALES METHOD

V. P. Lukomskii, Yu. V. Sedletskii Institute of Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine 46 Nauky Pr., Kyiv, UA–03039, Ukraine

The time evolution of spectrally narrow wavetrain that is described by the nonlinear Klein–Gordon equation is investigated in weakly nonlinear medium. The asymptotic expansion of a solution is built by the method of multiple scales up to ϵ^5 inclusive. This expansion is defined by a complex function that has the sense of the first harmonic of a solution which satisfies the nonlinear evolutionary Schrödinger equation of a higher order.