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Do anal�zu dispers�Ý fononnih stan�v v �zostrukturnih tetragonal~nih kristalah ZnP

2

ta CdP

2

zastosovano metod proektivnih predstavlen~ grup hvil~ovogo vektora. Dl� �ratok

dosl�d�uvanih kristal�v pobudovano nezv�dn� predstavlenn� grup hvil~ovih vektor�v u toq-

kah �, Z � � ta vrahovano vpliv �nvers�Ý qasu na ener�etiqn� spektri elementarnih zbud�en~

u 
ih toqkah. Zastosuvann� teor�Ý pro�l�strovano opisom ener�etiqnih spektr�v fononnih

stan�v u tetragonal~nih kristalah ZnP

2

ta CdP

2

. Spektri eksperimental~no dosl�d�eno

metodami spektroskop�Ý komb�na
��nogo rozs��nn� sv�tla. Dl� pobudovi dispers��nih krivih

fononnih stan�v vikoristano Ýh klasif�ka
�� u kratnih zonah D�onsa.
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Enant�omorfi kristal�v tetragonal~noÝ modif�ka-


�Ý difosf�d�v 
inku ta kadm��, �-ZnP

2

ta �-CdP

2




xirokozonnimi nepr�mimi nap�vprov�dnikami z ve-

likimi znaqenn�mi stalih obertann� plowin pol�-

riza
�Ý sv�tla dl� vidimogo qervonogo d��pazonu dov-

�in hvil~. Ener�etiqn� spektri fononnih stan�v 
ih

kristal�v ta Ýh dispers�� retel~no vivqali ekspe-

rimental~no metodami �nfraqervonoÝ (�Q) spektro-

skop�Ý [1{4℄ ta spektroskop�Ý komb�na
��nogo rozs��nn�

sv�tla (KRS) [4{7℄. Pri 
~omu strukturu spektr�v ta

prirodu fononnih stan�v po�sn�vali osoblivost�mi

m��atomnih zv'�zk�v [4,6,7℄. Nezva�a�qi na 
e, dos�

ne bulo zastosovano teor�Ý, �ka b dala zmogu na os-

nov� simetr��nih u�vlen~ �k�sno opisati dispers��

fononnih zbud�en~ u 
ih kristalah dl� dov�l~nogo

napr�mku v zon� Br�ll�ena. U 
�� statt� na priklad�

�ratok kristal�v �-ZnP

2

ta �-CdP

2

mi vperxe poka-

zali, �k zastosovuvati metod proektivnih predstav-

len~ grup simetr�Ý dl� viznaqenn� dispers�Ý ener-

�etiqnih stan�v (zokrema fononnih) u kristal�qnih

enant�omerah � �k ener�etiqn� spektri optiqnih �zo-

mer�v klasif�kuvati za Ýhn�m kristal�qnim klasom.

Po
dnann� rezul~tat�v takogo anal�zu z eksperimen-

tal~no otrimanimi znaqenn�mi ener��� kolival~nih

mod dozvol�
 dosit~ toqno pobuduvati kriv� dis-

pers�Ý dl� ko�nogo z napr�mk�v. Difosf�d 
inku

mo�e kristal�zuvatis� v tetragonal~n�� (�-ZnP

2

) �

monokl�nn�� (�-ZnP

2

) sistemah, tod� �k dl� difos-

f�du kadm�� v�doma lixe tetragonal~na (�-CdP

2

),

�ratka �koÝ �zostrukturna do �ratki tetragonal~noÝ

modif�ka
�Ý difosf�du 
inku. U nax�� pra
� dosl�-

d�eno lixe tetragonal~n� kristali, �k� dl� oboh

spoluk mo�ut~ �snuvati u dvoh enant�omorfnih mo-

dif�ka
��h | prav�� ta l�v�� [7℄. C� enant�omorfn�

modif�ka
�Ý, �k � bud~-�k� optiqn� �zomeri, pereho-

d�t~ odna v odnu za dopomogo� opera
�Ý �nvers�Ý [8℄,

a ne qasto zastosovuvanogo v l�teratur� prostogo v�d-

bivann� v plowin� (
e fundamental~ne polo�enn�,

�k p�dtverd�u
 podal~xi� rozrahunok, du�e spro-

wu
 obqislenn� � �nterpreta
�� oder�anih rezul~-

tat�v). Simetr�� �ratok pravih modif�ka
�� harakte-

rizu
t~s� prostorovo� grupo� P4

1

2

1

2(D

4

4

), l�vih |

P4

3

2

1

2(D

8

4

) [9℄, a kristal�qni� klas, do �kogo nale-

�at~ kristali oboh modif�ka
��, | toqkovo� gru-

po� 422(D

4

). Na ris. 1 � 2 naveden� elementarn� ko-

m�rki ta graf�ki prostorovih grup simetr�Ý kris-

tal�v oboh enant�omorfnih form 
ih spoluk (para-

metri elementarnih kom�rok ta koordinati atom�v

v�dpov�da�t~ kristalov� �-ZnP

2

[10℄). Kristalof�-

ziqna ta kristalograf�qna sistemi koordinat or�-


ntovan� tak: Oz k OZ k C

4

, Ox k OX k (u

2

)

1

,

Oy k OY k (u

2

)

2

.

Osk�l~ki strukturi ener�etiqnih spektr�v oboh

enant�omorfnih modif�ka
��, wo, prirodno, nale-

�at~ do odnogo � togo � kristal�qnogo klasu, po-

vinn� buti odnakovimi, to fononni� spektr dl� pev-

nogo napr�mku v k-prostor�, �ki� m�stit~ 72 g�lki, ne

zale�it~ v�d tipu modif�ka
�Ý. U �-toq
� fundamen-

tal~n� kolival~n� modi,wo opisu�t~s� predstavlen-

n�mi vs�h zm�wen~ atom�v elementarnoÝ kom�rki, kla-

sif�ku�t~s� za nezv�dnimi predstavlenn�mi grupi

422 (D

4

) tak :

�

vib

= 9�

1

+ 9�

2

+ 9�

3

+ 9�

4

+ 18�

5

abo

�

vib

= 9A

1

+ 9A

2

+ 9B

1

+ 9B

2

+ 18E;

u tomu qisl� dl� akustiqnih kolivan~

�

a


= �

2

+ �

5
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abo

�

a


= A

2

+ E;

Ris. 1. Shematiqne zobra�enn� strukturi tetra-

gonal~nih kristal�v ZnP

2

pravoÝ (a) ta l�voÝ (b) mo-

dif�ka
��: Æ | atomi Zn, � | atomi R, su
�l~nimi

l�n��mi vid�lena elementarna kom�rka.

� dl� optiqnih

�

opt

= 9�

1

+ 8�

2

+ 9�

3

+ 9�

4

+ 17�

5

abo

�

opt

= 9A

1

+ 8A

2

+ 9B

1

+ 9B

2

+ 17E:

69 optiqnih fundamental~nih kolivnih mod rozd�-

l��t~s� na 34 (17�

5

) abo (17E) aktivn� v KRS � �Q-

poglinann�, 27 (9�

1

, 9�

3

, 9�

4

) abo (9A

1

, 9B

1

, 9B

2

) ak-

tivnih u spektrah KRS ta 8 (8�

2

) abo (8A

2

) aktivnih

u spektrah �Q-poglinann�.

Rozgl�d fononnih stan�v provedemo vzdov� na-

pr�mku ��Z, osk�l~ki toqki � � Z | toqki visokoÝ

simetr�Ý �, v�dpov�dno, gustina stan�v u 
ih toqkah ta-

ko� 
 visoko� [11,12℄.

Ris. 2. Shematiqne zobra�enn� prostorovih grup

simetr�Ý P4

1

2

1

2 (a) ta P4

3

2

1

2 (b).

Pobudu
mo nezv�dn� proektivn� predstavlenn� D

k

grup hvil~ovih vektor�v G

k

v toqkah G, Z ta �.

Predstavlenn� D

k

m�st�t~ nesk�nqenne qislo qle-

n�v D

k

(h) dl� element�v h 2 D

k

. Ko�en z element�v

mo�na zapisati �k h = (�+ajr) , de r | povorotni�

element, sukupn�st~ �kih utvor�
 toqkovu grupu F

k

,

wo �zomorfna faktor-grup� grupi G

k

za nesk�nqen-

no� �nvar��ntno� p�dgrupo� transl�
��, �| vektor

netriv��l~noÝ transl�
�Ý, wo v�dpov�da
 povorotnomu

elementov� r, � a | vektor triv��l~noÝ transl�
�Ý na

per�odi �ratki Brave. Znaqenn� D

k

(h) dl� predstav-

len~ viznaqa
mo za tako� formulo�:

D

k

(h) = e

�ik(�+a)

u(r)D(r); (1)
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2
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2

. . .

de u(r) = u

1k

(r), �kwo rozgl�da�t~s� stani z


�lim sp�nom, � u(r) = u

1k

(r)u

2

(r) dl� stan�v z

nap�v
�lim sp�nom. Funk
�Ý u

1k

zvod�t~ faktor-

sistemu !

1

(r

2

; r

1

), �ka viznaqa
t~s� vlastivost�mi

prostorovoÝ grupi kristala, do standartnogo vi-

gl�du !

0

1

(r

2

; r

1

); u

2

(r) | funk
�Ý, wo zvod�t~ faktor-

sistemu !

2

(r

2

; r

1

), �ka viznaqa
 pereh�d u sp�novi�

prost�r, do standartnogo vigl�du !

0

2

(r

2

; r

1

), dobutok

u

1k

(r)u

2

(r) zvodit~ do standartnogo vigl�du faktor-

sistemu, wo opisu
 peretvorenn� sp�nor�v. D(r) |

matri
� nezv�dnih predstavlen~ togo klasu, do �kogo

nale�it~ v�dpov�dna faktor-sistema. Nadal� zruqno

vvesti tak� poznaqenn�: D

k

(h) � D(h) | predstav-

lenn�, wo opisu�t~ stani z 
�lim sp�nom, a D

0

k

(h)

� D

0

(h) | z nap�v
�lim sp�nom.

P�d qas poxuku nezv�dnih predstavlen~ grup hvi-

l~ovih vektor�v u toqkah G, Z ta � za kanon�qn� zna-

qenn� hvil~ovih vektor�v v�z~m�mo znaqenn� k

�

= 0,

k

Z

= �

b

1

2

ta k

�

, tobto v ob'
m� perxoÝ zoni Br�l-

l�ena pri sum�wenn� 
entra zoni z toqko� (0,0,0)

budemo vkl�qati toqki, wo le�at~ na ÝÝ me�� z boku

v�d'
mnih znaqen~ �.

Dl� toqok G � Z grupi hvil~ovih vektor�v odnakov�

� zb�ga�t~s� z povno� prostorovo� grupo� G, ele-

menti �koÝ pri�n�to poznaqati bukvo� g. Toqku �

rozgl�da
mo okremo, osk�l~ki dl� neÝ grupa hvil~o-

vogo vektora v�dr�zn�
t~s�, tut vona �zomorfna grup�

4 (C

4

). Bazisn� elementi h

i

= g

i

(voni viznaqa�t~ 
�

grupi), wo mo�ut~ m�stiti lixe netriv��l~n� trans-

l�
�Ý, �k� pov'�zan� z viborom netriv��l~nih transl�-


�� dl� tv�rnih, viznaqeno tak: h

1

= (0 j e), h

2

= (

a

1

2

j




2

), h

3

= (

a

1

4

+

a

2

2

+

a

3

2

j 


4

), h

4

= (

3a

1

4

+

a

2

2

+

a

3

2

j 


3

4

),

h

5

= (

3a

1

4

+

a

2

2

+

a

3

2

j (u

2

)

1

), h

6

= (

a

1

4

+

a

2

2

+

a

3

2

j (u

2

)

2

),

h

7

= (

a

1

2

j (u

0

2

)

1

), h

8

= (0 j (u

0

2

)

2

) dl� grupi P4

1

2

1

2,

a dl� grupi P4

3

2

1

2 | h

1

= (0 j e), h

2

= (

a

1

2

j 


2

),

h

3

= (

3a

1

4

+

a

2

2

+

a

3

2

j 


4

), h

4

= (

a

1

4

+

a

2

2

+

a

3

2

j 


3

4

),

h

5

= (

a

1

4

+

a

2

2

+

a

3

2

j (u

2

)

1

), h

6

= (

3a

1

4

+

a

2

2

+

a

3

2

j (u

2

)

2

),

h

7

= (

a

1

2

j (u

0

2

)

1

), h

8

= (0 j (u

0

2

)

2

). Tut a

1

, a

2

, a

3

|

osnovn� vektori �ratki, spr�movan� vzdov� ose� Oz,

Ox ta Oy v�dpov�dno. Taki� vib�r tv�rnih bazisnih

element�v pov'�zani� �z standartnim viborom u kris-

tal�qn�� �rat
� toqok v�dl�ku dl� vektor�v netriv��-

l~nih transl�
��.

!

1

(r

2

; r

1

) r

1

e 


2




4




3

4

(u

2

)

1

(u

2

)

2

(u

0

2

)

1

(u

0

2

)

1

r

2

e 1 1 1 1 1 1 1 1




2

1 1 1 1 1 1 1 1




4

1 1 1 1 1 1 1 1




3

4

1 1 1 1 1 1 1 1

(u

2

)

1

1 �1 �i i i �i �1 1

(u

2

)

2

1 �1 �i i i �i �1 1

(u

0

2

)

1

1 �1 �i i i �i �1 1

(u

0

2

)

1

1 �1 �i i i �i �1 1

Tabli
� 1. Faktor-sistema klasu K

1

dl� grupi

P4

1

2

1

2 (toqka Z).

Prim�tka: dl� grupi P4

3

2

1

2 faktor-sistemu

!

1

(r

2

; r

1

) budu
mo analog�qno.

Faktor-sistemi !

1

(r

2

; r

1

) dl� toqok � � Z budu
mo

za formulo�:

!

1

(r

2

; r

1

) = e

i(k�r

�1

2

k)�

1

: (2)

Oqevidno, wo vs� elementi !

1

(r

2

; r

1

) dl� toqki �

dor�vn��t~ odini
�. Ce oznaqa
, wo vona zb�ga
t~s�

z� standartno� faktor-sistemo� grupi 422 klasu K

0

!

0

(0)

(r

2

; r

1

).

toqka e 


2




4




3

4

(u

2

)

1

(u

2

)

2

(u

0

2

)

1

(u

0

2

)

1

P4

1

2

1

2 Z 1 i �"

8

�"

3

8

�"

8

"

3

8

-1 i

P4

3

2

1

2 Z 1 �i "

3

8

"

8

�"

3

8

"

8

1 i

Tabli
� 2. Funk
�Ý u

1�

(r).

C� faktor-sistemi nale�at~ do klasuK

1

, osk�l~ki

dl� kumutu�qih element�v 
�
Ý grupi v�dnoxenn�

!

1

(r

2

;r

1

)

!

1

(r

1

;r

2

)

dor�vn�
 �1. Otriman� faktor-sistemi zvo-

dimo do standartnih funk
��mi u

1k

(r) (naveden� v

tabl. 2), �k� rozrahovu
mo za formulami:

u

1k

(a

�

) =

!

�=n

an

!

a�

"

�

; (3)

u

1k

(b

p

) = �

!

p=2

(b; b)

!

am

!(a; a)

; (4)

de !

an

= !(a; a)!(a; a

2

) : : :!(a; a

n�1

); � � p | 
�l�

qisla. Qislo m viznaqa
mo z� sp�vv�dnoxenn� �

0

=

e

i

2�m

n

, de �

0

=

!(b;a)!(a

n�1

;a)

!

2=n

an

!(a

n�1

;b)

, n | por�dok golov-

noÝ osi (v naxomu vipadku n=4). Dl� grupi P4

1

2

1

2

m = 1, a dl� P4

3

2

1

2 | m=3.

" =

!(b; a

n�1

)

!

am

!(a; a)

(�

0

)

1=2

:

Virazi (3), (4) vikoristovu�t~ dl� tv�rnih elemen-

t�v b

p

ta a

�

, a dl� element�v r = b

p

a

�

| sp�vv�dno-

xenn�

u

1k

(b

p

a

�

) =

u

1k

(a

�

)u

1k

(b

p

)

!

1

(b

p

; a

�

)

: (5)

Us� faktor-sistemi !

1

(r

2

; r

1

) zvodimo do standar-

tnoÝ !

0

1

(r

2

; r

1

) za dopomogo� sp�vv�dnoxenn�

!

0

1

(r

2

; r

1

) =

!

1

(r

2

; r

1

)u(r

2

; r

1

)

u(r

2

)u(r

1

)

:

C� faktor-sistema, wo zb�ga
t~s� z� standartno�

faktor-sistemo� klasu K

1

!

0

(1)

(r

2

; r

1

) dl� grupi 422,

navedena v tabl. 3.

Faktor-sistemu !

1

(r

2

; r

1

) budu
mo za formulo�:
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!

1

(r

2

; r

1

) =

�

1 pri 0 � � < 2�;

�1 pri 2� � � < 4�;

(6)

de � | kut povorotu pri obertann�, wo v�dpov�da
 do-

butkov� element�v r

1

r

2

.

!

0

(1)

(r

2

; r

1

); [!

0

1

(r

2

; r

1

); !

0

2

(r

2

; r

1

)℄ r

1

e 


2




4




3

4

(u

2

)

1

(u

2

)

2

(u

0

2

)

1

(u

0

2

)

1

r

2

e 1 1 1 1 1 1 1 1




2

1 �1 1 �1 �1 1 �1 1




4

1 1 1 �1 1 �1 �1 �1




3

4

1 �1 �1 �1 1 1 1 �1

(u

2

)

1

1 1 1 1 1 1 1 1

(u

2

)

2

1 �1 1 �1 �1 1 �1 1

(u

0

2

)

1

1 1 1 �1 1 �1 �1 �1

(u

0

2

)

1

1 �1 �1 �1 1 1 1 �1

Tabli
� 3. Standartna faktor-sistema klasu K

1

dl� grupi 422.

C� faktor-sistema dl� toqok G ta Z odna � ta

sama, osk�l~ki vona viznaqa
t~s� lixe grupo� si-

metr�Ý napr�mk�v hvil~ovih vektor�v � 
 faktiqno

koef�
�
ntom perehodu v sp�novi� prost�r. Dl� ot-

rimann� !

1

(r

2

; r

1

) zadamo grupu za dopomogo� tv�r-

nih element�v � viznaqal~nih sp�vv�dnoxen~. Tv�rn�

elementi oberemo tak: a = 


4

, b = (u

2

)

1

. Sutt
vo,

wo v 
~omu vipadku �k viznaqal~n� sl�d uz�ti sp�v-

v�dnoxenn� dl� podv��noÝ grupi: a

8

= e, b

4

= e,

ab = qba

3

(dovedenn� div. dodanok roboti [13℄), de

q | komutu�qi� z us�ma elementami simetr�Ý povo-

rot na kut 2� navkolo dov�l~noÝ osi (dl� podv��nih

grup). Takim qinom, matimemo e = b

0

a

0

, 


2

= b

0

a

2

,




4

= b

0

a

1

, 


3

4

= b

0

a

3

, (u

2

)

1

= b

1

a

0

, (u

2

)

2

= qb

1

a

1

,

(u

0

1

) = qb

1

a

1

, (u

0

2

) = b

1

a

3

. Rozrahovana dl� grupi 422

faktor-sistema !

2

(r

2

; r

1

) navedena v tabl. 4.

!

2

(r

2

; r

1

) r

1

e 


2




4




3

4

(u

2

)

1

(u

2

)

2

(u

0

2

)

1

(u

0

2

)

1

r

2

e 1 1 1 1 1 1 1 1




2

1 �1 1 �1 1 �1 1 �1




4

1 1 1 �1 �1 1 �1 �1




3

4

1 �1 �1 �1 1 1 �1 1

(u

2

)

1

1 �1 �1 1 �1 1 1 �1 I

(u

2

)

2

1 1 �1 �1 �1 �1 1 1

(u

0

2

)

1

1 �1 1 1 �1 �1 �1 1

(u

0

2

)

2

1 1 �1 1 1 �1 �1 �1

u

2

(r) 1 �1 �i i i i �1 �1 II

Tabli
� 4. Faktor-sistema !

2

(r

2

; r

1

) dl� krista-

l�qnogo klasu 422 (I) ta funk
�Ý u

2

(r) (II).

Pro
edura zvedenn� !

2

(r

2

; r

1

) do standart-

noÝ !

0

2

(r

2

; r

1

) analog�qna do pro
eduri zvedenn�

!

1

(r

2

; r

1

). Faktor-sistema !

0

2

(r

2

; r

1

) tak samo, �k �

!

0

1

(r

2

; r

1

), nale�it~ do klasu K

1

. Taka standar-

tna !

0

1

(r

2

; r

1

) faktor-sistema v�e bula navedena v

tabl. 3. U tabl. 5 podano harakteri nezv�dnih proek-

tivnih predstavlen~, wo v�dpov�da�t~ standartn��

faktor-sistem� klasu K

1

[14℄. Harakteri nezv�dnih

proektivnih sp�nornih predstavlen~ oder�u
mo mno-

�enn�m harakter�v tabl. 5 na v�dpov�dn� znaqenn�

fuk
�Ý u

2

(r). Legko baqiti, wo voni zb�ga�t~s� z

harakterami nezv�dnih sp�nornih predstavlen~ po-

dv��noÝ grupi (422)

0

(D

0

4

), us� nezv�dn� predstavlenn�

�koÝ naveden� v tabl. 6.

Dl� pobudovi harakter�v nezv�dnih proektivnih

predstavlen~ dl� toqok � � Z zalixilos~ obqis-

liti znaqenn� eksponent e

�ik(�+a)

: Znaqenn� vekto-

r�v a (tabl. 7) dl� element�v grup 4

1

2

1

2 ta 4

3

2

1

2 legko

obqisliti z podanih viwe vektor�v netriv��l~nih

transl�
��.

422 e 


2




4




3

4

(u

2

)

1

(u

2

)

2

(u

0

2

)

1

(u

0

2

)

1

P

(1)

1

2 0

p

2i

p

2i 0 0 0 0

P

(1)

2

2 0 �

p

2i �

p

2i 0 0 0 0

Tabli
� 5. Harakteri nezv�dnih proektivnih

predstavlen~ grupi 422 klasu K

1

, wo v�dpov�da�t~

standartn�� faktor-sistem�.

(422)

0

e q 


2




4




3

2

2u

2

2u

0

2

q


2

q


3

4

q


4

2qu

2

2qu

0

2

�

1

A

1

1 1 1 1 1 1 1

�

2

A

2

1 1 1 1 1 �1 �1

�

3

B

1

1 1 1 �1 �1 1 �1

�

4

B

2

1 1 1 �1 �1 �1 1

�

5

E 2 2 �2 0 0 0 0

�

6

E

0

1

2 �2 0

p

2 �

p

2 0 0

�

7

E

0

2

2 �2 0 �

p

2

p

2 0 0

Tabli
� 6. Harakteri nezv�dnih predstavlen~ po-

dv��noÝ grupi (422)

0

.
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2

TA CdP

2

. . .

grupa e 


2




4




3

4

(u

2

)

1

(u

2

)

2

(u

0

2

)

1

(u

0

2

)

1

P4

1

2

1

2 0 �a

3

0 a

2

0 a

3

�a

2

0

P4

3

2

1

2 0 �a

1

�a

3

0 �2a

1

+ a

2

0 2a

1

+ a

3

a

1

� a

2

2a

1

Tabli
� 7. Znaqenn� vektor�v a dl� grup P4

1

2

1

2 � P4

3

2

1

2.

P�dstavl��qi u formulu (1), zam�st~ matri
~ ne-

zv�dnih predstavlen~ D(r) ta D

0

(r), harakteri 
ih

predstavlen~ �

D

(r) ta �

D

0

(r), wo v�dpov�da�t~ stan-

dartnim faktor-sistemam klas�v K

0

� K

1

, dl� stan�v

�z 
�lim � nap�v
�lim sp�nom rozrahu
mo dl� toqok � �

Z harakteri nezv�dnih predstavlen~ grup hvil~ovih

vektor�v (tabl. 8 � 9).

422 e 


2




4




3

4

(u

2

)

1

(u

2

)

2

(u

0

2

)

1

(u

0

2

)

1

�

1

1 1 1 1 1 1 1 1

�

2

1 1 1 1 �1 �1 �1 �1

�

3

K

0

1 1 �1 �1 1 1 �1 �1

�

4

1 1 �1 �1 �1 �1 1 1

�

5

2 �2 0 0 0 0 0 0

�

6

K

1

2 0

p

2 �

p

2 0 0 0 0

�

7

2 0 �

p

2

p

2 0 0 0 0

Tabli
� 8. Harakteri nezv�dnih proektivnih

predstavlen~ grupi hvil~ovogo vektora grupi 422

dl� toqki �.

Varto v�dznaqiti, wo harakteri nezv�dnih proek-

tivnih predstavlen~ dl� prostorovih grup, wo opi-

su�t~ obidv� enant�omorfn� modif�ka
�Ý, zb�ga�t~s�.

�z 
ih tabli
~ vidno, wo harakteri nezv�dnih pred-

stavlen~ podv��noÝ toqkovoÝ grupi povn�st� zb�ga�-

t~s� z harakterami nezv�dnih proektivnih predstav-

len~ u toq
� �. Harakteri zviqa�nih proektivnih

predstavlen~ �

1

��

5

� Z

6

, Z

7

(opisu�t~ stani z 
�lim

sp�nom) v�dpov�da�t~ faktor-sistem� klasu K

0

, a sp�-

norn� proektivn� predstavlenn� �

6

, �

7

� Z

1

�Z

5

(opi-

su�t~ stani z nap�v
�lim sp�nom) | faktor-sistem�

klasu K

1

. Za v�dsutnosti zovn�xn�h magnetnih pol�v

na hvil~ov� funk
�Ý stan�v ta v�dpov�dno na predstav-

lenn� v toqkah �, Z ta � �, �k � v �nxih toqkah,

naklada�t~s� dodatkov� umovi, wo zumovlen� �nva-

r��ntn�st� stan�v do �nvers�Ý qasu. C� umovi viznaqa-


mo za dopomogo� kriter�� Gerr�nga [14℄, � voni pri-

vod�t~ do viniknenn� dodatkovogo virod�enn� sta-

n�v, wo zumovl�
 neobh�dn�st~ ob'
dnann� harakter�v

v�dpov�dnih predstavlen~. Tak, u grupah P4

1

2

1

2 ta

P4

3

2

1

2 harakteri predstavlen~ Z

1

� Z

2

ob'
dnu�t~s�

u Z

1

+Z

2

, Z

3

� Z

4

ob'
dnu�t~s� u Z

3

+Z

4

.

4

1

2

1

2(4

3

2

1

2) e 


2




4




3

4

(u

2

)

1

(u

2

)

2

(u

0

2

)

1

(u

0

2

)

1

Z

1

1 1 �1 �1 i �i i �i

Z

2

1 1 �1 �1 �i i �i i

Z

3

K

0

1 1 1 1 i �i �i i

Z

4

1 1 1 1 �i i i �i

Z

5

2 �2 0 0 0 0 0 0

Z

6

K

1

2 0

p

2 �

p

2 0 0 0 0

Z

7

2 0 �

p

2

p

2 0 0 0 0

abo

Z

1

+ Z

2

2 2 �2 �2 0 0 0 0

Z

3

+ Z

4

K

0

2 2 2 2 0 0 0 0

Z

5

2 �2 0 0 0 0 0 0

Z

6

K

1

2 0

p

2 �

p

2 0 0 0 0

Z

7

2 0 �

p

2

p

2 0 0 0 0

Tabli
� 9. Harakteri nezv�dnih proektivnih predstavlen~ grupi hvil~ovogo vektora grup 4

1

2

1

2 ta 4

3

2

1

2 dl�

toqki Z.

Dl� togo, wob pobuduvati dispers��n� kriv� v ��Z

napr�mku, nam neobh�dno dosl�diti nezv�dn� proek-

tivn� predstavlenn� grupi hvil~ovogo vektora dl�

toqki �. U 
~omu vipadku vektor k bude zm�n�va-

tis� v�d k

�

= 0 do k

�

= �

b

1

2

. �k u�e zaznaqa-

los~, grupa hvil~ovogo vektora dl� 
�
Ý toqki �zo-

morfna toqkov�� grup� 4 (C

4

). Harakteri nezv�dnih

proektivnih predstavlen~ (zviqa�nih ta sp�nornih)

grupi hvil~ovogo vektora dl� toqki � naveden� v

tabl. 10 (grupa P4

1

2

1

2) � tabl. 11 (grupa P4

3

2

1

2). U


i� toq
i invariantnist~ staniv do inversiÝ qasu zumov-

l�
 nastupne ob'
dnann� harakteriv predstavlen~

grupi P4

1

2

1

2: �

3

� �

4

ob'
dnu�t~s� u �

3

+ �

4

; �

5

�

�

8

| u �

5

+�

8

; �

6

� �

7

| u �

6

+�

7

. U grupi P4

3

2

1

2

~

�

3

�

~

�

4

ob'
dnu�t~s� u

~

�

3

+

~

�

4

,

~

�

5

�

~

�

8

| u

~

�

5

+

~

�

8

;

~

�

6

�

~

�

7

| u

~

�

6

+

~

�

7

.
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Grupa 4 
 p�dgrupo� graniqnoÝ grupi simetr�Ý (abo

grupi K�r�). Graniqn� grupi harakterizu
t~s� v�ss�

nesk�nqennogo por�dku 1 � 
 enant�omorfnimi, p�d-

por�dkovan� Ým toqkov� grupi simetr�Ý tako� enan-

t�omorfn� [8℄. Zv�dsi vipliva
 neobh�dn�st~ rozgl�du

dl� toqki � pravoÝ toqkovoÝ grupi simetr�Ý 4 ta l�voÝ

|

~

4 dl� dvoh enant�omorfnih modif�ka
�� (odna z

modif�ka
�� ma
 pravu gvintovu v�s~ qetvertogo po-

r�dku 4

1

, a �nxa| l�vu 4

3

). Grupa 4 ma
 tv�rni� ele-

ment 


4

(povorot u prav�� sistem� koordinat na kut

' =

2�

4

), a grupa

~

4{~


4

(povorot u prav�� sistem� koor-

dinat na kut ' =

3�

4

). Qerez elementi grupi 4 ele-

ment ~


4

vira�a
t~s� tak: ~


4

= 


3

4

. Tako� �z 
ih tab-

li
~ legko baqiti, wo predstavlenn� grupi

~

4 vira-

�a�t~s� qerez predstavlenn� grupi 4 tak:

~

�

1

= �

1

,

~

�

2

= �

2

,

~

�

3

= �

4

,

~

�

4

= �

3

,

~

�

5

= �

7

,

~

�

6

= �

8

,

~

�

7

= �

5

,

~

�

8

= �

6

.

Ot�e, viznaqivxi nezv�dn� predstavlenn� toqki

�, mi viznaqili funk
�Ý vektora obernenoÝ �ratki

k, �k� opisu�t~ poved�nku predstavlen~ uzdov� �{

Z napr�mku � v�dpov�dno zm�nu ener�etiqnih stan�v u

kristal� vzdov� 
~ogo napr�mku. Otriman� funk
�o-

nal~n� zale�nost� ma�t~ nazvu sp�vv�dnoxen~ sum�s-

nosti. Dl� teoretiqnoÝ pobudovi prin
ipovogo vi-

gl�du dispers��nih krivih vikoristovu
mo shema-

tiqne graf�qne predstavlenn� sp�vv�dnoxen~ sum�s-

nosti (na ris. 3 naveden� 
� sp�vv�dnoxenn�, wo opi-

su�t~ fonnon� stani dl� oboh grup P4

1

2

1

2 � P4

3

2

1

2

v�dpov�dno).Dl� 
~ogo neobh�dno viznaqiti znaqenn�

harakter�v nezv�dnih proektivnih predstavlen~ pri

dvoh graniqnih znaqenn�h vektora k(k ! 0 ta k !

�

b

1

2

). Potr�bno v�dznaqiti,wo pri vrahuvann� �nvar�-

�ntnosti do �nvers�Ý qasu fononn� stani mo�ut~ buti

zobra�en� �k neperervn� dispers��n� kriv� u kratnih

zonah D�onsa (v 
~omu raz� vdv�q� zb�l~xenih veli-

kih zonah), u �kih k�l~k�st~ fononnih g�lok u qotiri

razi menxa.

4(C

4

) e 


4




2




3

4

�

1

1 �

�

�

2

�

�

3

�

�

2

1 ��

�

�

2

�

��

3

�

�

3

1 i�

�

��

2

�

�i�

3

�

�

4

1 �i�

�

��

2

�

i�

3

�

�

5

1 "

8

�

�

i�

2

�

�"

�1

8

�

3

�

�

6

1 �"

8

�

�

i�

2

�

"

�1

8

�

3

�

�

7

1 �"

�1

8

�

�

�i�

2

�

"

8

�

3

�

�

8

1 "

�1

8

�

�

�i�

2

�

�"

�1

8

�

3

�

Tabli
� 10. Harakteri nezv�dnih proektivnih

predstavlen~ grupi hvil~vogo vektora dl� toqki �

prostorovo� grupi P4

1

2

1

2 (�

k

= e

�ika

1

=2

).

~

4(

~

C

4

) ~e ~


4

~


2

~


3

4

~

�

1

1 �

�

�

2

�

�

3

�

~

�

2

1 ��

�

�

2

�

��

3

�

~

�

3

1 �i�

�

�

2

�

i�

3

�

~

�

4

1 i�

�

��

2

�

�i�

3

�

~

�

5

1 �"

�1

8

�

�

�i�

2

�

"

8

�

�

~

�

6

1 "

�1

8

�

�

�i�

2

�

�"

8

�

�

~

�

7

1 "

8

�

�

i�

2

�

�"

�1

8

�

�

~

�

8

1 �"

8

�

�

i�

2

�

"

�1

8

�

�

Tabli
� 11. Harakteri nezv�dnih proektivnih

predstavlen~ grupi hvil~vogo vektora dl� toqki �

prostorovoÝ grupi P4

3

2

1

2 (�

k

= e

�ika

1

=2

).

por�dok I II

kristal ZnP

2

CdP

2

ZnP

2

CdP

2

modi A

1

E B

1

B

2

A

1

E B

1

B

2

pol�riza
�� (zz) (zy) (xy) (xx+ xy) (zz) (zy) (xy) (xx+ xy) zz zz

57.7 57.0 56.7 56.7 39.6 39.6 40.3 40.3 145.7 101.4

105.6 83.19 108.6 58.2 71.8 76 79.7 42.8 159.6 111.1

129.2 99.72 123.4 121.1 90.84 86.65 123.4 73.55 162.8 115.5

277.4 109.8 201.6 248.2 241.9 93.06 298.6 101.4 168.2 129.2

323.5 123.6 231.2 327.3 295.4 117 311.5 176 174.8 144.2

360.3 225.9 336 333.6 329.3 183.6 448.7 307.4 190.9 151.6

!=2�
; 
m

�1

426.3 232 362.7 426.3 417.3 190.9 466.8 415.4 203.8 158,4

475.5 248.2 458.8 474.1 465.9 215.9 459.1 221.3 166.2

322.8 470.6 298.6 233.4 173.8

334 311 237.8 184.3

341.2 416.4 249.6 194.1

426.3 449.4 259.3 219.8

458.4 464.5

476.2

Tabli
� 12. Hvil~ov� qisla mod spektra KRS perxogo (I) ta drugogo (II) por�dk�v.
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2

TA CdP

2

. . .

Ris 3. Sp�vv�dnoxenn� sum�snosti dl� grupi

P4

1

2

1

2 (a) ta grupi P4

3

2

1

2 (b).

Ris. 4. Spektri KRS u kristal� ZnP

2

: a) | pol�-

riza
�� y(zz)x, b) | pol�riza
�� y(zy)x, 
) | pol�-

riza
�� y(xy)x, d) | pol�riza
�� y(xx+xy)z. Pravo-

ruq naveden� u zb�l~xenomu vigl�d�. (Dozvolen� modi

v�dznaqeno str�lkami).

Na ris. 4 ta ris. 5 naveden� eksperimental~no otri-

man� spektri KRS u monokristalah ZnP

2

ta CdP

2

pri

r�znih pol�riza
��h, wo v�dpov�da�t~ aktivnost� ko-

livnih mod us�h dozvolenih u KRS simetr�Ý (optiqna

aktivn�st~ urahovana). Znaqenn� hvil~ovih qisel

mod, wo sposter�ga�t~s� v spektrah KRS perxogo

ta drugogo por�dk�v pri temperatur� 293K, naveden�

u tabl. 12 Vim�ri provedeno za dopomogo� spektro-

metra DFS-24 z nap�vxirino� aparatnoÝ funk
�Ý,

menxo� v�d 1 
m

�1

dl� � = 550 nm. KRS zbud�uvals

viprom�n�vann�m odnomodovogo He{Ne-lazera LGN-

222 potu�n�st� 37mVt. �k fotopri�maq vikoris-

tano F�U-79.

Ris. 5. Spektri KRS u kristal� CdP

2

: a) | pol�-

riza
�� y(zz)x, b) | pol�riza
�� y(zy)x, 
) | pol�-

riza
�� y(xy)x, d) | pol�riza
�� y(xx+xy)z. Pravo-

ruq naveden� u zb�l~xenomu vigl�d�. (Dozvolen� modi

v�dznaqeno str�lkami).

Z� sp�vv�dnoxen~ sum�snosti vipliva
, wo pevnim

znaqenn�m vektora k v�dpov�da�t~ kolival~n� modi

pevnoÝ simetr�Ý, tobto k = 0 v�dpov�da�t~ modi A

1

ta

a

2

, k = 2�=


0

| modi E (


0

| parametr elementar-

noÝ kom�rki kristal�v uzdov� osi Oz), a k = 4�=


0

|

modi B

1

ta B

2

. Zaznaqen� vipadki| 
e fononi toqki

�. Vipadkam, koli k = �=


0

ta k = 3�=


0

, v�dpov�da-

�t~ fononi toqki Z. Toqki � ta Z 
 toqkami viso-

koÝ simetr�Ý, tobto v 
ih toqkah gustina stan�v vi-

soka �, v�dpov�dno, voni 
 toqkami nul~ovogo nahilu

[11,12℄. Fononi toqki Z mi zare
struvali v pol�ri-

za
�Ý zz �k spektr KRS drugogo por�dku, osk�l~ki
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kolivann� drugogo por�dku v bud~-�k�� toq
� zoni

Br�ll�ena v�dpov�da�t~ simetr�Ý A

1

. Mi proanal�-

zuvali spektr KRS drugogo por�dku v tetragonal~-

nih kristal�v ZnP

2

� CdR

2

� vperxe vikoristali dl�

utoqnenn� dispers�Ý fononnih stan�v u 
ih krista-

lah. Takim qinom, mi pobuduvali dispers��n� kriv�

(ris. 6).

Varto v�dznaqiti take: VQ- � NQ-d�l�nki spekt-

r�v oboh spoluk ma�t~ malu dispers��, okr�m togo,

struktura VQ-d�l�nki spektr�v ZnP

2

�CdR

2


 odnako-

vo�, wo sv�dqit~ pro v�dpov�dn�st~ 
�
Ý d�l�nki spek-

tr�v kolivann�m fosfornih lan
��k�v. �k u�e za-

znaqalos~, [7℄ NQ-d�l�nka spektr�v sklada
t~s� z od-

n�
Ý l�n�Ý, wo pro�vl�
t~s� v us�h pol�riza
��h, � v�d-

pov�da
 kolivann�m xarovih paket�v. � peredumovi,

wo 
� l�n�� ma
 skladnu strukturu dl� oboh spo-

luk. Tako� va�livo v�dznaqiti sutt
vu r�zni
� m��

d�l�nkami velikoÝ dispers�Ý oboh spoluk. Na naxu

dumku, taki� harakter dispers�Ý zumovleni� ener-

��
� vza
mod�Ý atom�v metalu z atomami fosforu, a

tako� masovimi sp�vv�dnoxenn�mi m�� atomami.

Takim qinom, u 
�� statt� bula provedena klasi-

f�ka
�� fononnih stan�v u toqkah � ta Z zon Br�l-

l�ena kristal�v �-ZnP

2

ta �-CdP

2

dvoh enant�omor-

fnih modif�ka
�� metodom proektivnih predstav-

len~. Tako� pobudovan� sp�vv�dnoxenn� sum�snosti,

�k� da�t~ zmogu opisati zm�nu klasu faktor-sistemi

!(r

2

; r

1

) dl� oboh strukturnih enant�omer�v 
ih spo-

luk � viznaqiti dispers�� fononnih stan�v uzdov�

Ýhn�h ��Z napr�mk�v. Za danimi, otrimanimi z� spek-

tr�v KRS, ta rezul~tatami, �k� vipliva�t~ �z sp�vv�d-

noxen~ sum�snosti pobudovan� dispers��n� kriv� fo-

nonnih stan�v dl� napr�mk�v � � Z u kratnih zonah

D�onsa.

Ris. 6. Dispers��n� kriv� fonon�v dl� �-Z na-

pr�mku v kratn�� velik�� zon� D�onsa: a) ta b) |

kristali ZnP

2

ta CdP

2

(


0

= a

1

=4, de a

1

| parametr

elementarnoÝ kom�rki kristal�v uzdov� osi Oz).
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For the analysis of phonon states dispersion in isostru
tural ZnP

2

and CdP

2

tetragonal 
rystals the method

of proje
tive representations of wave ve
tor groups was applied. For latti
es of the 
onsidered 
rystals at �, Z

and � points irredu
ible proje
tive representations of wave ve
tor groups was 
onstru
ted and in
uen
e of time

inversion on energy spe
tra of elementary ex
itations at these points was taken into 
onsideration. Appli
ation

of the theory is illustrated by the des
ription of energy spe
tra of phonon states at tetragonal 
rystals ZnP

2

and

CdP

2

. The spe
tra were investigated by Raman spe
tros
opy. The 
lassi�
ation of dispersion 
urves of phonon

states at divisible Jones' zones for their plotting was used.
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