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Uperxe otrimano �nte�ral~no-funk
�onal~ne zobra�enn� masovogo operatora bezsp�novih

kvaz�qastinok, wo vza
mod��t~ �z pol�riza
��nimi fononami pri T = 0K. Ce zobra�enn�

ekv�valentne bezme�nomu rozgalu�enomu �nte�ral~nomu drobov�. Vono ne zale�it~ v�d sili

zv'�zku � efektivno vrahovu
 bagatofononn� pro
esi.
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I. VSTUP

Zobra�enn� masovogo operatora (MO) u vigl�d�

d��gram Fe�nmana qi Pa�nsa [1,2℄ v teor�Ý vza
mo-

d�Ý kvaz�qastinok �z pol�riza
��nimi fononami pri

vrahuvann� bagatofononnih pro
es�v stika�t~s� z

dvoma problemami. Perxa, menx sutt
va, pol�ga


v tomu, wo k�l~k�st~ dodank�v MO pevnogo por�dku

xvidko zb�l~xu
t~s� z� zb�l~xenn�m stepen� fun-

k
�� zv'�zku (kil~kosti verxin u di�grami). Druga,

du�e sutt
va, pol�ga
 v matematiqnih osoblivost�h

sk�nqenogo qisla d��gram usih skladovih MO,wo opi-

su�t~s� di�gramami Fe�nmana qi Pa�nsa. Dobre v�-

domo, wo 
i osoblivosti taki, wo vrahuvann� bud~-

�koÝ velikoÝ, ale skinqenoÝ kil~kosti di�gram MO

prin
ipovo ne da
 zmogi otrimati dostatn~o toqnih

znaqen~ ener�i� zbud�enih staniv sistemi kvaziqas-

tinok, �ki vza
modi�t~ z fononami (fononnih po-

vtoren~). U zv'�zku z 
im vinika
 pitann�: qi dozvo-

l�
 topologiqna struktura di�gramMO vikonati taki

toqni par
i�l~ni pidsumovuvann� bezme�nih r�div d�-

�gramnoÝ tehn�ki (DT), �ki b dozvolili uniknuti

zgadanih problem. Povni� MO, zg�dno z d��gramno�

tehn�ko� Pa�nsa, ma
 vigl�d, zobra�eni� na ris. 1,

de, �k v�domo [2℄, u ko�n�� d��gram� verxini z�stav-

l��t~s� z v�dpov�dnimi funk
��mi zv'�zku, a su
�-

l~n� l�n�Ý| z ener�etiqnimi znamennikami. Detal~-

ni� analiz di�gram MO v tehni
i Pa�nsa (T = 0 K)

pokazu
, wo Ýhn� topolog�qna struktura, �ka m�sti-

tit~ dva klasi d��gram (kompaktnih � nekompakt-

nih), dozvol�
 zobraziti MO (ris. 1) v �nte�ral~no-

funk
�onal~nomu abo v ekv�valentnomu do n~ogo vi-

gl�d� bezme�nogo g�ll�stogo �nte�ral~nogo (sumar-

nogo) nesk�nqenogo drobu. Take zobra�enn� 
 ne lixe

pozitivno� v�dpov�dd� na sformul~ovane pitann�,

ale � konstruktivnim u praktiqnomu zastosuvann�

pri rozv'�zuvann� zadaq, de sutt
vo neobh�dno vraho-

vuvati bagatofononn� pro
esi.

Ris. 1.

II. POSL�DOVNE PARC��L^NE PERENORMUVANN� D��GRAM MO

Otrima
mo �nte�ral~no-funk
�onal~ne zobra�enn� MO kvaz�qastinok (bezsp�novih elektron�v, dom�xok

qi eksiton�v), wo vza
mod��t~ z fononami pol�riza
��nogo tipu. Taku sistemu opisu�t~ gam�l~ton��nom

frel�h�vs~kogo tipu
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pravilami [1,2℄, golovnim z �kih 
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Wob otrimati �nte�ral~no-funk
�onal~ne zobra�enn� MO, spoqatku neobh�dno zd��sniti posl�dovne par-


��l~ne p�dsumovuvann� d��gram MO. Z 
�
� meto� vvedemo oznaqenn� kompaktnih d��gram MO �k takih, wo

ne m�st�t~ u sob� hoqa b dvoh su
�l~nih l�n�� z odnakovimi �ndeksami. Napriklad,

.

D��grami, �k� m�st�t~ u sob� hoqa b dv� su
�l~n� l�n�Ý z odnakovimi �ndeksami, 
 nekompaktnimi. Napriklad,

.

�k vidno z d��gramnogo zobra�enn� povnogo MO (ris. 1) na osnov� kompaktnoÝ d��grami , vs�

bezme�na sukupn�st~ d��gram bez peretinu fononnih l�n�� toqno p�dsumovu
t~s� v odnorazovo perenormovanu

(odna vertikal~na riska na su
�l~n�� l�n�Ý) d��gramu perxogo por�dku

(3)

Anal�tiqni� viraz, ekv�valentni� d��gramnomu r�dov� (3) vperxe otrimav Pa�ns [2℄. V�dpov�dno odnorazovo

(verhn�� �ndeks) perenormovani� MO perxogo por�dku (ni�n�� �ndeks) za qislom fononnih l�n�� ma
 vigl�d

bezme�nogo lan
�govogo �nte�ral~nogo drobu (BL�D)
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abo ekv�valentne �nte�ral~no-funk
�onal~ne zobra�enn� perenormovanogo MO perxogo por�dku
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Pro
eduru posl�dovnogo perenormuvann� kompaktnih d��gram MO viwih por�dk�v u d��gramn�� tehn�
� Pa�-

nsa, nask�l~ki v�domo, ne zd��sn�vali, hoqa vona vi�vl�
t~s� ne lixe mo�livo�, ale � privodit~ do toqnogo

�nte�ral~no-funk
�onal~nogo zobra�enn� MO z konstruktivnim urahuvann�m bagatofononnih pro
es�v. C�

pro
eduru zd��sn�
mo tak.

Z d��gramnoÝ strukturi MO (ris. 1) vidno, wo sered us�h d��gram 
 sukupn�st~, �ka m�stit~ kompaktnu

d��gramu drugogo por�dku , � bezme�ni� r�d d��gram, �k�, zg�dno z pravilami d��gramnoÝ tehn�ki

Pa�nsa, zgorta�t~s� v odnorazovo perenormovanu kompaktnu d��gramu MO drugogo por�dku

.

(6)

Takim qinom otrimu
mo odnorazovo (verhn�� �ndeks) perenormovani� MO drugogo por�dku (ni�n�� �ndeks)
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U rezul~tat� pod�bnogo par
��l~nogo p�dsumovuvann� u vs�h por�dkah na osnov� kompaktnoÝ d��grami

dl� povnogo MO otrimu
mo zobra�enn� u vigl�d� bezme�nogo r�du odnorazovo perenormovanih d��gram

.

(8)

Anal�zu�qi d��gramnu strukturu (8), mo�na poba-

qiti, wo p�sl� povnogo odnorazovogo perenormuvann�

v r�d� d��gramMO v perxih dvoh por�dkah u�e nema


nekompaktnih odnorazovo perenormovanih d��gram.

U tret~omu por�dku tri z qotir~oh d��gram 
 kom-

paktnimi, a qetverta nekompaktna. Zrozum�lo, wo u

vs�h viwih por�dkah budut~ � kompaktn�, � nekompak-

tn� odnorazovo perenormovan� d��grami.

Ot�e, teper povni� MO mo�na zapisati �k bez-

me�ni� r�d odnorazovo perenormovanih skladovih

us�h por�dk�v
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r

) odnorazovo perenormovanih

nekompaktnih d��gram r-go por�dku.

Uv�vxi oqevidne poznaqenn� dl� odnorazovo pere-

normovanogo ener�etiqnogo znamennika
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zg�dno z pravilami d��gramnoÝ tehn�ki Pa�nsa otrimu
mo anal�tiqn� virazi dl� odnorazovo perenormovanih

skladovih MO. U perxih dvoh por�dkah
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Analog�qno zapisu
mo anal�tiqn� virazi d��gram viwih por�dk�v.

Z topolog�qnoÝ strukturi d��gram MO (8) legko pobaqiti, wo vona dozvol�
 vikonati druge par
��l~ne

p�dsumovuvann�, osnovnim elementom �kogo v�e 
 odnorazovo perenormovana kompaktna d��grama (14).

Spravd�, bezme�nu sukupn�st~ d��gram u prav�� qastin� (8) mo�na zgrupuvati u tak� r�di, �k� privod�t~ do

dv�q� perenormovanih d��gram

.

U rezul~tat� povnogo podv��nogo perenormuvann� MO matime d��gramnu formu

,
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Tut perxim dvom dodankam MO v�dpov�da�t~ dv� perx� kompaktn� d��grami, �k� z uvedenn�m dv�q� perenor-
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Dodanok tret~ogo por�dku (M

(2)

3
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u du�
� b�l� M posl�dovno numeru
 
� d��grami.

Teper u�e vidno zagal~n� zakonom�rnost�, �k� sposter�ga
mo pri n-mu perenormuvann� skladovih MO. Us�

n raz�v perenormovan� d��grami v�d perxogo do (n + 1)-go por�dku 
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tobto m�st�t~ sumu vs�h kompaktnih d��gram (n� 1( raz perenormovanogo MO.

Pri povnomu perenormuvann� (n!1) u MO zalixa�t~s� lixe povn�st� perenormovan� kompaktn� d��grami
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| PPKD MO perxogo por�dku za k�l~k�st� fononnih l�n�� u d��gram�, G(k; !) | funk
�� �r�na kvaz�qasti-

nok. C� d��grama u svo
mu por�dku 
dina.

U drugomu por�dku 
 tako� lixe odna PPKD MO
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U tret~omu por�dku 
 tri PPKD MO
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dl� �kih, �k vidno z dvoh diagram poperednih por�dkiv, analitiqni� viraz otrimu
mo za pravilami Pa�nsa
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Teper oqevidno, wo analitiqni virazi dl� PPKD

MO dovil~nogo por�dku otrimu
mo za pravilami di�-

gramnoÝ tehniki Pa�nsa. Zalixa
t~s� we vstanoviti

pravila pobudovi vsih di�gram dovil~nogo n-go po-

r�dku i takim qinom otrimati formal~no toqni�

al�oritm rozrahunku povnogo MO, a ot�e, i fur'
-

obrazu funk
iÝ �rina.

III. �NTE�RAL^NO-FUNKC�ONAL^NE

ZOBRA�ENN� POVNOGO MO U VIGL�D�

BEZME�NOGO ROZGALU�ENOGO

�NTE�RAL^NOGO DROBU (BR�D)

PPKD kil~koh perxih por�dkiv otrimu
mo bez-

poseredn~o vikl�qenn�m usih perenormovu�qih di�-

gram MO tak, �k 
e wo�no bulo zrobleno dl� PPKD

MO tr~oh perxih por�dkiv. Odnak dl� zobra�enn�

di�gram visokogo por�dku 
e� sposib malokonstruk-

tivni� qerez gromizdk�st~. Neobhidni� al�oritm po-

budovi di�gram dovil~nogo n-go por�dku legko otri-

mati sposobom graf�qnoÝ pobudovi.

�z PPKD MO perxogo por�dku vidno, wo PPKD

MO drugogo por�dku mo�na otrimati grafiqno� do-

budovo�. Dl� 
~ogo verxini di�grami perxogo po-

r�dku perenumerovu
mo zliva napravo tak, �k uka-

zano na di�grami (ris. 2a).

Ris. 2.

Dali do perxoÝ verxini doluqa
mo su
il~nu lini�

z dodatkovo� verxino� zliva, a mi� perxo� i dru-

go� verxinami zobra�a
mo drugu dodatkovu ver-

xinu (ris. 2b). Z'
dnavxi dvi dodatkovi verxini

xtrihovo� lini
� i opustivxi 
ifrovi indeksi, ot-

rimu
mo PPKD MO drugogo por�dku (ris. 2v).

Tri PPKD tret~ogo por�dku otrimu
mo z di�-

grami drugogo por�dku tak. Zobra�a
mo tri di�-

grami drugogo por�dku (za kil~k�st� su
il~nih lini�
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u 
i� di�grami) z perenumerovanimi zliva napravo

verxinami (ris. 3a). Do ko�noÝ z di�gram doluqa-


mo su
il~nu lini� z dodatkovo� verxino� zliva i

we z odni
� dodatkovo� verxino� v ko�ni� z ot-

rimanih di�gram poslidovno: u perxi� mi� verxi-

nami 1 i 2, u drugi� | mi� 2 i 3, u treti� |

mi� 3 i 4 (ris. 3b). Dodatkovi verxini na ko�ni� z

di�gram z'
dnu
mo xtrihovimi lini�mi, 
ifrovi in-

deksi opuska
mo, a do nesimetriqnoÝ di�grami doda-


mo dzerkal~no-simetriqnu abo (wo ekvivalentno) ÝÝ

domno�u
mo na mno�nik 2 (ris. 3v)

Ris. 3.

Analogiqnim metodom PPKD (n+1)-go por�dku ot-

rimu
mo z PPKD n-go por�dku. Dl� 
~ogo ko�nu si-

metriqnu � ko�nu paru dzerkal~no-simetriqnih di�-

gram n-go por�dku potribno zobraziti 2n raziv, pere-

numeruvavxi Ýhn� verxini zliva napravo vid 1 do 2n

i doluqivxi do ko�noÝ po dodatkovi� G-liniÝ z kra�-

n~o� zliva verxino� ta drugo� dodatkovo� verxi-

no� mi� sumi�nimi verxinami di�gramnogo bloku n-

go por�dku tak, wob druga dodatkova verxina v per-

xi� di�grami (n+1)-go por�dku znahodilas~ mi� 1 i

2-� verxinami bloku di�grami n-go por�dku, druga

| mi� 2-� i 3-� verxinami i t.d., a ostann� | mi�

(2n � 1)-� � (2n)-� verxinami bloku di�grami n-go

por�dku. Z'
dnavxi dvi dodatkovi verxini xtriho-

vimi lini�mi na ko�ni� z di�gram, otrima
mo vsi

PPKD MO (n+1)-go por�dku. Oder�ani pri 
~omu

nesimetriqni di�grami abo podvo��t~s�, abo (wo ek-

vivalentno) do nih doda
t~s� dzerkal~no-simetriqna

di�grama. Tak, napriklad, zgidno zi vstanovlenimi

pravilami, z dvoh dzerkal~no-simetriqnih di�gram

tret~ogo por�dku oder�u
mo taki PPDK qetvertogo

por�dku (ris. 4):

Ris. 4.

Osk�l~ki al�oritm pobudovi PPDK dovil~nogo po-

r�dku vstanovleno i vidomi pravila zistavlenn� z

di�gramami analitiqnih viraziv, to z urahuvann�m

zv'�zku funk
�� �r�na z MO qerez rivn�nn� Da�-

sona otrimu
mo toqne zobra�enn� povnogo MO u vi-

gl�di bezme�nogo inte�ral~no-funk
ional~nogo r�du

(BIFR). Z toqnist� do tret~ogo por�dku vkl�qno MO

ma
 vigl�d:
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Teper oqevidno, wo analitiqni� viraz povnogo MO u vigl�di bezme�nogo �nte�ral~no-funk
�onal~nogo

r�du (BIFR) mo�na otrimati bezposeredn~o z PPKD za pravilami Pa�nsa z prosto� modifika
i
�, a same

| z dovil~no� su
il~no� lini
� PPKD potribno zistavl�ti ener�etiqni� mno�nik:
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Hoq u viwih por�dkah MO k�l~k�st~ PPKD zrosta
 dosit~ xvidko, prote prostota zna�denogo al�oritmu

pobudovi di�gram (n+1)-go por�dku za di�gramami n-go por�dku ta elementarni pravila zistavlenn� z di�gra-

mami analitiqnih viraziv dozvol��t~ zaprogramuvati 
i obidvi pro
eduri i za dopomogo� EOM otrimuvati

MO v takih visokih por�dkah, �ki limitu�t~s� lixe mo�livost�mi ÝÝ xvidkodiÝ.

Zi stukturi MO vidno, wo isnu
 mo�livist~ podati �ogo v ekvivalentnomu, ale du�e zruqnomu dl� anali-

tiqnih doslid�en~ i praktiqnih rozrahunkiv vigl�di bezme�nogo rozgalu�enogo inte�ral~nogo drobu (BRID).

Spravdi, v ener�etiqni znamenniki vsih skladovih MO (29) vhod�t~ taki � MO, ale zi zmixanimi ar�umentami,

dl� ko�nogo z �kih tako� spravedlivi rivn�nn�:
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Teper zobra�enn� MO u vigl�di BRID otrimati prosto. Spoqatku z rivn�n~ (31) znahodimo M (k � s), wo

dozvol�
 pidstanovko� v pravu qastinu MO (30) vikl�qiti z �ogo ener�etiqnih mno�nikiv usi MO z odno-

razovo zmiwenimi ar�umentami. Potim z rivn�n~ (31) znahodimo M (k � s

1

� s

2

) i analogiqnim do poperdn~ogo

sposobom z MO (30) vikl�qa�t~s� vsi MO z dvorazovo zmiwenimi ar�umentami. Taka n-razova rekursivna

pro
edura privodit~ do zobra�enn� MO u vigl�di BRID, wo mistit~ u sobiMO z ar�umentami, �ki zmiweni ne

menxe ni� (n+1) raz. Zrozumilo, wo pri n!1 v ener�etiqnih znamennikah znika�t~ usi MO zi zmiwenimi

ar�umentami i zalixa�t~s� lixe ener�iÝ nevza
modi�qih kvaziqastinok ta fononiv, unaslidok qogo xukani�

MO otrimu
 vigl�d povnogo BRID. Z urahuvann�m kil~koh gilok i dodankiv v�dpov�dnih r�div MO u zobra�enni

BRID vigl�da
 tak:
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Oskil~ki al�oritm znahod�enn�MO u vigl�di BRID z �ogo zobra�enn� u formiBIFR rekursivni� � prosti�,

to za dopomogo� EOM otrimu
mo analitiqni� vigl�d MO z urahuvann�m takogo visokogo por�dku, �ki�

obme�u
t~s� lixe mo�livost�mi xvidkodiÝ EOM.

�k vidno z MO u formi BRID (32), qerez bezme�ne perenormuvann� vsih ener�etiqnih mno�nikiv vin,

na vidminu vid MO v neperenormovanomu vigl�di, u�e ne mistit~ nefiziqnih osoblivoste� pri bud~-�kih

ener�i�h, wo dozvol�
 vikoristovuvati �ogo ne lixe dl� analizu perenormuvann� osnovnogo, ale i zbud�enih

staniv elektron (eksiton)-fononnih sistem pri dovil~nih veliqinah zv'�zku z urahuvann�m bagatofononnih

pro
es�v.

Zastosuvann� zna�denogo zobra�enn� MO v �nte�ral~no-funk
�onal~nomu qi u vigl�d� BR�D do konkretnih

zadaq bude zd��sneno v nastupnih robotah.

[1℄ A. A. Abrikosov, L. P. Gor~kov, I. E. Dz�loxinski�,

Metody kvantovo� teorii pol� v statistiqesko�

fizike (Fizmatgiz, Moskva, 1962).

[2℄ D. Pines, in Polarons and Ex
itons, (Plenum Press, N.Y.,

1962) p. 155-170.

INTEGRAL-FUNCTIONAL REPRESENTATION OF MASS OPERATOR OF

QUASIPARTICLES INTERACTING WITH POLARIZATIONAL PHONONS AT T = 0K

M. V. Tka
h

Chernivtsi National University, Department of Theoreti
al Physi
s,

2 Kotsubinsky Str., 274012, Chernivtsi, Ukraine

The integral-fun
tional representation of mass operator of spinless quasiparti
les intera
ting with polarizational

phonons at T = 0 K is obtained for the �rst time. This representation is equivalent to the in�nite bran
hed integral

fra
tion. It does not depend on the binding for
e and e�e
tively takes into a

ount the many phonon pro
esses.
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