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Pobudovano rozkladi za sferoÝdal~nimi funk
��mi funk
�Ý �r�na molekul�rnogo poten
�-

�lu Sa�monsa (MPS). Pri rozklad� re�ul�rnih ta nere�ul�rnih model~nih sferoÝdal~nih

funk
�� u r�di �k bazisn� sistemi funk
�� vikoristano rozv'�zki virod�enogo g�pergeo-

metriqnogo r�vn�nn�. Dl� koef�
�
nt�v 
ih rozklad�v otrimano v�dnosno prost� triqlenn�

rekurentn� sp�vv�dnoxenn�. Bagato uvagi prid�leno r�znim asimptotiqnim zobra�enn�m ta

xturm�vs~kim rozkladam funk
�Ý �r�na � dvo
entrovih hvil~ovih funk
�� MPS. U vs�h roz-

gl�nutih vipadkah funk
�� �r�na zvedena do vigl�du, analog�qnogo gostler�vs~komu zobra-

�enn� kulon�vs~koÝ funk
�Ý �r�na.

Kl�qov� slova: molekul�rni� poten
��l Sa�monsa, funk
�� �r�na, sferoÝdal~n� koor-

dinati, asimptotiqni� rozklad.

PACS number(s): 31.15.-p, 02.03.Mv, 02.03.Hq

I. VSTUP

Pri model�vann� poved�nki dvoatomnih sistem p�d

vplivom zovn�xn�h pol�v (� v bagat~oh �nxih zadaqah

kvantovoÝ mehan�ki ta matematiqnoÝ f�ziki) dovodi-

t~s� rozv'�zuvati r�vn�nn� Xredin�era z dvo
ent-

rovim aks��l~no-simetriqnim poten
��lom V (r; R) �

zburenn�m �

^

W (r):

h

^

H

0

�E(R)

i

�(r;R)

�

�

�

1

2

�+ V (r; R)�E(R)
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�(r;R)

= �

^

W (r)�(r;R); (1)

(vektor r viznaqa
 polo�enn� elektrona, a E(R) �

� (r;R) | �ogo ener��� ta hvil~ova funk
��, �k� za-

le�at~ v�d m��'�dernoÝ v�dstan� R �k v�d parametra).

Diferen
��l~ne r�vn�nn� (1) mo�na zvesti do �n-

te�ral~nogo r�vn�nn� Fredgol~ma drugogo rodu, z

�tera
��nogo rozv'�zku �kogo vipliva
, wo popravku

perxogo por�dku �

(1)

(r;R) do rozv'�zku �

(0)

(r;R)

v�dpov�dnogo (1) odnor�dnogo r�vn�nn� (�

^

W (r) = 0)

viznaqa
mo za dopomogo� �nte�ral~nogo sp�vv�dno-

xenn�:

�

(1)

(r;R) =

Z

G

E

(r; r

0

;R)

�

^

W (r

0

)�

(0)

(r;R)dr

0

: (2)

Tut G

E

(r; r

0

;R) | funk
�� �r�na dl� dvo
entrovogo

poten
��lu V (r; R), �ka, za oznaqenn�m, 
 rozv'�zkom

r�vn�nn� Xredin�era z Æ-funk
�
� v prav�� qastin�:

�

�

1

2

� + V (r; R)�E (R)

�

�G

E

(r; r

0

;R) = Æ (r� r

0

) : (3)

�k zav�di, koli mova �de pro rozv'�zann� r�v-

n�nn� Xredin�era (1), korektne nabli�enn� do �ogo

toqnogo rozv'�zku mo�na otrimati dl� tih poten
�-

�l�v V (r; R), dl� �kih v�dom� zruqn� anal�tiqn� zob-

ra�enn� funk
�Ý �r�na G

E

(r; r

0

;R). U teor�Ý elek-

tronnoÝ budovi � spektr�v molekul�rnih sistem 
�

funk
�� v�d�gra
 taku � fundamental~nu rol~, wo

� odno
entrova kulon�vs~ka funk
�� �r�na v teor�Ý

budovi atom�v. Prote, na v�dm�nu v�d ostann~oÝ, dl�

dvo
entrovih funk
�� �r�na G

E

(r; r

0

;R) v�domo v�d-

nosno malo anal�tiqnih rezul~tat�v.Nav�t~ dl� na�-

prost�xoÝ model� | zadaq� dvoh qisto kulon�vs~kih


entr�v Z

1

eZ

2

[1℄ | ne vda
t~s� otrimati zamkne-

nogo anal�tiqnogo virazu G

E

(r; r

0

;R), analog�qnogo,

napriklad, dobre v�domomu virazu Gostlera � Pratta

[2℄ dl� nerel�tiv�sts~koÝ kulon�vs~koÝ funk
�Ý �r�na.

Tomu zagal~nopri�n�t� metodi pobudovi dvo
entro-

vih funk
�� �r�na �runtu�t~s� zdeb�l~xogo na roz-

klad� 
ih funk
�� u r�di Fur'
 za povnimi bazis-

nimi naborami funk
��,wo vinika�t~ pri v�dokrem-

lenn� zm�nnih u r�vn�nn� Xredin�era u vit�gnutih

sferoÝdal~nih koordinatah [1℄. Tak� rozkladi, po-

perxe, va�liv� dl� praktiqnih zastosuvan~, �, po-

druge, voni mo�ut~ buti vikoristan� dl� vivedenn�

r�znih �nte�ral~nih sp�vv�dnoxen~ [1℄, wo zv'�zu�t~

�k sam� kulon�vs~k� sferoÝdal~n� funk
�Ý (KSF), tak

� KSF z� sferiqnimi.

Ut�m, zruqn� rozkladi funk
�Ý �r�na G

E

(r; r

0

;R) za

par
��l~nimi hvil�mi pobudovan� lixe v okremomu

vipadku molekul�rnogo �ona vodn� H

+

2

[3℄, koli ku-

tov� funk
�Ý zadaq� zb�ga�t~s� z kutovimi funk
��mi

v�l~nogo ruhu (tobto sferoÝdal~nimi garmon�kami
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[4℄). Pri dosl�d�enn� ta obqislenn� re�ul�rnih � ne-

re�ul�rnih rad��l~nih KSF vikoristovu�t~ Ýh roz-

kladi v r�di za virod�enimi g�pergeometriqnimi

funk
��mi. Odnak dl� koef�
�
nt�v 
ih rozklad�v

ne vdalos� otrimati zruqnih u zastosuvann�h tri-

qlennih rekurentnih sp�vv�dnoxenn~. A zapropono-

vana zam�st~ nih �nxa rekurentna shema viznaqenn�

koef�
�
nt�v pov'�zana z grom�zdkimi obqislenn�mi,

�, mo�livo, tomu otrimanih u [3℄ rozklad�v funk
�Ý

�r�na molekul�rnogo �ona H

+

2

praktiqno ne vikoris-

tovuvali v molekul�rnih zadaqah. Uka�emo tako�

na statt� [5,6℄, de v me�ah metod�v kvantovogo de-

fektu � model~nogo poten
��lu dl� rad��l~noÝ fun-

k
�Ý �r�na �ona H

+

2

proponu�t~ nabli�en� virazi.

Prin
ipov�xim dl� zadaq teor�Ý zburen~, wo ba-

zu�t~s� na vikoristann� aparatu funk
�� �r�na, 


poxirenn� metod�v, rozvinenih dl� zadaq� Z

1

eZ

2

,

na skladn�x� dvoatomn� sistemi, u �kih ruh elekt-

rona qi okremoÝ grupi elektron�v ne p�dda
t~s� pros-

tomu matematiqnomu opisov�. U zadaqah, pov'�zanih

�z takim uzagal~nenn�m, z'�vl��t~s� dodatkov� trud-

now�, �k� vinika�t~ us�ki� raz, koli dovodit~s�

rozv'�zuvati r�vn�nn� Xredin�era z nev�dokreml�-

vanimi zm�nnimi. U suqasn�� teor�Ý elektronnoÝ bu-

dovi skladnih molekul 
� trudnow� dola�t~s� za do-

pomogo� metodu samouzgod�enogo pol� ta kon
ep
�Ý

efektivnih poten
��l�v. Zagal~ni� viklad 
ih meto-

d�v stosovno molekul�rnih sistem m�stit~s�, napri-

klad, u monograf��h ta ogl�dah [19{24℄. Metod sa-

mouzgod�enogo pol� vrahovu
 konf��ura
��nu vza
-

mod�� v molekulah, prote vikoristovuvan� v n~omu

molekul�rn� orb�tal�, �k pravilo, neortogonal~n�,

wo prizvodit~ �nkoli do sutt
vih tehn�qnih usklad-

nen~.

Trudnow�, z �kimi dovodit~s� stikatis� pri po-

xirenn� metodu samouzgod�enogo pol� na bagatoelek-

tronn� sistemi, sponuka�t~ dosl�dnik�v vikoristo-

vuvati r�zn� nabli�enn� model~nogo poten
��lu. U

me�ah takogo p�dhodu vza
mod�� optiqnogo elekt-

rona z �drami ta vs�ma �nximi elektronami sistemi

opisu�t~ parametriqnim model~nim odnoqastinko-

vim poten
��lom spe
��l~nogo vigl�du. U b�l~xost�

pra
~ dobira�t~ poten
��li, wo dopuska�t~ v�do-

kremlenn� zm�nnih u r�vn�nn� Xredin�era u vit�g-

nutih sferoÝdal~nih koordinatah [1℄.

Vdalu model~ dvo
entrovogo poten
��lu zapropo-

nuvali avtori pra
� [6℄ pri rozrahunkah za teo-

r�
� zburen~ bagatofotonnih pro
es�v na dvoatom-

nih molekulah. Vona ma
 dostatn
 f�ziqne ob�runtu-

vann�, osk�l~ki v bagat~oh pro
esah elektroni vnut-

r�xn�h obolonok molekul�rnih sistem v�d�gra�t~ po-

r�vn�no pasivnu rol~. U naxih pra
�h 
� model~

vikoristana dl� pobudovi asimptotiqnoÝ teor�Ý pro-


es�v �z pererozpod�lom qastinok pri pov�l~nih �on-

molekul�rnih z�tknenn�h.� vs� p�dstavi spod�vatis�,

wo v me�ah takoÝ model� dvo
entrovogo poten
��lu

mo�na dovol� daleko prosunutis� v anal�tiqnomu

dosl�d�enn� nepru�nih pro
es�v (perezar�dki, zbu-

d�enn� ta diso
��
�Ý � t. d.) z�tknenn� bagatozar�d-

nih �on�v z dvoatomnimi molekulami.

U 
�� pra
� pobudovano rozkladi za sferoÝdal~-

nimi funk
��mi funk
�Ý �r�na dl� vkazanoÝ wo�no

model� dvo
entrovogo poten
��lu [6℄. Pri rozkla-

dann� re�ul�rnih ta nere�ul�rnih model~nih sfero-

Ýdal~nih funk
�� (MSF) v r�di (rozd�l 2) �k bazisn�

sistemi funk
�� vikoristano rozv'�zki � � 	 vi-

rod�enogo g�pergeometriqnogo r�vn�nn� [15℄, �k� za-

bezpequ�t~ neobh�dnu asimptotiqnu poved�nku MSF

pri malih m��
entrovih v�dstan�h (R ! 0). Na

p�dstav� vivedenih u dodatku rekurentnih sp�vv�dno-

xen~ dl� bazisnih funk
�� otrimano v�dnosno prost�

triqlenn� rekurentn� sp�vv�dnoxenn� dl� koef�
�
n-

t�v rozklad�v. Pokazano (rozd�l 3), wo same 
� roz-

kladi zadovol~n��t~ \prin
ip v�dpov�dnosti", �ki�

stverd�u
, wo vs� formuli, otriman� dl� dvo
ent-

rovoÝ zadaq� u sferoÝdal~nih koordinatah, povinn�

perehoditi v grani
� ob'
dnanogo atoma (tobto pri

R ! 0) u v�dom� odno
entrov� (sferiqn�) analogi. U

rozd�l� 4 bagato uvagi prid�leno r�znim asimptotiq-

nim zobra�enn�m dvo
entrovih hvil~ovih funk
��

� funk
�Ý �r�na G

E

(r; r

0

;R). U vs�h rozgl�nutih tut

vipadkah funk
�� G

E

(r; r

0

;R) zvedena do vigl�du,

analog�qnogo gostler�vs~komu zobra�enn� kulon�vs~-

koÝ funk
�Ý �r�na [2℄. Koristu�qis~ ustanovleno� v

pra
� [18℄ povnoto� bazisnogo naboru vlasnih fun-

k
�� qisto diskretnogo spektra uzagal~nenoÝ zadaq�

na vlasn� znaqenn� sumarnogo zar�du �der � tehn�-

ko� �nte�ral~nih peretvoren~, �k� rozrobiv Gostler

[2℄, u rozd�l� 4 mi pobuduvali asimptotiqno toqn�

xturm�vs~k� zobra�enn� odnoelektronnih hvil~ovih

funk
�� � funk
�Ý �r�na dl� model~nogo dvo
entro-

vogo poten
��lu Sa�monsa [6℄. Otriman� rezul~tati

budut~ vikoristan� v naxih podal~xih dosl�d�en-

n�h dl� pobudovi asimptotiki odnoelektronnoÝ tri-


entrovoÝ hvil~ovoÝ funk
�Ý sistemi \dov�l~ni� �on

+ dvoatomna molekula".

II. ROZKLADI DVOCENTROVIH FUNKC��

�R�NA ZA SFEROÕDAL^NIMI FUNKC��MI

Rozgl�n~mo v zagal~nih risah f�ziqn� peredumovi,

�k� le�at~ v osnov� vikoristanogo tut metodu mo-

del~nogo poten
��lu. U me�ah 
~ogo p�dhodu, �ki�

harakterizu
t~s� veliko� r�znoman�tn�st� var��nt�v

(Ýh dokladni� opis ta b�bl�ograf�� podano v mono-

graf�Ý [24℄), d�� elektron�v vnutr�xn�h obolonok na

elektroni nezapovnenih obolonok zam�n�
t~s� efek-

tivnim poten
��lom pevnogo vigl�du. F�ziqnim ob-

�runtuvann�m takogo matematiqnogo pri�omu 
 r�z-

ni
� v ener���h zv'�zku ta d�l�nok lokal�za
�Ý elek-

tron�v r�znih obolonok. Zaprovad�enn� model~nogo

poten
��lu dozvol�
 zvesti zadaqu do dosl�d�enn�

poved�nki elektrona qi grupi elektron�v u pol� f�k-

sovanih 
entr�v vza
mod�Ý, wo reprezentu�t~ okrem�

fra�menti sistemi (�oni, atomi, atomn� zalixki).

Zagalom va�ko vstanoviti dostatn~o q�tki� ma-

tematiqni� kriter�� pridatnosti t�
Ý qi �nxoÝ mo-

del� efektivnogo poten
��lu. Prote mo�na stver-

d�uvati, wo qim sil~n�xe ener��� zv'�zku valent-
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nogo elektrona v�dr�zn�
t~s� v�d poten
��l�v �on�-

za
�Ý rexti elektron�v, tim prost�xe � nad��n�xe

mo�na vibrati efektivni� poten
��l. �kwo pri


~omu fra�menti sistemi rozveden� dostatn~o da-

leko, tak wo Ýhn� vnutr�xn� obolonki ne perekriva-

�t~s�, to silove pole, wo d�
 na vid�leni� slabko-

zv'�zani� elektron,mo�e buti vira�ene qerez poten-


��li vza
mod�Ý elektrona z okremimi fra�mentami

sistemi [24℄.

Rozgl�nute nabli�enn� efektivnogo poten
�-

�lu 
�lkom dostatn
 dl� zadaq teor�Ý atomno-

molekul�rnih z�tknen~, de vimogi do nad��nosti

� toqnosti rozrahunku molekul�rnih elektronnih

term�v � hvil~ovih funk
��, �k pravilo, znaqno

ni�q�, an�� pri rozgl�d� elektronnoÝ strukturi po-

blizu r�vnova�nogo polo�enn� [19{24℄. Na vikoris-

tann� �deolog�Ý psevdopoten
��l�v (� model~nih poten-


��l�v na Ýh osnov�) �runtu
t~s� suqasni� (nap�vfeno-

menolog�qni�) var��nt asimptotiqnoÝ teor�Ý odno- ta

dvoelektronnih pro
es�v z pererozpod�lom pri pov�-

l~nih �on-atomnih ta �on-molekul�rnih z�tknenn�h

(div. [6,11,12,16,18,25,27℄). Ne zupin��qis~ tut na

mo�livih var��ntah konstru�vann� model~nih po-

ten
��l�v, �k�, vzagal� ka�uqi, ma�t~ �k�sni� harak-

ter, � ma�qi na uvaz� dvoatomn� gomo�dern� sistemi

z odnim optiqnim elektronom, mi budemo opisuvati

vza
mod�� valentnogo elektrona z molekul�rnim os-

tovom nelokal~nim model~nim poten
��lom takogo

vigl�du [6℄:

V

mod

(r; R) = �

Z

r

1

�

Z

r

2

+

X

m;`

B

m`

(E;R)

2r

1

r

2

^

P

m`

; (4)

de r

1

, r

2

| v�dstan� v�d elektrona do silovih 
ent-

r�v 1 � 2, roztaxovanih na v�dstan� R odin v�d odnogo;

^

P

m`

| operatori proektuvann� na p�dprost�r stan�v

z pevnimi znaqenn�mi orb�tal~nogo ` � magnetnogo

m kvantovih qisel, a Z | efektivni� zar�d ko�-

nogo z atomnih (�onnih) zalixk�v| skladovih fra-

�ment�v dvo
entrovoÝ sistemi. Emp�riqn� parametri

B

m`

(E;R) d�brano z�stavlenn�m rozrahovanogo na�-

ni�qogo r�vn� (terma) E valentnogo elektrona z da-

nimi ` � m z �ogo eksperimental~nim znaqenn�m. Po-

ten
��l (4) 
 uzagal~nenn�m na molekul�rni� vipa-

dok dobre v�domogo v atomn�� f�zi
� model~nogo po-

ten
��lu Sa�monsa [24℄ � perehodit~ u n~ogo v grani
�

ob'
dnanogo atoma (R ! 0). Qerez te model~ni� po-

ten
��l u form� (4) mi budemo dal� nazivati moleku-

l�rnim poten
��lom Sa�monsa (MPS). Uperxe MPS

(4) vikoristano v pra
� [6℄ dl� rozrahunk�v za teo-

r�
� zburen~ bagatofotonnih pro
es�v na dvoatomnih

molekulah.

Un�kal~na vlastiv�st~ model~nogo poten
��lu (4)

| mo�liv�st~ v�dokremlenn� zm�nnih u r�vn�nn�

Xredin�era u vit�gnutih sferoÝdal~nih koordina-

tah,

� = (r

1

+ r

2

)=R; 1 � � <1;

� = (r

1

� r

2

)=R; �1 � � � 1;

' = ar
tan (y=x); 0 � ' < 2�; (5)

robit~ mo�livim toqni� rozrahunok term�v ta elek-

tronnih hvil~ovih funk
��.

Osk�l~ki azimutal~ne kvantove qislo ` u ne
ent-

ral~nomu pol� ne 
 horoxim kvantovim qislom, to

rozv'�zok neodnor�dnogo r�vn�nn� (3) z MPS (4) xu-

ka
mo u vigl�d� rozkladu za povno� ortonormovano�

sistemo� spl�snutih kutovih sferoÝdal~nih funk-


��

�

S

m`

(p; �) [1℄:

G

E

(�; �; '; �

0

; �

0

; '

0

jR ) (6)

=

1

X

`=0

`

X

m=�`

G

m`

(�; �

0

;E)

�

S

m`

(p; �)

�

S

�

m`

(p; �

0

)

e

im('�'

0

)

2�

;

�

S

m`

(p; �) = N

m`

(p)

�1

1

X

r=0;1

0

d

m`

r

(p)P

m

m+r

(�); (7)

N

m`

(p) =

"

1

X

r=0;1

0

�

d

m`

r

(p)

�

2
2 (2m+ r)!

m! (2m+ 2r + 1)

#

1=2

:

Tut P

m

m+r

(�) | pri
dnan� pol�nomi Le�andra, koe-

f�
�
nti d

m`

r

(p) tabul~ovan� v monograf�Ý [4℄, a xtrih

nad znakom sumi u formul� (7) vkazu
 na te, wo p�d-

sumovuvann� provedeno za 
�limi r t�
Ý � parnosti,

wo � qislo q = ` � jmj. P�dstavivxi rozklad (6) u

r�vn�nn� (3), zapisane poperedn~o u vit�gnutih sfe-

roÝdal~nih koordinatah (5), � v�dokremivxi kutov�

zm�nn� � � ', oder�imo diferen
��l~ne r�vn�nn� dl�

rad��l~noÝ qastini funk
�Ý �r�na G

m`

(�; �

0

;E):

�

d

d�

�

(�

2

� 1)

d

d�

�

+

�

�A

m`

� p

2

(�

2

� 1) + 2p�� �

m

2

�

2

� 1

��

�G

m`

(�; �

0

;E) = �

4

R

Æ(� � �

0

); (8)

de p =

1

2

R(�2E)

1=2

, � = 2Z(�2E)

�1=2

, A

m`

(E;R) =

�

m`

(p

2

) + B

m`

(E;R), a qerez �

m`

poznaqeno vlasn�

znaqenn� kutovoÝ zadaq�, wo v�dpov�da�t~ spl�snu-

tim sferoÝdal~nim funk
��m

�

S

m`

(p; �) [1℄. Takim qi-

nom, funk
�� G

m`

(�; �

0

;E) 
 funk
�
� �r�na odnovi-

m�rnogo rad��l~nogo ruhu � vira�a
t~s� standartno

qerez dva l�n��no nezale�n� rozv'�zki �

(1)

m`

(p; �) �

�

(1)

m`

(p; a; A

m`

; �) ta �

(2)

m`

(p; �) � �

(2)

m`

(p; a; A

m`

; �) v�d-

pov�dnogo (8) odnor�dnogo r�vn�nn�
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�

d

d�

�

(�

2

� 1)

d

d�

�

+

�

�A

m`

� p

2

(�

2

� 1) + 2p�� �

m

2

�

2

� 1

��

�

(1;2)

m`

(p; �) = 0: (9)

Pri 
~omu rozv'�zok �

(1)

m`

(p; �) re�ul�rni� pri � ! 1

� rozb��ni� na nesk�nqennost�, a �

(2)

m`

(p; �), navpaki,

rozb��ni� pri � ! 1 � re�ul�rni� na nesk�nqennost�.

Tod�, zg�dno z zagal~no� teor�
� l�n��nih diferen
�-

�l~nih r�vn�n~ drugogo por�dku [9℄, rad��l~nu qas-

tinu funk
�Ý �r�na G

m`

(�; �

0

;E) mo�na podati v ta-

komu vigl�d�:

G

m`

(�; �

0

;E) = �

4Z

�

�

(1)

m`

(p; �

<

)�

(2)

m`

(p; �

>

)

p(�

2

� 1)W

h

�

(1)

m`

(p; �);�

(2)

m`

(p; �)

i

:

(10)

Tut � nadal� �

<

= min (�; �

0

), �

>

= max(�; �

0

), a W [E℄

| vronsk��n rozv'�zk�v �

(1)

m`

(p; �) � �

(2)

m`

(p; �).

Zupin�mos� dokladn�xe na rad��l~nomu odnor�d-

nomu r�vn�nn� (9). Pere�d�mo v 
~omu r�vn�nn� do no-

vih nezale�nih zm�nnih � do novih xukanih funk
��

za formulami

e

�

(�)

m`

(x

�

) =

�

� � 1

� � 1

�

m=2

�

m`

(p; �); (11)

x

�

= p (� � 1) ; (2p � x

+

<1; 0 � x

�

<1):

Tut verhn� znaki stosu�t~s�

e

�

(+)

m`

(x

+

), a ni�n� |

e

�

(�)

m`

(x

�

). Za dopomogo� peretvoren~ (11) r�vn�nn�

(9) zvodit~s� do dvoh okremih r�vn�n~ dl�

e

�

(�)

m`

(x

�

):

�

d

dx

�

�

x

2

�

d

dx

�

�

� x

2

�

+ 2�x

�

� � (� + 1)

�

e

�

(�)

m`

(x

�

) +

p

x

�

� 2p

�

�

�2 (m+ 1)x

�

d

dx

�

+

�

� (� + 1)� A

m`

p

� 2�

�

x

�

� 2� (� + 1)

�

e

�

(�)

m`

(x

�

)

� T

�

(x

�

)

e

�

(�)

m`

(x

�

) + pQ

�

(x

�

)

e

�

(�)

m`

(x

�

) = 0; (12)

de parametr � � �

m`

(E;R) viznaqa
t~s� sp�vv�dno-

xenn�m

� = �

1

2

+

1

2

p

1 + 4B

m`

(E; 0) + 4`(` + 1):

Toqni� zm�st � meta vikonanogo tut rozbitt� di-

feren
��l~nih operator�v stanut~ zrozum�limi z po-

dal~xogo rozgl�du. Ale u dvoh slovah �de� mo�na

anonsuvati takimi f�ziqnimi m�rkuvann�mi. Opera-

tor T

�

(x) formal~no zb�ga
t~s� z rad��l~nim xre-

din�er�vs~kim operatorom u sferiqnih koordinatah

dl� atomnogo model~nogo poten
��lu Sa�monsa [24℄ �z

zar�dom 2Z � efektivnim orb�tal~nim momentom �.

Koli p pr�mu
 do nul�, obidva r�vn�nn� (12) pere-

hod�t~ v odne T

�

R (x) = 0 (0 � x <1), dvoma l�n��no

nezale�nimi rozv'�zkami �kogo 
 funk
�Ý R

(1)

�

(x) �

R

(2)

�

(x), wo vira�a�t~s� bezposeredn~o qerez re�u-

l�rni� � ta �rre�ul�rni� 	 rozv'�zki virod�enogo

g�pergeometriqnogo r�vn�nn� [15℄:

R

(1)

�

(x) � x

�

e

�x

�(�� + � + 1; 2� + 2; 2x); (13)

R

(2)

�

(x) � x

�

e

�x

	(�� + � + 1; 2� + 2; 2x); (14)

Vikladen� wo�no m�rkuvann� navod�t~ na dumku po-

dati re�ul�rn�

e

�

(1;�)

m`

(x

�

) � nere�ul�rn�

e

�

(2;�)

m`

(x

�

)

rozv'�zki ko�nogo z r�vn�n~ (12) u vigl�d� takih ne-

sk�nqennih sum:

e

�

(1;�)

m`

(x

�

) �

e

�

(1;�)

m`

(�;A

m`

; p;x

�

)

=

1

X

s=0

h

(�)

s

(p j�;A

m`

)R

(1)

s+�

(x

�

); (15)

e

�

(2;�)

m`

(x

�

) �

e

�

(2;�)

m`

(�;A

m`

; p;x

�

)

=

1

X

s=0

~

h

(�)

s

(p j�;A

m`

)R

(2)

s+�

(x

�

); (16)
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de koef�
�
nti rozklad�v h

(�)

s

ta

~

h

(�)

s

p�dl�ga�t~ vi-

znaqenn�. P�dstavivxi 
� rozkladi u v�dpov�dn� Ým

r�vn�nn� (12) ta skoristavxis~ rekurentnimi sp�v-

v�dnoxenn�mi (D�.1), (D�.2) (div., Dodatok �) dl� ba-

zisnih funk
�� R

(1)

s

(x) � R

(2)

s

(x), d�stanemo dv� nesk�n-

qenn� triqlenn� sistemi l�n��nih r�vn�n~ dl� koef�-


�
nt�v h

(�)

s

� h

(�)

s

(pj�;A

m`

),

~

h

(�)

s

�

~

h

(�)

s

(pj�;A

m`

):

�p�

s

h

(�)

s�1

+ (�

s

�A

m`

)h

(�)

s

� p


s

h

(�)

s+1

= 0; s = 0; 1; 2:::; h

(�)

�1

= 0; (17)

�p~�

s

~

h

(�)

s�1

+ (

~

�

s

�A

m`

)

~

h

(�)

s

� p~


s

~

h

(�)

s+1

= 0; s = 0; 1; 2:::;

~

h

(�)

�1

= 0: (18)

Dl� skoroqenn� formi zapisu tut uvedeno pozna-

qenn�

�

s

=

2

�

(s + �)

2

� �

2

�

(s + � +m)

(s+ �) (2s + 2� � 1) (2s+ 2� + 1)

;

�

s

=

~

�

s

= (s + �) (s+ � + 1) ;




s

= 2 (s + � + 1) (s + � + 1�m) ; (19)

~�

s

=

4 (s + � � �) (s + � +m)

2s+ 2� � 1

;

~


s

=

(s+ � + �+ 1) (s + � �m + 1)

2s + 2� + 3

: (20)

Rekurentn� sistemi (17) ((18)) viznaqa�t~ koef�
�-


nti h

(�)

s

(

~

h

(�)

s

) z toqn�st� do dov�l~nih mno�nik�v,

�k� f�ksu
mo umovami

1

X

s=0

h

(�)

s

� (2s+ 2� + 2)

2

s+�

� (s + � + 1� �)

= 1;

1

X

s=0

2

�s��

~

h

(�)

s

= 1: (21)

Oder�an� rekurentn� sp�vv�dnoxenn� (17), (18) ne

da�t~ zmogi vipisati �vn� virazi dl� koef�
�
nt�v

h

(�)

s

ta

~

h

(�)

s

. Odnak pro
edura Ýh obqislenn� znaqno

sprowu
t~s� zavd�ki t�snomu zv'�zku m�� triqlen-

nimi rekurentnimi sistemami � dobre rozroblenim

aparatom lan
�govih (abo neperervnih) drob�v. C�

obstavina znaqno polegxu
 stvorenn� efektivnih

al�oritm�v obqislenn� re�ul�rnih � nere�ul�rnih

MSF

e

�

(1;�)

m`

(x

�

),

e

�

(2;�)

m`

(x

�

). Detal� praktiqnoÝ rea-

l�za
�Ý takih al�oritm�v na EOM budut~ podan� v ok-

rem�� publ�ka
�Ý, a tut lixe zauva�imo, wo zapropo-

novan� dva tipi rozklad�v (15) � (16), ne buduqi asim-

ptotiqnimi v povnomu rozum�nn� 
~ogo slova, ma�t~

l�pxu zb��n�st~ pri malih p.

Naveden� rozkladi (15), (16) potr�bno rozum�ti �k

r�di Fur'
 za povnimi sistemami funk
�� R

(1)

s+�

(x

�

)

� R

(2)

s+�

(x

�

) v�dpov�dno. Pri 
~omu koef�
�
nti h

(�)

s

�

~

h

(�)

s


 koef�
�
ntami Fur'
 funk
��

e

�

(1;�)

m`

(x

�

),

e

�

(2;�)

m`

(x

�

), � zb��n�st~ rozum�
t~s� v sens� r�vnom�r-

noÝ zb��nosti r�d�v Fur'
.

Obqislimo teper znaqenn� vronsk��na

W

h

�

(1)

m`

(p; �);�

(2)

m`

(p; �)

i

. Vikoristovu�qi v�dom�

asimptotiqn� virazi dl� virod�enih g�pergeomet-

riqnih funk
�� pri velikih znaqenn�h ar�umentu

[15℄

� (a; b; x) =

� (b)

� (a)

e

x

x

a�b

h

1 +O

�

jxj

�1

�i

;

	 (a; b; x) = x

�a

h

1 + O

�

jxj

�1

�i

; (22)

� pri�ma�qi do uvagi umovi \normuvann�" (21) dl�

koef�
�
nt�v h

(�)

s

�

~

h

(�)

s

, neva�ko vstanoviti, wo

2p(�

2

� 1)W

h

�

(1)

m`

(p; �);�

(2)

m`

(p; �)

i

= �1: (23)

Viraz (10) z urahuvann�m znaqenn� vronsk��na z

(23) mo�na podati teper u vigl�d�

G

m`

(�; �

0

;E) =

8Z

�

�

x

�

x

0

�

x

�

x

0

�

�

m=2

�

e

�

(1;�)

m`

(x

�<

)

e

�

(2;�)

m`

(x

�>

) ; (24)

de funk
�Ý

e

�

(1;�)

m`

(x

�<

) �

e

�

(2;�)

m`

(x

�>

), �k � ran�xe, vi-

znaqa
mo formulami (15), (16).

III. GRANIQN� ZNAQENN�

TA ASIMPTOTIQN� ROZKLADI

DVOCENTROVOÕ FUNKC�Õ �R�NA

PRI MALIH M��CENTROVIH V�DSTAN�H

Vida
t~s� 
�kavim rozgl�nuti graniqn� virazi z

otrimanih strogih formul (6), (24) pri R ! 0 �
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por�vn�ti Ýh z v�domimi rezul~tatami dl� odno
en-

trovoÝ funk
�Ý �r�na [11℄. �z formul (5) vipliva
,

wo pri R ! 0 ta sk�nqennomu r vit�gnut� sferoÝ-

dal~n� koordinati perehod�t~ u sferiqn� r, � � ':

� ! 2r=R, � ! 
os �. �kwo v r�vn�nn� dl� spl�s-

nutih kutovih sferoÝdal~nih funk
�� S

m`

(p; �) vi-

konati zam�nu zm�nnoÝ � ! 
os � � v�dkinuti qleni,

wo peretvor��t~s� v nul~ pri R ! 0, to vono pe-

re�de v r�vn�nn� dl� pri
dnanih pol�nom�v Le�an-

dra P

m

`

(
os�).Ce oznaqa
,wo kutova qastina rozv'�z-

k�v r�vn�nn�Xredin�era z MPS (4) perehodit~ u 
��

grani
� v kutovu qastinu odno
entrovoÝ kulon�vs~koÝ

zadaq� u sferiqnih koordinatah. Ot�e, spravedliv�

graniqn� sp�vv�dnoxenn�

�

S

m`

(p; �)

e

im'

p

2�

�!

R!0

s

(2` + 1)(` �m)!

4�(` +m)!

P

m

`

(
os �)e

im'

� Y

m`

(�; ') ;

�

m`

(p) �!

R!0

`(` + 1): (25)

P�dstavl��qi 
e znaqenn� �

m`

v r�vn�nn� (8), vi-

konu�qi v n~omu zam�nu zm�nnoÝ � ! 2r=R � zalixa-

�qi lixe golovn� za R qleni, otrima
mo r�vn�nn�

dl� rad��l~noÝ qastini funk
�Ý �r�na atomnogo po-

ten
��lu Sa�monsa [11℄.

Dosl�d�mo teper graniqn� perehodi v rekurentnih

sp�vv�dnoxenn�h (17), (18) ta v rozkladah (15), (16)

dl� rad��l~nih funk
��

e

�

(i;�)

m`

(x

�

). U grani
� R! 0

triqlenn� rekurentn� sp�vv�dnoxenn� (17) � (18) pere-

hod�t~ u tak� odnoqlenn�:

[(s + �)(s+ � + 1)� `(` + 1)�B

m`

(E; 0)℄h

(�)

s

= [(s+ �)(s+ � + 1) � `(` + 1)�B

m`

(E; 0)℄

~

h

(�)

s

= 0:

Zv�dsi vipliva
, wo pri R ! 0 v ko�n�� sum� (21)

v�dm�nni� v�d nul� lixe odin qlen z s = 0, tak wo

h

(�)

s

�!

R!0

2

�+s

�(� + s + 1� �)

�(2� + 2s+ 2)

Æ

s0

;

~

h

(�)

s

�!

R!0

2

�+s

Æ

s0

: (26)

C� formuli razom z formulami (13){(16) � (25) po-

kazu�t~, wo v grani
� R! 0 re�ul�rn�

e

�

(1;�)

m`

(x

�

) ta

nere�ul�rn�

e

�

(2;�)

m`

(x

�

) rozv'�zki r�vn�n~ (12) vedut~

sebe tak:

e

�

(1;�)

m`

(p(� � 1)) �!

R!0

�(� + 1� �)

�(2� + 2)

exp

�

�

2Zr

�

��

4Zr

�

�

�

�

�

� + 1� �; 2� + 2;

4Zr

�

�

; (27)

e

�

(2;�)

m`

(p(� � 1)) �!

R!0

exp

�

�

2Zr

�

��

4Zr

�

�

�

	

�

� + 1� �; 2� + 2;

4Zr

�

�

: (28)

Narext�, koristu�qis~ zna�denimi formulami (25){(28), legko peresv�dqitis~, wo pri R ! 0 funk
��

�r�na MPS (6), (24), �k � sl�d bulo oq�kuvati, perehodit~ u funk
�� �r�na atomnogo poten
��lu Sa�monsa

[10,11℄:

G

E

(r; r

0

) =

X

`;m

g

`

(r; r

0

;E)Y

m`

(�; ')Y

�

m`

(�

0

; '

0

);

g

`

(r; r

0

;E) =

8Z

�

� (� + 1� �)

� (2� + 2)

�

4Zr

<

�

�

�

�

4Zr

>

�

�

�

exp

�

�

2Z

�

(r

<

+ r

>

)

�

� �

�

� + 1� �; 2� + 2;

4Zr

<

�

�

	

�

� + 1� �; 2� + 2;

4Zr

>

�

�

; (29)
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de teper � = �

1

2

+

1

2

p

1 +B

`

(E; 0) + 4` (` + 1).

U bagat~oh f�ziqnih zadaqah, prikladi �kih roz-

gl�nuto v monograf�Ý [1℄, neobh�dno znati asimpto-

tiku funk
�Ý �r�naG

E

(r; r

0

;R) pri malih m��
entro-

vih v�dstan�h. Dl� 
~ogo potr�bno pobuduvati asim-

ptotiqn� rozkladi funk
�� S

m`

(p; �),

e

�

(1;�)

m`

(x

�

) ta

e

�

(2;�)

m`

(x

�

) za malim parametrom r pri f�ksovanih

kvantovih qislah ` � m. Dl� v�dxukann� takih roz-

klad�v skorista�mos� asimptotiqnim metodom, za-

proponovanim u pra
� [29℄.

Poqn�mo z� spl�snutoÝ kutovoÝ sferoÝdal~noÝ fun-

k
�Ý S

m`

(p; �). Perepix�mo rozklad (7) u dewo �nxomu

vigl�d�

�

S

m`

(p; �) = N

�1

m`

(p)

1

X

n=Ent[(m�`)=2℄

d

m`

2n+Æ

P

m

`+2n+Æ

(�); (30)

Æ =

�

0 �kwo ` �m = 2k;

1 �kwo ` �m = 2k + 1; k = 0; 1; 2; :::

Tut � dal� Ent [�℄ | 
�la qastina d��snogo qisla

�. Koef�
�
nti rozkladu d

m`

2n+Æ

zadovol~n��t~ tri-

qlenn� rekurentn� sp�vv�dnoxenn� [1℄:

p

2

B

2n+Æ

B

2n+1+Æ

d

m`

2n+2+Æ

+[�

(�)

Æ

� (`+ 2n+ Æ) (` + 2n+ 1 + Æ) � p

2

+p

2

(B

2n�1+Æ

E

2n+Æ

+B

2n+Æ

E

2n+1+Æ

)℄

�d

m`

2n+Æ

+ p

2

E

2n+Æ

E

2n�1+Æ

d

m`

2n�2+Æ

= 0; (31)

de

B

k

=

`+ k +m+ 1

2`+ 2k + 3

;

E

k

=

`+ k �m

2`+ 2k � 1

;

d

m`

m�`�2+Æ

= 0: (32)

Xukatimemo konstantu v�dokremlenn� �

(�)

Æ

� koef�-


�
nti rozkladu d

m`

2n+Æ

u vigl�d� asimptotiqnih r�d�v

za stepen�mi malogo parametra p

2

:

d

m`

2n+Æ

= p

j2nj

1

X

j=0

�

d

m`

2n+Æ

�

2j

p

2j

; d

Æ

= 1; (33)

�

(�)

Æ

=

1

X

j=0

[�

Æ

℄

2j

p

2j

: (34)

P�dstavl��qi 
� rozkladi posl�dovno v ko�ne r�v-

n�nn� sistemi (31), poqina�qi z n = 0, � prir�v-

n��qi do nul� koef�
�
nti pri odnakovih stepen�h

p

2

, otrimu
mo rekurentn� sp�vv�dnoxenn� dl� vizna-

qenn� koef�
�
nt�v rozklad�v

�

d

m`

2n+Æ

�

2j

� [�

Æ

℄

2j

. Lan-


��ok r�vn�n~, wo v�dpov�da
 n = 0, da
 zmogu vira-

ziti veliqini [�

Æ

℄

2j

qerez koef�
�
nti

�

d

m`

�2+Æ

�

2j�4

:

[�

Æ

℄

2j

= �B

Æ

B

1+Æ

[d

2+Æ

℄

2j�4

� E

Æ

E

�1+Æ

[d

�2+Æ

℄

2j�4

: (35)

Koef�
�
nti

�

d

m`

2n+Æ

�

2j

, j � 0 viznaqa
mo posl�dovno

z rekurentnih sistem r�vn�n~, wo v�dpov�da�t~ n =

1; 2; : : :. Perx� x�st~ koef�
�
nt�v rozkladu (34) ma-

�t~ vigl�d:

[�

Æ

℄

0

= (` + Æ) (`+ Æ + 1) ; (36)

[�

Æ

℄

2

= 1� (B

�1+Æ

E

Æ

+B

Æ

E

1+Æ

) ; (37)

[�

Æ

℄

4

=

E

Æ

E

�1+Æ

B

�1+Æ

B

�2+Æ

2 (2`+ 2Æ � 1)

�

B

Æ

B

1+Æ

E

1+Æ

E

2+Æ

2 (2`+ 2Æ + 3)

; (38)

[�

Æ

℄

6

=

E

1+Æ

E

2+Æ

B

Æ

B

1+Æ

4 (2`+ 2Æ + 3)

2

[B

Æ

E

1+Æ

+B

�1+Æ

E

Æ

�B

1+Æ

E

2+Æ

� B

2+Æ

E

3+Æ

℄

+

E

Æ

E

�1+Æ

B

�2+Æ

B

�1+Æ

4 (2` + 2Æ � 1)

2

[B

Æ

E

1+Æ

+ B

�1+Æ

E

Æ

�B

�3+Æ

E

�2+Æ

�B

�2+Æ

E

�1+Æ

℄ ; (39)

[�

Æ

℄

8

=

E

1+Æ

E

2+Æ

B

Æ

B

1+Æ

8 (2`+ 2Æ + 3)

2

"

� (B

1+Æ

E

2+Æ

+B

2+Æ

E

3+Æ

� B

�1+Æ

E

Æ

� B

Æ

E

1+Æ

)

2

2` + 2Æ + 3
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+

B

Æ

B

1+Æ

E

1+Æ

E

2+Æ

2` + 2Æ + 3

�

B

2+Æ

B

3+Æ

E

3+Æ

E

4+Æ

2 (2` + 2Æ + 5)

�

+

E

Æ

E

�1+Æ

B

�1+Æ

B

�2+Æ

8 (2`+ 2Æ � 1)

2

�

"

(E

�1+Æ

B

�2+Æ

+ E

�2+Æ

B

�3+Æ

� B

�1+Æ

E

Æ

�B

Æ

E

1+Æ

)

2

�E

Æ

E

�1+Æ

B

�1+Æ

B

�2+Æ

2` + 2Æ � 1

+

E

�2+Æ

E

�3+Æ

B

�3+Æ

B

�4+Æ

2 (2`+ 2Æ � 3)

�

+

B

�1+Æ

B

�2+Æ

B

Æ

B

1+Æ

E

�1+Æ

E

Æ

E

1+Æ

E

2+Æ

2 (2` + 2Æ � 1)

2

(2` + 2Æ + 3)

2

; (40)

[�

Æ

℄

10

= �B

Æ

B

1+Æ

[d

2+Æ

℄

6

� E

Æ

E

�1+Æ

[d

�2+Æ

℄

6

: (41)

Z meto� ekonom�Ý m�s
� ostann�� koef�
�
nt zapisani� u term�nah veliqin [d

�2+Æ

℄

6

: Ostatoqn� virazi dl�

koef�
�
nt�v stepenevih rozklad�v (33) pri n = �2;�1; 0; 1; 2 navedeno v Dodatku ��.

Pere�d�mo teper do rozgl�du asimptotiqnoÝ pove-

d�nki re�ul�rnih � nere�ul�rnih rad��l~nih MSF

e

�

(1;�)

m`

(x

�

),

e

�

(2;�)

m`

(x

�

) pri malih znaqenn�h para-

metra p. Dl� 
~ogo skorista�mos� Ýh rozkladami

(15) � (16) za rozv'�zkami virod�enogo g�pergeomet-

riqnogo r�vn�nn�. Zam�n�mo emp�riqni� parametr

B

m`

(E;R) �nterpol�
��nim mnogoqlenom

B

m`

(E;R) =

n

0

X

j=0

B

(2j)

m`

p

2j

; B

(0)

m`

= B

m`

(E; 0) (42)

(u 
�� formul� znaqenn� verhn~ogo �ndeksu p�dsumo-

vuvann� zb�ga
t~s� z qislom vuzl�v �nterpol�
�Ý, �ke

vva�a
t~s� f�ksovanim). Za analog�
� z (33), xuka-

timemo koef�
�
nti rozklad�v (15), (16) u vigl�d� ste-

penevih r�d�v:

h

(�)

s

= p

jsj

1

X

j=0

h

h

(�)

s

i

2j

p

2j

;

~

h

(�)

s

= p

jsj

1

X

j=0

h

~

h

(�)

s

i

2j

p

2j

: (43)

Koef�
�
nti 
ih r�d�v znahodimo posl�dovno z re-

kurentnih r�vn�n~ (17), (18) p�sl� p�dstanovki v nih

rozklad�v (42), (34) dl� B

m`

(E;R) ta vlasnih zna-

qen~ �

m`

(p

2

) zadaq� Xturma{L�uv�ll�, wo vizna-

qa
 spl�snut� kutov� sferoÝdal~n� funk
�Ý

�

S

m`

(p; �).

�vn� virazi veliqin

h

h

(�)

s

i

2j

,

h

~

h

(�)

s

i

2j

dovol� grom�z-

dk�, � mi ne budemo Ýh tut navoditi.

IV. ASIMPTOTIQN� ZOBRA�ENN�

HVIL^OVIH FUNKC�� � FUNKC�Õ �R�NA

MOLEKUL�RNOGO POTENC��LU

SA�MONSA

Otrimani� viraz (6), (24) dl� funk
�Ý �r�na MPS

(4) nezruqni� tim, wo ma
 vel~mi skladnu anal�-

tiqnu strukturu � navr�d qi pridatni� dl� pov-

n�st� anal�tiqnih rozrahunk�v. Tomu prirodnim 


ba�ann� po zmoz� sprostiti �ogo hoqa b u de-

�kih graniqnih vipadkah. �nakxe ka�uqi, naxa na�-

bli�qa zadaqa pol�ga
 v poxuku prost�xih (\ro-

boqih") zobra�en~ funk
�Ý G

E

(r; r

0

;R). Tak� zob-

ra�enn� G

E

(r; r

0

;R) vi�vl��t~s� korisnimi pri

rozv'�zann� bagat~oh zadaq atomno-molekul�rnoÝ f�-

ziki � peredus�m pri rozrahunkah za teor�
� zbu-

ren~ bagatofotonnih pro
es�v na dvoatomnih moleku-

lah [5,6℄ ta pri dosl�d�enn�h elementarnih atomno-

molekul�rnih pro
es�v z�tknenn� [16℄. C� zadaq� ma-

�t~ spe
if�qnu osobliv�st~, �ka znaqno sprowu
 ob-

qislenn� � pov'�zana z tim, wo osnovni� vnesok u

dipol~n� matriqn� elementi elektromagnetnih pere-

hod�v da�t~ d�l�nki velikih v�ddale� v�d k�st�ka

molekuli. Ostann� obstavina v�dkriva
 mo�livost�

dl� radikal~nogo sprowenn� r�vn�nn� (9) � vodnoqas

vipravdovu
 pobudovan� ni�qe asimptotiqn� zobra-

�enn� dl� rad��l~noÝ funk
�Ý �r�na G

m`

(�; �

0

;E). ÕÝ

zazviqa� pri�ma�t~ � �k �ntuÝtivne ob�runtuvann�

vih�dnih pripuwen~ u metod� kvantovogo defektu [5℄

ta nabli�enn� model~nogo poten
��lu [6℄.

Keru�qis~ 
imi m�rkuvann�mi, rozklademo dru-

gi� operatorni� dodanok pQ

�

(x

�

) u r�vn�nn� (12)

u r�d za stepen�mi v�dnoxenn� R=x

�

, �ke, za pri-

puwenn�m, male pri x

�

� R. Nehtu�qi qlenami

por�dku O(R=x

�

) � viwe, prihodimo do r�vn�nn�

T

�

R (x

�

) = 0, dvoma l�n��no nezale�nimi rozv'�z-

kami �kogo 
 funk
�Ý R

(1)

�

(x

�

) � R

(2)

�

(x

�

); veliqinu

� = �

m`

(E;R) viznaqa
mo z� sp�vv�dnoxenn� �(� +

1) = A

m`

(p

2

). D��qi dal� standartno [9℄, dl� roz-

v'�zku G

m`

(�; �

0

;E) r�vn�nn� (8) otrima
mo v rezul~-

tat� neskladnih obqislen~ take asimptotiqne (pri

velikih x

�

; x

0

�

� R) zobra�enn� v term�nah viro-

d�enih g�pergeometriqnih funk
��:

G

m`

(�; �

0

;E) =

8Z

�

�

x

�

x

0

�

x

�

x

0

�

�

m=2

g

m`

�

x

�

; x

0

�

;E

�

; (44)

g

m`

�

x

�

; x

0

�

;E

�

=

� (�+ 1� �)

� (2�+ 2)

�

4x

�

x

0

�

�

�
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� exp

�

�x

�

+ x

0

�

�

�(� + 1� �; 2�+ 2; 2x

�<

)

�	(� + 1� �; 2�+ 2; 2x

�>

); (45)

de x

�<

= min(x

�

; x

0

�

); x

�>

= max(x

�

; x

0

�

): Urahovu-

�qi zv'�zok virod�enih g�pergeometriqnih funk
��

�, 	 z funk
��mi V�ttekeraM,W [15℄, pravu qastinu

(45) mo�na zapisati tako� u vigl�d�

g

m`

�

x

�

; x

0

�

;E

�

=

1

4x

�

x

0

�

� (� + 1� �)

� (2�+ 2)

�M

�;�+

1

2

(2x

�<

)W

�;�+

1

2

(2x

�>

): (46)

Obidv� naveden� formi zapisu G

m`

(�; �

0

;E) nezruqn�

dl� anal�tiqnih rozrahunk�v tim, wo m�st�t~ ne-

simetriqni� za ar�umentami x

�

� x

0

�

mno�nik

g

m`

(x

�

; x

0

�

;E) ((45) � (46)). Na priklad� kulon�vs~-

koÝ funk
�Ý �r�na Gostler [2℄ pokazav, wo simetr�� za

zm�nnimi x

�

� x

0

�

v�dnovl�
t~s� v �vnomu vigl�d�,

�kwo dl� dobutku funk
�� V�ttekera skoristatis�

�nte�ral~nim zobra�enn�m, �ke zna�xov Buhgol~


[17℄:

� (�+ 1� �)

� (2�+ 2)

M

�;�+1=2

(at)W

�;�+1=2

(bt)

= t

p

ab

1

Z

0

exp

�

�

t

2

(a+ b) 
oshu

�

�

�


oth

u

2

�

2�

I

2�+1

�

t

p

ab sinhu

�

du; (47)

de I

2�+1

| modif�kovana funk
�� Bessel� v�d u�v-

nogo ar�umentu. �nte�ral u (47) �snu
 za umovi Re(�+

1 � �) > 0; �kwo 
� umova ne vikonu
t~s�, to sl�d

rozgl�dati �nte�ral za konturom u kompleksn�� plo-

win�, wo otoqu
 toqku u = 0. Z dvoh ostann�h for-

mul vipliva
 vdale simetriqne (wodo x

�

� x

0

�

) zob-

ra�enn� g

m`

(x

�

; x

0

�

;E) v �nte�ral~n�� form�:

g

m`

�

x

�

; x

0

�

;E

�

=

1

2

p

x

�

x

0

�

�

1

Z

0

exp

�

�

�

x

�

+ x

0

�

�


osh u

�

�


oth

u

2

�

2�

�I

2�+1

�

2

q

x

�

x

0

�

sinhu

�

du: (48)

Dewo �nxi� klas zobra�en~ dl� rad��l~noÝ fun-

k
�Ý �r�na G

m`

(�; �

0

;E) mo�na otrimati, �kwo vra-

huvati, wo modif�kovana funk
�� Bessel� I

2�+1

p�d

znakom �nte�rala v (48) 
 b�l�n��no� �eneru�qo�

funk
�
� dl� pol�nom�v La�erra L

2�+1

n

(tak zvana

formula G�lle{Gard� [15℄):

I

2�+1

�

2

p

xyz

1� z

�

= (1� z)(xyz)

�+1=2

exp

�

z(x+ y)

1 + z

�

�

1

X

n=0

n!z

n

� (n+ 2 + 2�)

L

2�+1

n

(x)L

2�+1

n

(y): (49)

P�dstavl��qi (49) v (48), otrimu
mo p�sl� �nte�ru-

vann� za u viraz dl� g

m`

(x

�

; x

0

�

;E) u vigl�d� simet-

riqnogo (wodo zm�nnih x

�

� x

0

�

) r�du za pol�nomami

La�erra:

g

m`

�

x

�

; x

0

�

;E

�

=

1

X

n=0

S

n

(2x

�

)S

n

(2x

0

�

)

1 + n+ �� �

; (50)

S

n

(2x

�

) =

s

n!

�(n+ 2 + 2�)

(2x

�

)

�

e

�x

�

L

2�+1

n

(2x

�

); (51)

tut pripuska
mo, wo E < 0. Pri Re� > 0; x

+

> 2p

� x

�

> 0 r�d (50) absol�tno zb�ga
t~s� �k n

�3=2

. Ot-

rimane zobra�enn� (44),(50) rad��l~noÝ funk
�Ý �r�na

robit~ �vno� ÝÝ pol�snu strukturu �k funk
�Ý ener-

�etiqnogo parametra �.

Neva�ko pom�titi, wo oznaqeni� formulami (6),

(44) � (50) rozklad 
 spektral~nim rozkladom dvo-


entrovoÝ funk
�Ý �r�na G

E

(r; r

0

;R) za tak zva-

nimi xturm�vs~kimi funk
��mi S

n

(2x

�

). Por�vn�no

z� standartnim spektral~nim rozkladom perevaga

xturm�vs~kogo r�du (50) pol�ga
 v tomu, wo v�n ne

m�stit~ kontinuumu, a ko�ni� z �ogo qlen�v ma
 pra-

vil~nu asimptotiku na nesk�nqennost�, �ka zabezpe-

qu
 xvidku zb��n�st~ r�du.

Prin
ipova mo�liv�st~ zastosuvann� metodu

xturm�vs~kih rozklad�v dl� rozrahunku dvo
ent-

rovih sistem bula vstanovlena u pra
� [18℄. Uzagal~-

nena zadaqa na vlasn� znaqenn� � = 2Z=

p

�2E, �ka

zv'�zana z rad��l~nim r�vn�nn�m (9) pri f�ksova-

nomu znaqenn� staloÝ v�dokremlenn� �

m`

, ma
 qisto

diskretni� spektr, a v�dpov�dna sistema vlasnih

funk
�� 
 povno�. Dl� n-go vlasnogo znaqenn� �

nm`

v asimptotiqn�� d�l�n
� velikih znaqen~ n spraved-

liva kvaz�klasiqna o
�nka

�

nm`

= n+ �

m`

+ 1 + p

2

O

�

1

n

�

;

n� 1; �

m`

(�

m`

+ 1) = A

m`

(52)

(tut n prob�ga
 natural~ni� r�d qisel), �ku mo�na

otrimati za dopomogo� metodu etalonnih r�vn�n~

[1,18℄. U grani
� p ! 0 
e sp�vv�dnoxenn� sta
 toq-

nim.

Provedeni� rozgl�d pokazu
, wo pri velikih kvan-

tovih qislah n vlasn� znaqenn� �

nm`

r�vn�nn� (9)

sta�t~ ekv�distantnimi, a vs� xturm�vs~k� vlasn�

funk
�Ý S

n

(2x

�

) ma�t~ odnakovu asimptotiku na ne-

sk�nqennost�.

Pol�si virazu (50) v kompleksn�� plowin� zm�nnoÝ
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� viznaqa�t~ ener�etiqn� r�vn�E

nm`

(R) v MPS (4) �k

funk
�Ý m��'�dernoÝ v�dstan� R. Lixki funk
�Ý �r�na

G

E

(r; r

0

;R) u pol�sah E = E

nm`

(R) da�t~ dobu-

tok normovanih vlasnih funk
�� diskretnogo spek-

tra 	

nm`

(r;R)	

�

nm`

(r

0

;R); dl� funk
�Ý 	

nm`

(r;R)

ostatoqno otrima
mo

	

nm`

(r;R) =

2(2Z)

3=2

�

2

nm`

�

x

�

x

�

�

m=2

� S

n

(2x

�

)

�

S

m`

(p; �)

e

im'

p

2�

; (53)

abo v ekv�valentn�� form�

	

nm`

(r;R) =

�

x

�

x

�

�

m=2

R

�

nm`

�

nm`

(x

�

)

�

�

S

m`

(p; �)

e

im'

p

2�

; (54)

R

��

(x

�

) =

2 (2Z)

3=2

�

2

� (2�+ 2)

�

� (�+ �+ 1)

� (�� �)

�

1=2

(2x

�

)

�

�e

�x

�

�(��+ �+ 1; 2�+ 2; 2x

�

): (55)

Parametr � = �

m`

(E) 
 pov�l~no zm�nno� funk
�
�

ener��Ý �, za analog�
� z kvantovim defektom [5℄, vi-

znaqa
t~s� z� sp�vv�dnoxenn�

�

m`

(E

nm`

) = Z

�

�

1

2

E

nm`

(R)

�

�1=2

� n� 1;

n = 0; 1; 2; : : :; (56)

de E

nm`

(R) | diskretni� ener�etiqni� spektr dvo-

atomnoÝ sistemi, �ki� u bagat~oh vipadkah v�domi� z

eksperimentu abo rozrahovani� qisel~no [1,4,7℄.Me-

todom, zaproponovanim u pra
� [29℄, mo�na pokazati,

wo v nabli�enn� ob'
dnanogo atoma (R � 1) funk-


�� � = �

m`

(�

nm`

; p) zobra�a
t~s� �k asimptotiqni�

r�d za stepen�mi p:

�

m`

(p; �

nm`

) = `+ 2p

2

�

2

nm`

�

` (`+ 1)� 3m

2

�

(2`+ 1) ` (` + 1) (2`� 1) (2`+ 3)

+O

�

p

4

�

: (57)

Nezva�a�qi na te, wo viwe bulo oder�ano de-

k�l~ka r�znih za funk
�onal~nim vigl�dom asimpto-

tiqnih formul dl� G

m`

(�; �;E), va�ko nadati pere-

vagu �k��s~ �z nih, osk�l~ki pri rozv'�zann� konkret-

nih zadaq �z vikoristann�m tehn�ki funk
�� �r�na

vdali� vib�r zobra�enn� dl� G

m`

(�; �;E) v�d�gra


sutt
vu, a �nod� � vir�xal~nu rol~ v otrimann� osta-

toqnogo rezul~tatu v anal�tiqnomu vigl�d�. Vlasne

tomu mi zaraz, ne zverta�qis~ do zna�denih u rozd�l�

2 toqnih rozv'�zk�v, oder�imo we k�l~ka dovol� pros-

tih asimptotiqnih zobra�en~ funk
�Ý G

m`

(�; �;E)

dl� d�l�nki koordinat �; �

0

>>

q

(�=2Z)

2

+ 1. Z 
�
�

meto� povern�mos� do vih�dnogo r�vn�nn� (8) � zve-

d�mo �ogo do standartnoÝ formi, �ka ne m�stit~ per-

xih poh�dnih � tim samim 
 zruqn�xo� pri formu-

l�vann� r�znih nabli�en~. Dl� 
~ogo pere�d�mo v

r�vn�nn� (8) do novih nezale�nih zm�nnih x; x

0

ta do

novoÝ xukanoÝ funk
�Ý G

m`

(x; x

0

;E) za formulami

G

m`

(�; �

0

;E) =

8Z

�

G

m`

(x; x

0

;E)

xx

0

[(1 + 4p

2

=x

2

) (1 + 4p

2

=x

02

)℄

1=4

;

x = 2p

p

�

2

� 1; x

0

= 2p

p

�

02

� 1;

0 � x; x

0

<1: (58)

P�dstanovka 
~ogo virazu v r�vn�nn� (8) da
 neodno-

r�dne r�vn�nn� dl� nev�domoÝ funk
�Ý G

m`

(x; x

0

;E):

(

d

2

dx

2

�

1

4

+

�

p

x

2

+ 4p

2

�

~� (~� + 1)

x

2

+ 4p

2

�

p

2

(4m

2

� 1)

x

2

(x

2

+ 4p

2

)

�

3p

2

(x

2

+ 4p

2

)

2

)

� G

m`

(x; x

0

;E) = Æ(x � x

0

): (59)
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Ce toqne r�vn�nn� dl� funk
�Ý �r�na G

m`

(x; x

0

;E)

navr�d qi p�dda
t~s� toqnomu anal�tiqnomu rozv'�-

zann�. Z �nxogo boku, d��qi, �k � v r�vn�nn� (12), �ogo

mo�na sutt
vo sprostiti v asimptotiqn�� d�l�n
� ve-

likih v�dstane� v�d k�st�ka kvaz�molekuli. U 
�� d�-

l�n
� v�dnoxenn� R=x 
 malim, � za nim mo�na vesti

rozklad u stepenevi� r�d. Vikonu�qi 
� standar-

tnu pro
eduru v r�vn�nn� (59) � obme�u�qis~ urahu-

vann�m qlen�v, wo propor
��n� perxomu ta drugomu

stepen�m R=x, prihodimo do r�vn�nn� V�ttekera z Æ-

pod�bno� osobliv�st� v prav�� qastin�. Rozv'�zu�qi

�ogo standartnimi metodami [10℄ � vikoristovu�qi

znaqenn� vronsk��na funk
�� V�ttekera M

�;~�+

1

2

(x) �

W

�;~�+

1

2

(x), oder�u
mo taki� viraz dl� odnovim�rnoÝ

funk
�Ý �r�na G

m`

(x; x

0

;E):

G

m`

(x; x

0

;E) =

� (��+ e� + 1)

� (2e�+ 2)

�M

�;e�+1=2

(x

<

)W

�;e�+1=2

(x

>

) : (60)

D��qi teper za shemo�, navedeno� viwe pri vive-

denn� formul (48) � (50), prihodimo do zobra�enn�

funk
�Ý G

m`

(x; x

0

;E) v �nte�ral~n�� form�

G

m`

(x; x

0

;E) =

p

xx

0

1

Z

0

exp

�

�

x+ x

0

2


osh u

�

�

�


oth

u

2

�

2�

I

2e�+1

�

p

xx

0

sinhu

�

du (61)

� u vigl�d� xturm�vs~kogo rozkladu za pol�nomami

La�erra

G

m`

(x; x

0

;E) =

1

X

n=0

e

S

n

(x)

e

S

n

(x

0

)

1 + n+ e�� �

; (62)

e

S

n

(x) =

s

n!

�(n+ 2 + 2~�)

x

~�+1

e

�x=2

L

2~�+1

n

(x): (63)

Sl�d mati na uvaz�, wo vs� 
� zobra�enn� pridatn�

dl� zastosuvan~ lixe pri ne nadto malih znaqen-

n�h ar�ument�v (b�l~xih v�d m��
entrovoÝ v�dstan�:

x; x

0

> R) � ma�t~ taku � toqn�st~, wo � otriman�

viwe asimptotiqn� formuli (44){(50).

Normovan� odnoelektronn� hvil~ov� funk
�Ý dis-

kretnogo spektra MPS (4) viznaqa
mo z lixk�v fun-

k
�Ý �r�na G

E

(r; r

0

;R) u v�dpov�dnih pol�sah:

	

nm`

(r;R) =

2(2Z)

3=2

�

2

x(1 + 4p

2

=x

2

)

1=4

�

e

S

n

(x)

�

S

m`

(p; �)

e

im'

p

2�

; (64)

	

nm`

(r;R) =

2(2Z)

3=2

�

2

p

� (�+ ~�+ 1)� (�� ~�)

� Q

�~�

(p; x)

�

S

m`

(p; �)

e

im'

p

2�

; (65)

Q

�~�

(p; x) =

W

�;~�+

1

2

(x)

x (1 + 4p

2

=x

2

)

1=4

;

� � �

nm`

=

2Z

p

�2E

nm`

(R)

;

e� � e�

m`

(E

nm`

) = Z

�

�

1

2

E

nm`

(R)

�

�1=2

� n� 1;

n = 0; 1; 2; ::: (66)

Z oder�anih viwe asimptotiqnih formul vidno,

wo v pri�n�tomu nabli�enn� hvil~ov� funk
�Ý ta

funk
�� �r�na model~nogo poten
��lu (4) tako� mo-

�ut~ buti zapisan� v dostatn~o prostomu vigl�d� z

neznaqnimi uskladnenn�mi por�vn�no z gostler�vs~-

kim zobra�enn�m kulon�vs~koÝ funk
�Ý �r�na [2℄.

Oqevidno, wo sukupn�st~ hvil~ovih funk
�� mo-

del~nogo poten
��lu (4) ne utvor�
 ortogonal~nogo

naboru, osk�l~ki ko�na z nih v�dpov�da
 r�znim zna-

qenn�m B

m`

v poten
��l�. Koli vs� parametri B

m`

odnakov� (B

m`

= B

0

), nesk�nqenna suma v (4) ekv�va-

lentna operatorov� mno�enn� na B

0

=2r

1

r

2

. Hvil~ov�

funk
�Ý v takomu poten
��l� utvor��t~ povni� orto-

gonal~ni� nab�r vlasnih funk
��. Dl� f�ksovanogo

znaqenn� B

m`

= B

0

> 0 formuli (6), (58) � (60) v�d-

tvor��t~ u grani
� ob'
dnanogo atoma (R ! 0) v�-

domi� rezul~tat roboti [10℄ dl� funk
�Ý �r�na uza-

gal~nenoÝ zadaq� Keplera [31℄ (faktiqno �det~s� pro

molekul�rni� poten
��l Krat
era).

Zaverxu�qi 
e� rozd�l, v�dznaqimo, wo, na v�d-

m�nu v�d sferiqno-simetriqnih zadaq, ener��� E vho-

dit~ ne t�l~ki v rad��l~ne r�vn�nn� (8), ale � u ku-

tove dl� spl�snutih kutovih sferoÝdal~nih fun-

k
��. Pri 
~omu spe
if�ka silovogo pol� dvoatom-

nih sistem vrahovu
t~s� u vikoristovuvanomu tut

metod� model~nogo poten
��lu viborom sferoÝdal~-

noÝ sistemi koordinat, nelokal~nim harakterom mo-

del~nogo poten
��lu (4) za kutovimi zm�nnimi � � '

(operator

^

P

m`

v (4)) � zale�n�st� rad��l~noÝ funk-


�Ý �r�naG

m`

(�; �

0

;E) v�d m��'�dernoÝ v�dstan�R qerez

parametri �

m`

(p

2

) � B

m`

(E;R).We odn�
� perevago�


~ogo metodu 
 te, wo v�n bez sutt
vogo zb�l~xenn�

obqisl�val~nih trudnow�v dozvol�
 otrimati pri-

na�mn� �k�sno pravil~nu kartinu odnoelektronnih

term�v dl� takih sistem, dl� �kih rozrahunki za me-

todom Gartr�{Foka poki wo v�dsutn�.

Neza�vim bude v�dznaqiti, wo v l�teratur� tako�

obgovor�vali spos�b rozv'�zuvann� neodnor�dnih r�v-

n�n~ teor�Ý zburen~, pov'�zani� �z zastosuvann�m me-

todu T�mana{Xvar
a (div., napriklad, [25{27℄).For-

mal~no 
� p�dhodi ekv�valentn�, ale metod funk
�Ý
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�r�na ma
 tu oqevidnu perevagu, wo v�n v�domi� u r�z-

nih rozd�lah f�ziki, un�versal~ni� u svoÝh zastosu-

vann�h, a �nte�ral~n� zobra�enn� (48), (61) � xtur-

m�vs~k� rozkladi (50), (62) bezposeredn~o vikoristo-

vu�t~ dobre rozvineni� matematiqni� aparat viwih

trans
endentnih funk
��.

Robota vikonana za qastkovoÝ f�nansovoÝ p�dtrimki

m��narodnoÝ aso
��
�Ý INTAS (�rant 99-01326).

Dodatok I

Podamo tut shemu vivedenn� rekurentnih formul dl� bazisnih funk
�� R

(1;2)

s

(x):

R

(i)

s

(x) = x

�

A

(i)

R

(i)

s�1

(x) +B

(i)

R

(i)

s

(x) + C

(i)

R

(i)

s+1

(x)

�

; i = 1; 2; (DI:1)

dR

(i)

s

(x)

dx

= K

(i)

R

(i)

s�1

(x) + L

(i)

R

(i)

s

(x) +M

(i)

R

(i)

s+1

(x) ; i = 1; 2: (DI:2)

Wob otrimati koef�
�
nti 
ih sp�vv�dnoxen~, vihodimo z �nte�ral~nih zobra�en~ dl� bazisnih funk
��

R

(1)

s

(x) � R

(2)

s

(x) [15℄:

R

(1)

s

(x) =

� (2s+ 2)x

s

e

�s

� (��+ s + 1)� (�+ s + 1)

1

Z

0

e

2xu

u

��+s

(1� u)

�+s

du; (DI:3)

R

(2)

s

(x) =

x

s

e

�x

� (��+ s + 1)

1

Z

0

e

�2xu

u

��+s

(1 + u)

�+s

du: (DI:4)

�kwo zam�niti v (DI.1), (DI.2) funk
�Ý R

(1)

s

(x),

R

(2)

s

(x), R

(1)

s�1

(x) � R

(2)

s�1

(x) Ýhn�mi �nte�ral~nimi zob-

ra�enn�mi (DI.3), (DI.4), to poqlennim �nte�ruvan-

n�m qastinami mo�na zr�vn�ti pokazniki stepen� x

u ko�nomu z dodank�v pravoÝ � l�voÝ qastin (DI.1),

(DI.2). Ob'
dnu�qi pot�m koef�
�
nti pri odnakovih

p�d�nte�ral~nih funk
��h � prir�vn��qi Ýh do nul�,

znahodimo

A

(1)

= 1; B

(1)

=

�

s (s+ 1)

;

C

(1)

=

�

2

� (s+ 1)

2

(s+ 1)

2

(2s + 1) (2s + 3)

;

K

(1)

= s; L

(1)

= 0;

M

(1)

= �

�

2

� (s + 1)

2

(s+ 1) (2s+ 1) (2s+ 3)

;

A

(2)

= �

�+ s

2s (2s + 1)

; B

(2)

=

�

s (s + 1)

;

C

(2)

=

2 (��+ s + 1)

(s + 1) (2s + 1)

; K

(2)

= �

�+ s

2 (2s + 1)

;

L

(2)

= 0; M

(2)

= �

2 (s � �+ 1)

2s+ 1

:

Dodatok II

Navedemo tut ostatoqn� virazi dl� koef�
�
nt�v stepenevih rozklad�v (33) pri n = �2;�1; 0; 1; 2:

[d

2+Æ

℄

0

=

E

1+Æ

E

2+Æ

2 (2`+ 2Æ + 3)

;

[d

2+Æ

℄

2

=

E

1+Æ

E

2+Æ

4 (2`+ 2Æ + 3)

2

[B

1+Æ

E

2+Æ

+B

2+Æ

E

3+Æ

� B

�1+Æ

E

Æ

�B

Æ

E

1+Æ

℄ ;
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[d

2+Æ

℄

4

=

E

1+Æ

E

2+Æ

8 (2`+ 2Æ + 3)

2

"

(B

1+Æ

E

2+Æ

+ B

2+Æ

E

3+Æ

�B

�1+Æ

E

Æ

� B

Æ

E

1+Æ

)

2

2`+ 2Æ + 3

�

�

B

Æ

B

1+Æ

E

1+Æ

E

2+Æ

2`+ 2Æ + 3

+

E

Æ

E

�1+Æ

B

�1+Æ

B

�2+Æ

2`+ 2Æ � 1

+

B

2+Æ

B

3+Æ

E

3+Æ

E

4+Æ

2 (2`+ 2Æ + 5)

�

;

[d

2+Æ

℄

6

=

E

1+Æ

E

2+Æ

16(2`+ 2Æ + 3)

2

�

B

1+Æ

E

2+Æ

+B

2+Æ

E

3+Æ

� B

�1+Æ

E

Æ

� B

Æ

E

1+Æ

2`+ 2Æ + 3

�

�

2E

Æ

E

�1+Æ

B

�1+Æ

B

�2+Æ

2`+ 2Æ � 1

+

B

2+Æ

B

3+Æ

E

3+Æ

E

4+Æ

2`+ 2Æ + 5

+

(B

1+Æ

E

2+Æ

+B

2+Æ

E

3+Æ

� B

�1+Æ

E

Æ

� B

Æ

E

1+Æ

)

2

� 3B

Æ

B

1+Æ

E

1+Æ

E

2+Æ

2` + 2Æ + 3

!

+

B

2+Æ

B

3+Æ

E

3+Æ

E

4+Æ

4(2`+ 2Æ + 5)

2

(B

3+Æ

E

4+Æ

+B

4+Æ

E

5+Æ

� B

�1+Æ

E

Æ

�B

Æ

E

1+Æ

)

+

E

Æ

E

�1+Æ

B

�1+Æ

B

�2+Æ

(2` + 2Æ � 1)

2

(B

Æ

E

1+Æ

+B

�1+Æ

E

Æ

�B

�3+Æ

E

�2+Æ

� B

�2+Æ

E

�1+Æ

)

#

;

[d

4+Æ

℄

0

=

E

1+Æ

E

2+Æ

E

3+Æ

E

4+Æ

8 (2`+ 2Æ + 3) (2`+ 2Æ + 5)

;

[d

4+Æ

℄

2

=

E

1+Æ

E

2+Æ

E

3+Æ

E

4+Æ

16 (2` + 2Æ + 3) (2`+ 2Æ + 5)

�

B

3+Æ

E

4+Æ

+ B

4+Æ

E

5+Æ

�B

�1+Æ

E

Æ

� B

Æ

E

1+Æ

2 (2`+ 2Æ + 5)

+

B

1+Æ

E

2+Æ

+B

2+Æ

E

3+Æ

�B

�1+Æ

E

Æ

� B

Æ

E

1+Æ

(2` + 2Æ + 3)

�

;

[d

�2+Æ

℄

0

= �

B

�2+Æ

B

�1+Æ

2(2`+ 2Æ � 1)

;

[d

�2+Æ

℄

2

=

B

�2+Æ

B

�1+Æ

4(2`+ 2Æ � 1)

2

[B

�3+Æ

E

�2+Æ

+B

�2+Æ

E

�1+Æ

�B

�1+Æ

E

Æ

� B

Æ

E

1+Æ

℄ ;

[d

�2+Æ

℄

4

=

B

�1+Æ

B

�2+Æ

8(2`+ 2Æ � 1)

2

�

�

B

Æ

B

1+Æ

E

1+Æ

E

2+Æ

2`+ 2Æ + 3

�

E

�2+Æ

E

�3+Æ

B

�3+Æ

B

�4+Æ

2(2`+ 2Æ � 3)

+

E

Æ

E

�1+Æ

B

�1+Æ

B

�2+Æ

� (B

�3+Æ

E

�2+Æ

+ B

�2+Æ

E

�1+Æ

�B

�1+Æ

E

Æ

�B

Æ

E

1+Æ

)

2

2`+ 2Æ � 1

#

;

[d

�2+Æ

℄

6

=

B

�1+Æ

B
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GREEN FUNCTION OF THE MODEL TWO-CENTRE QUANTUM-MECHANICAL

PROBLEM

M. V. Khoma, V. Yu. Lazur

Uzhhorod National University,

32, Voloshin Str., Uzhhorod, UA-88000, Ukraine

The expansions of a Green fun
tion for the Simmons mole
ular potential (SMP) in terms of spheroidal fun
tion

are built. The solutions of degenerate hypergeometri
 equation are used as basis fun
tion system while expanding

regular and irregular model spheroidal fun
tions into series. Rather simple three-terms re
urren
e relations are

obtained for the 
oeÆ
ients of these expansions. Mu
h attentions is given to di�erent asymptoti
 representation as

well as Sturmian expansions of the Green fun
tion of the two-
entre SMP wave fun
tions. In all 
ases 
onsidered

the Green fun
tion is redu
ed to the form similar to the Hostler's representation of the Coulomb Green fun
tion.
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