ȷURNAL F�ZIQNIH DOSL�DȷEN^ t. 6, ˝ 1 (2002) s. 60–73

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 6, No. 1 (2002) p. 60–73

FUNKC¨ ŢR¨NA MODEL^NOÕ DVOCENTROVOÕ KVANTOVOMEHAN¨QNOÕ ZADAQ¨

M. V. Homa, V. “. Lazur Uıgorods~kiȷ nac˛onal~niȷ un˛versitet, vul. Voloxina, 32, Uıgorod, 88000, UkraÝna (Otrimano 16 lipnffl 2001 r.; v ostatoqnomu viglffld˛ — 28 listopada 2001 r.)

Pobudovano rozkladi za sferoÝdal~nimi funkc˛fflmi funkc˛Ý Ţr˛na molekulfflrnogo potenc˛- ffllu Saȷmonsa (MPS). Pri rozklad˛ reİulfflrnih ta nereİulfflrnih model~nih sferoÝdal~nih funkc˛ȷ u rffldi fflk bazisn˛ sistemi funkc˛ȷ vikoristano rozv’fflzki virodıenogo g˛pergeometriqnogo r˛vnfflnnffl. Dlffl koef˛c˛‚nt˛v cih rozklad˛v otrimano v˛dnosno prost˛ triqlenn˛ rekurentn˛ sp˛vv˛dnoxennffl. Bagato uvagi prid˛leno r˛znim asimptotiqnim zobraıennfflm ta xturm˛vs~kim rozkladam funkc˛Ý Ţr˛na ˛ dvocentrovih hvil~ovih funkc˛ȷ MPS. U vs˛h rozglfflnutih vipadkah funkc˛ffl Ţr˛na zvedena do viglffldu, analog˛qnogo gostler˛vs~komu zobraıenn kulon˛vs~koÝ funkc˛Ý Ţr˛na.

Klqov˛ slova: molekulfflrniȷ potenc˛ffll Saȷmonsa, funkc˛ffl Ţr˛na, sferoÝdal~n˛ koordinati, asimptotiqniȷ rozklad.

PACS number(s): 31.15.-p, 02.03.Mv, 02.03.Hq

I. VSTUP

Pri modelvann˛ poved˛nki dvoatomnih sistem p˛d vplivom zovn˛xn˛h pol˛v (˛ v bagat~oh ˛nxih zadaqah kvantovoÝ mehan˛ki ta matematiqnoÝ f˛ziki) dovodit~sffl rozv’fflzuvati r˛vnfflnnffl Xredinİera z dvocentrovim aks˛ffll~no-simetriqnim potenc˛ffllom V (r, R)˛ zburennfflm λŴ (r): [ Ĥ_0 − E(R) ] χ(r; R) ≡ [ − 1 2 Δ + V (r, R) − E(R) ] χ(r; R)

= λŴ (r)χ(r; R), (1)

(vektor r viznaqa‚ poloıennffl elektrona, a E(R)˛ χ (r; R) — ȷogo enerİ˛ffl ta hvil~ova funkc˛ffl, fflk˛ zaleıat~ v˛d m˛ı’ffldernoÝ v˛dstan˛ R fflk v˛d parametra).

Diferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl (1) moına zvesti do ˛nteİral~nogo r˛vnfflnnffl Fredgol~ma drugogo rodu, z ˛terac˛ȷnogo rozv’fflzku fflkogo vipliva‚, wo popravku perxogo porffldku χ^{(1)} (r; R) do rozv’fflzku χ^{(0)} (r; R) v˛dpov˛dnogo (1) odnor˛dnogo r˛vnfflnnffl (λŴ (r) = 0) viznaqa‚mo za dopomogo ˛nteİral~nogo sp˛vv˛dnoxennffl:

χ^{(1)} (r; R) = ∫ G_E (r, r^′; R)

× Ŵ (r^′) χ^{(0)} (r; R) dr^′. (2)

Tut G_E (r, r^′; R) — funkc˛ffl Ţr˛na dlffl dvocentrovogo potenc˛ffllu V (r, R), fflka, za oznaqennfflm, ‚ rozv’fflzkom r˛vnfflnnffl Xredinİera z δ-funkc˛‚ v prav˛ȷ qastin˛:

[ − 1 2 Δ + V (r, R) − E (R) ]

×G_E (r, r^′; R) = δ (r − r^′) . (3)

k zavıdi, koli mova ȷde pro rozv’fflzannffl r˛vnfflnnffl Xredinİera (1), korektne nabliıennffl do ȷogo toqnogo rozv’fflzku moına otrimati dlffl tih potenc˛- ffll˛v V (r, R), dlffl fflkih v˛dom˛ zruqn˛ anal˛tiqn˛ zobraıennffl funkc˛Ý Ţr˛na G_E (r, r^′; R). U teor˛Ý elektronnoÝ budovi ˛ spektr˛v molekulfflrnih sistem cffl funkc˛ffl v˛d˛gra‚ taku ı fundamental~nu rol~, wo ȷ odnocentrova kulon˛vs~ka funkc˛ffl Ţr˛na v teor˛Ý budovi atom˛v. Prote, na v˛dm˛nu v˛d ostann~oÝ, dlffl dvocentrovih funkc˛ȷ Ţr˛na G_E (r, r^′; R) v˛domo v˛dnosno malo anal˛tiqnih rezul~tat˛v. Nav˛t~ dlffl naȷprost˛xoÝ model˛ — zadaq˛ dvoh qisto kulon˛vs~kih centr˛v Z_1eZ_2 [1] — ne vda‚t~sffl otrimati zamknenogo anal˛tiqnogo virazu G_E (r, r^′; R), analog˛qnogo, napriklad, dobre v˛domomu virazu Gostlera ˛ Pratta [2] dlffl nerelffltiv˛sts~koÝ kulon˛vs~koÝ funkc˛Ý Ţr˛na. Tomu zagal~nopriȷnfflt˛ metodi pobudovi dvocentrovih funkc˛ȷ Ţr˛na İruntut~sffl zdeb˛l~xogo na rozklad˛ cih funkc˛ȷ u rffldi Fur’‚ za povnimi bazisnimi naborami funkc˛ȷ, wo vinikat~ pri v˛dokremlenn˛ zm˛nnih u r˛vnfflnn˛ Xredinİera u vitfflgnutih sferoÝdal~nih koordinatah [1]. Tak˛ rozkladi, poperxe, vaıliv˛ dlffl praktiqnih zastosuvan~, ˛, podruge, voni moıut~ buti vikoristan˛ dlffl vivedennffl r˛znih ˛nteİral~nih sp˛vv˛dnoxen~ [1], wo zv’fflzut~ fflk sam˛ kulon˛vs~k˛ sferoÝdal~n˛ funkc˛Ý (KSF), tak ˛ KSF z˛ sferiqnimi.

Ut˛m, zruqn˛ rozkladi funkc˛Ý Ţr˛na G_E (r, r^′; R) za parc˛ffll~nimi hvilfflmi pobudovan˛ lixe v okremomu vipadku molekulfflrnogo ȷona vodn H^+_2 [3], koli kutov˛ funkc˛Ý zadaq˛ zb˛gat~sffl z kutovimi funkc˛fflmi v˛l~nogo ruhu (tobto sferoÝdal~nimi garmon˛kami

[4]). Pri dosl˛dıenn˛ ta obqislenn˛ reİulfflrnih ˛ nereİulfflrnih rad˛ffll~nih KSF vikoristovut~ Ýh rozkladi v rffldi za virodıenimi g˛pergeometriqnimi funkc˛fflmi. Odnak dlffl koef˛c˛‚nt˛v cih rozklad˛v ne vdalosffl otrimati zruqnih u zastosuvannfflh triqlennih rekurentnih sp˛vv˛dnoxenn~. A zaproponovana zam˛st~ nih ˛nxa rekurentna shema viznaqennffl koef˛c˛‚nt˛v pov’fflzana z grom˛zdkimi obqislennfflmi, ˛, moılivo, tomu otrimanih u [3] rozklad˛v funkc˛Ý Ţr˛na molekulfflrnogo ȷona H^+_2 praktiqno ne vikoristovuvali v molekulfflrnih zadaqah. Ukaıemo takoı na statt˛ [5,6], de v meıah metod˛v kvantovogo defektu ȷ model~nogo potenc˛ffllu dlffl rad˛ffll~noÝ funkc˛Ý Ţr˛na ȷona H^+_2 proponut~ nabliıen˛ virazi.

Principov˛xim dlffl zadaq teor˛Ý zburen~, wo bazut~sffl na vikoristann˛ aparatu funkc˛ȷ Ţr˛na, ‚ poxirennffl metod˛v, rozvinenih dlffl zadaq˛ Z_1eZ_2, na skladn˛x˛ dvoatomn˛ sistemi, u fflkih ruh elektrona qi okremoÝ grupi elektron˛v ne p˛dda‚t~sffl prostomu matematiqnomu opisov˛. U zadaqah, pov’fflzanih ˛z takim uzagal~nennfflm, z’fflvlfflt~sffl dodatkov˛ trudnow˛, fflk˛ vinikat~ usfflkiȷ raz, koli dovodit~sffl rozv’fflzuvati r˛vnfflnnffl Xredinİera z nev˛dokremlvanimi zm˛nnimi. U suqasn˛ȷ teor˛Ý elektronnoÝ budovi skladnih molekul c˛ trudnow˛ dolat~sffl za dopomogo metodu samouzgodıenogo polffl ta koncepc˛Ý efektivnih potenc˛ffll˛v. Zagal~niȷ viklad cih metod˛v stosovno molekulfflrnih sistem m˛stit~sffl, napriklad, u monograf˛fflh ta oglffldah [19–24]. Metod samouzgodıenogo polffl vrahovu‚ konf˛İurac˛ȷnu vza‚- mod˛ v molekulah, prote vikoristovuvan˛ v n~omu molekulfflrn˛ orb˛tal˛, fflk pravilo, neortogonal~n˛, wo prizvodit~ ˛nkoli do sutt‚vih tehn˛qnih uskladnen~.

Trudnow˛, z fflkimi dovodit~sffl stikatisffl pri poxirenn˛ metodu samouzgodıenogo polffl na bagatoelektronn˛ sistemi, sponukat~ dosl˛dnik˛v vikoristovuvati r˛zn˛ nabliıennffl model~nogo potenc˛ffllu. U meıah takogo p˛dhodu vza‚mod˛ optiqnogo elektrona z ffldrami ta vs˛ma ˛nximi elektronami sistemi opisut~ parametriqnim model~nim odnoqastinkovim potenc˛ffllom spec˛ffll~nogo viglffldu. U b˛l~xost˛ prac~ dobirat~ potenc˛fflli, wo dopuskat~ v˛dokremlennffl zm˛nnih u r˛vnfflnn˛ Xredinİera u vitfflgnutih sferoÝdal~nih koordinatah [1].

Vdalu model~ dvocentrovogo potenc˛ffllu zaproponuvali avtori prac˛ [6] pri rozrahunkah za teor˛‚ zburen~ bagatofotonnih proces˛v na dvoatomnih molekulah. Vona ma‚ dostatn‚ f˛ziqne obİruntuvannffl, osk˛l~ki v bagat~oh procesah elektroni vnutr˛xn˛h obolonok molekulfflrnih sistem v˛d˛grat~ por˛vnfflno pasivnu rol~. U naxih pracfflh cffl model~ vikoristana dlffl pobudovi asimptotiqnoÝ teor˛Ý proces˛v ˛z pererozpod˛lom qastinok pri pov˛l~nih ȷonmolekulfflrnih z˛tknennfflh. ˝ vs˛ p˛dstavi spod˛vatisffl, wo v meıah takoÝ model˛ dvocentrovogo potenc˛ffllu moına dovol˛ daleko prosunutisffl v anal˛tiqnomu dosl˛dıenn˛ nepruınih proces˛v (perezarffldki, zbudıennffl ta disoc˛fflc˛Ý ˛ t. d.) z˛tknennffl bagatozarffldnih ȷon˛v z dvoatomnimi molekulami.

U c˛ȷ prac˛ pobudovano rozkladi za sferoÝdal~- nimi funkc˛fflmi funkc˛Ý Ţr˛na dlffl vkazanoÝ woȷno model˛ dvocentrovogo potenc˛ffllu [6]. Pri rozkladann˛ reİulfflrnih ta nereİulfflrnih model~nih sfero- Ýdal~nih funkc˛ȷ (MSF) v rffldi (rozd˛l 2) fflk bazisn˛ sistemi funkc˛ȷ vikoristano rozv’fflzki Φ ˛ Ψ virodıenogo g˛pergeometriqnogo r˛vnfflnnffl [15], fflk˛ zabezpequt~ neobh˛dnu asimptotiqnu poved˛nku MSF pri malih m˛ıcentrovih v˛dstanfflh (R → 0). Na p˛dstav˛ vivedenih u dodatku rekurentnih sp˛vv˛dnoxen~ dlffl bazisnih funkc˛ȷ otrimano v˛dnosno prost˛ triqlenn˛ rekurentn˛ sp˛vv˛dnoxennffl dlffl koef˛c˛‚nt˛v rozklad˛v. Pokazano (rozd˛l 3), wo same c˛ rozkladi zadovol~nfflt~ “princip v˛dpov˛dnosti”, fflkiȷ stverdıu‚, wo vs˛ formuli, otriman˛ dlffl dvocentrovoÝ zadaq˛ u sferoÝdal~nih koordinatah, povinn˛ perehoditi v granic˛ ob’‚dnanogo atoma (tobto pri R → 0) u v˛dom˛ odnocentrov˛ (sferiqn˛) analogi. U rozd˛l˛ 4 bagato uvagi prid˛leno r˛znim asimptotiqnim zobraıennfflm dvocentrovih hvil~ovih funkc˛ȷ ˛ funkc˛Ý Ţr˛na G_E (r, r^′; R). U vs˛h rozglfflnutih tut vipadkah funkc˛ffl G_E (r, r^′; R) zvedena do viglffldu, analog˛qnogo gostler˛vs~komu zobraıenn kulon˛vs~- koÝ funkc˛Ý Ţr˛na [2]. Koristuqis~ ustanovleno v prac˛ [18] povnoto bazisnogo naboru vlasnih funkc˛ȷ qisto diskretnogo spektra uzagal~nenoÝ zadaq˛ na vlasn˛ znaqennffl sumarnogo zarffldu fflder ˛ tehn˛- ko ˛nteİral~nih peretvoren~, fflk˛ rozrobiv Gostler [2], u rozd˛l˛ 4 mi pobuduvali asimptotiqno toqn˛ xturm˛vs~k˛ zobraıennffl odnoelektronnih hvil~ovih funkc˛ȷ ˛ funkc˛Ý Ţr˛na dlffl model~nogo dvocentrovogo potenc˛ffllu Saȷmonsa [6]. Otriman˛ rezul~tati budut~ vikoristan˛ v naxih podal~xih dosl˛dıennfflh dlffl pobudovi asimptotiki odnoelektronnoÝ tricentrovoÝ hvil~ovoÝ funkc˛Ý sistemi “dov˛l~niȷ ȷon + dvoatomna molekula”.

II. ROZKLADI DVOCENTROVIH FUNKC¨„ ŢR¨NA ZA SFEROÕDAL^NIMI FUNKC¨MI

Rozglffln~mo v zagal~nih risah f˛ziqn˛ peredumovi, fflk˛ leıat~ v osnov˛ vikoristanogo tut metodu model~nogo potenc˛ffllu. U meıah c~ogo p˛dhodu, fflkiȷ harakterizu‚t~sffl veliko r˛znoman˛tn˛st var˛fflnt˛v (Ýh dokladniȷ opis ta b˛bl˛ograf˛ podano v monograf˛Ý [24]), d˛ffl elektron˛v vnutr˛xn˛h obolonok na elektroni nezapovnenih obolonok zam˛n‚t~sffl efektivnim potenc˛ffllom pevnogo viglffldu. F˛ziqnim ob- İruntuvannfflm takogo matematiqnogo priȷomu ‚ r˛znicffl v enerİ˛fflh zv’fflzku ta d˛lfflnok lokal˛zac˛Ý elektron˛v r˛znih obolonok. Zaprovadıennffl model~nogo potenc˛ffllu dozvolffl‚ zvesti zadaqu do dosl˛dıennffl poved˛nki elektrona qi grupi elektron˛v u pol˛ f˛ksovanih centr˛v vza‚mod˛Ý, wo reprezentut~ okrem˛ fraİmenti sistemi (ȷoni, atomi, atomn˛ zalixki).

Zagalom vaıko vstanoviti dostatn~o q˛tkiȷ matematiqniȷ kriter˛ȷ pridatnosti t˛‚Ý qi ˛nxoÝ model˛ efektivnogo potenc˛ffllu. Prote moına stverdıuvati, wo qim sil~n˛xe enerİ˛ffl zv’fflzku valentnogo elektrona v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d potenc˛ffll˛v ȷon˛- zac˛Ý rexti elektron˛v, tim prost˛xe ȷ nad˛ȷn˛xe moına vibrati efektivniȷ potenc˛ffll. kwo pri c~omu fraİmenti sistemi rozveden˛ dostatn~o daleko, tak wo Ýhn˛ vnutr˛xn˛ obolonki ne perekrivat~sffl, to silove pole, wo d˛‚ na vid˛leniȷ slabkozv’fflzaniȷ elektron, moıe buti viraıene qerez potenc˛fflli vza‚mod˛Ý elektrona z okremimi fraİmentami sistemi [24].

Rozglfflnute nabliıennffl efektivnogo potenc˛- ffllu c˛lkom dostatn‚ dlffl zadaq teor˛Ý atomnomolekulfflrnih z˛tknen~, de vimogi do nad˛ȷnosti ȷ toqnosti rozrahunku molekulfflrnih elektronnih term˛v ˛ hvil~ovih funkc˛ȷ, fflk pravilo, znaqno niıq˛, an˛ı pri rozglffld˛ elektronnoÝ strukturi poblizu r˛vnovaınogo poloıennffl [19–24]. Na vikoristann˛ ˛deolog˛Ý psevdopotenc˛ffll˛v (˛ model~nih potenc˛ffll˛v na Ýh osnov˛) İruntu‚t~sffl suqasniȷ (nap˛vfenomenolog˛qniȷ) var˛fflnt asimptotiqnoÝ teor˛Ý odno- ta dvoelektronnih proces˛v z pererozpod˛lom pri pov˛- l~nih ȷon-atomnih ta ȷon-molekulfflrnih z˛tknennfflh (div. [6,11,12,16,18,25,27]). Ne zupinfflqis~ tut na moılivih var˛fflntah konstruvannffl model~nih potenc˛ffll˛v, fflk˛, vzagal˛ kaıuqi, mat~ fflk˛sniȷ harakter, ˛ maqi na uvaz˛ dvoatomn˛ gomoffldern˛ sistemi z odnim optiqnim elektronom, mi budemo opisuvati vza‚mod˛ valentnogo elektrona z molekulfflrnim ostovom nelokal~nim model~nim potenc˛ffllom takogo viglffldu [6]:

V_{mod}(r, R) = − Z r_1 − Z r_2 + ∑ m,ℓ B_{mℓ}(E, R) 2r_1r_2

P̂_{mℓ}, (4)

de r_1, r_2 — v˛dstan˛ v˛d elektrona do silovih centr˛v 1 ˛ 2, roztaxovanih na v˛dstan˛ R odin v˛d odnogo; P̂_{mℓ} — operatori proektuvannffl na p˛dprost˛r stan˛v z pevnimi znaqennfflmi orb˛tal~nogo ℓ ˛ magnetnogo m kvantovih qisel, a Z — efektivniȷ zarffld koınogo z atomnih (ȷonnih) zalixk˛v — skladovih fra- İment˛v dvocentrovoÝ sistemi. Emp˛riqn˛ parametri B_{mℓ}(E, R) d˛brano z˛stavlennfflm rozrahovanogo naȷniıqogo r˛vnffl (terma) E valentnogo elektrona z danimi ℓ ˛ m z ȷogo eksperimental~nim znaqennfflm. Potenc˛ffll (4) ‚ uzagal~nennfflm na molekulfflrniȷ vipadok dobre v˛domogo v atomn˛ȷ f˛zic˛ model~nogo potenc˛ffllu Saȷmonsa [24] ˛ perehodit~ u n~ogo v granic˛ ob’‚dnanogo atoma (R → 0). Qerez te model~niȷ potenc˛ffll u form˛ (4) mi budemo dal˛ nazivati molekulfflrnim potenc˛ffllom Saȷmonsa (MPS). Uperxe MPS (4) vikoristano v prac˛ [6] dlffl rozrahunk˛v za teor˛‚ zburen~ bagatofotonnih proces˛v na dvoatomnih molekulah.

Un˛kal~na vlastiv˛st~ model~nogo potenc˛ffllu (4) — moıliv˛st~ v˛dokremlennffl zm˛nnih u r˛vnfflnn˛ Xredinİera u vitfflgnutih sferoÝdal~nih koordinatah, ξ = (r_1 + r_2)/R, 1 ≤ ξ < ∞, η = (r_1 − r_2)/R, −1 ≤ η ≤ 1, φ = arctan (y/x), 0 ≤ φ < 2π, (5)

robit~ moılivim toqniȷ rozrahunok term˛v ta elektronnih hvil~ovih funkc˛ȷ.

Osk˛l~ki azimutal~ne kvantove qislo ℓ u necentral~nomu pol˛ ne ‚ horoxim kvantovim qislom, to rozv’fflzok neodnor˛dnogo r˛vnfflnnffl (3) z MPS (4) xuka‚mo u viglffld˛ rozkladu za povno ortonormovano sistemo splsnutih kutovih sferoÝdal~nih funkc˛ȷ S̄_{mℓ} (p, η) [1]: G_E (ξ, η, φ; ξ^′, η^′, φ^′ |R ) (6) = ∞∑ ℓ=0 ℓ∑ m=−ℓ G_{mℓ} (ξ, ξ^′; E) S̄_{mℓ} (p, η) S̄^∗_{mℓ}(p, η^′) e^{im(φ−φ′ )} 2π ,

S̄_{mℓ}(p, η) = N_{mℓ}(p)^{−1 ∞} ∑ r=0,1

′ d^{mℓ}_r (p)P^m_{m+r} (η), (7)

N_{mℓ} (p) = [_∞ ∑ r=0,1

′ ( d^{mℓ}_r (p) )_2 2 (2m + r)!

m! (2m + 2r + 1) ]_{1/2} .

Tut P^m_{m+r} (η) — pri‚dnan˛ pol˛nomi Leıandra, koef˛c˛‚nti d^{mℓ}_r (p) tabul~ovan˛ v monograf˛Ý [4], a xtrih nad znakom sumi u formul˛ (7) vkazu‚ na te, wo p˛dsumovuvannffl provedeno za c˛limi r t˛‚Ý ı parnosti, wo ȷ qislo q = ℓ − |m|. P˛dstavivxi rozklad (6) u r˛vnfflnnffl (3), zapisane poperedn~o u vitfflgnutih sferoÝdal~nih koordinatah (5), ˛ v˛dokremivxi kutov˛ zm˛nn˛ η ˛ φ, oderıimo diferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl dlffl rad˛ffll~noÝ qastini funkc˛Ý Ţr˛na G_{mℓ} (ξ, ξ^′; E): { d dξ [ (ξ^2 − 1) d dξ ]

+ [ −A_{mℓ} − p^2(ξ^2 − 1) + 2pαξ − m^2 ξ^2 − 1 ]}

×G_{mℓ}(ξ, ξ^′; E) = − 4 R δ(ξ − ξ^′), (8) de p =^1_2 R(−2E)^{1/2}, α = 2Z(−2E)^{−1/2}, A_{mℓ}(E, R) = λ_{mℓ}(p^2) + B_{mℓ}(E, R), a qerez λ_{mℓ} poznaqeno vlasn˛ znaqennffl kutovoÝ zadaq˛, wo v˛dpov˛dat~ splsnutim sferoÝdal~nim funkc˛fflm S̄_{mℓ}(p, η) [1]. Takim qinom, funkc˛ffl G_{mℓ}(ξ, ξ^′; E) ‚ funkc˛‚ Ţr˛na odnovim˛rnogo rad˛ffll~nogo ruhu ˛ viraıa‚t~sffl standartno qerez dva l˛n˛ȷno nezaleın˛ rozv’fflzki Π^{(1)}_{mℓ} (p, ξ) ≡ Π^{(1)}_{mℓ} (p, a, A_{mℓ}; ξ) ta Π^{(2)}_{mℓ} (p, ξ) ≡ Π^{(2)}_{mℓ} (p, a, A_{mℓ}; ξ) v˛dpov˛dnogo (8) odnor˛dnogo r˛vnfflnnffl

{ d dξ [ (ξ^2 − 1) d dξ ] + [ −A_{mℓ} − p^2(ξ^2 − 1) + 2pαξ − m^2 ξ^2 − 1 ]} Π^{(1,2)}_{mℓ} (p, ξ) = 0. (9)

Pri c~omu rozv’fflzok Π^{(1)}_{mℓ}(p, ξ) reİulfflrniȷ pri ξ → 1 ˛ rozb˛ıniȷ na nesk˛nqennost˛, a Π^{(2)}_{mℓ}(p, ξ), navpaki, rozb˛ıniȷ pri ξ → 1 ˛ reİulfflrniȷ na nesk˛nqennost˛. Tod˛, zg˛dno z zagal~no teor˛‚ l˛n˛ȷnih diferenc˛- ffll~nih r˛vnffln~ drugogo porffldku [9], rad˛ffll~nu qastinu funkc˛Ý Ţr˛na G_{mℓ} (ξ, ξ^′; E) moına podati v takomu viglffld˛:

G_{mℓ}(ξ, ξ^′; E) = − 4Z α Π^{(1)}_{mℓ}(p, ξ_<)Π^{(2)}_{mℓ}(p, ξ_>)

p(ξ^2 − 1)W [ Π^{(1)}_{mℓ}(p, ξ), Π^{(2)}_{mℓ}(p, ξ) ].

(10)

Tut ˛ nadal˛ ξ_< = min (ξ, ξ^′), ξ_> = max (ξ, ξ^′), a W [E]

— vronsk˛ffln rozv’fflzk˛v Π^{(1)}_{mℓ}(p, ξ) ˛ Π^{(2)}_{mℓ}(p, ξ).

Zupin˛mosffl dokladn˛xe na rad˛ffll~nomu odnor˛dnomu r˛vnfflnn˛ (9). Pereȷd˛mo v c~omu r˛vnfflnn˛ do novih nezaleınih zm˛nnih ˛ do novih xukanih funkc˛ȷ za formulami

~Π^{(±)}_{mℓ} (x_±) = ( ξ ± 1 ξ ∓ 1 )_{m/2} Π_{mℓ}(p, ξ), (11)

x_± = p (ξ ± 1) , (2p ≤ x_+ < ∞, 0 ≤ x_− < ∞).

Tut verhn˛ znaki stosut~sffl ~Π^{(+)}_{mℓ} (x_+), a niın˛ — ~Π^{(−)}_{mℓ} (x_−). Za dopomogo peretvoren~ (11) r˛vnfflnnffl

(9) zvodit~sffl do dvoh okremih r˛vnffln~ dlffl ~Π^{(±)}_{mℓ} (x_±):

[ d dx_± ( x^2_± d dx_± ) − x^2_± + 2αx_± − ν (ν + 1) ] ~Π^{(±)}_{mℓ} (x_±) + p x_± ∓ 2p × [ ±2 (m + 1) x_± d dx_± + ( ν (ν + 1) − A_{mℓ} p ± 2α ) x_± ∓ 2ν (ν + 1) ] ~Π^{(±)}_{mℓ} (x_±)

≡ T_ν (x_±) ~Π^{(±)}_{mℓ} (x_±) + pQ_± (x_±) ~Π^{(±)}_{mℓ} (x_±) = 0, (12)

de parametr ν ≡ ν_{mℓ}(E, R) viznaqa‚t~sffl sp˛vv˛dnoxennfflm ν = − 1 2 + 1 2 √ 1 + 4B_{mℓ}(E, 0) + 4ℓ(ℓ + 1).

Toqniȷ zm˛st ˛ meta vikonanogo tut rozbittffl diferenc˛ffll~nih operator˛v stanut~ zrozum˛limi z podal~xogo rozglffldu. Ale u dvoh slovah ˛de moına anonsuvati takimi f˛ziqnimi m˛rkuvannfflmi. Operator T_ν (x) formal~no zb˛ga‚t~sffl z rad˛ffll~nim xredinİer˛vs~kim operatorom u sferiqnih koordinatah dlffl atomnogo model~nogo potenc˛ffllu Saȷmonsa [24] ˛z zarffldom 2Z ȷ efektivnim orb˛tal~nim momentom ν. Koli p prfflmu‚ do nulffl, obidva r˛vnfflnnffl (12) perehodfflt~ v odne T_ν R (x) = 0 (0 ≤ x < ∞), dvoma l˛n˛ȷno nezaleınimi rozv’fflzkami fflkogo ‚ funkc˛Ý R^{(1)}_ν (x)˛ R^{(2)}_ν (x), wo viraıat~sffl bezposeredn~o qerez reİulfflrniȷ Φ ta ˛rreİulfflrniȷ Ψ rozv’fflzki virodıenogo g˛pergeometriqnogo r˛vnfflnnffl [15]:

R^{(1)}_ν (x) ≡ x^νe^{−x}Φ(−α + ν + 1, 2ν + 2, 2x), (13)

R^{(2)}_ν (x) ≡ x^νe^{−x}Ψ(−α + ν + 1, 2ν + 2, 2x), (14)

Vikladen˛ woȷno m˛rkuvannffl navodfflt~ na dumku podati reİulfflrn˛ ~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_±) ˛ nereİulfflrn˛ ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_±) rozv’fflzki koınogo z r˛vnffln~ (12) u viglffld˛ takih nesk˛nqennih sum:

~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_±) ≡ ~Π^{(1,±)}_{mℓ} (α, A_{mℓ}, p; x_±)

= ∞∑ s=0 h^{(±)}_s (p |α, A_{mℓ} ) R^{(1)}_{s+ν}(x_±), (15) ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_±) ≡ ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (α, A_{mℓ}, p; x_±)

= ∞∑ s=0 h̃^{(±)}_s (p |α, A_{mℓ} ) R^{(2)}_{s+ν}(x_±), (16) de koef˛c˛‚nti rozklad˛v h^{(±)}_s ta h̃^{(±)}_s p˛dlfflgat~ viznaqenn. P˛dstavivxi c˛ rozkladi u v˛dpov˛dn˛ Ým r˛vnfflnnffl (12) ta skoristavxis~ rekurentnimi sp˛vv˛dnoxennfflmi (D¨.1), (D¨.2) (div., Dodatok ¨) dlffl bazisnih funkc˛ȷ R^{(1)}_s (x) ˛ R^{(2)}_s (x), d˛stanemo dv˛ nesk˛nqenn˛ triqlenn˛ sistemi l˛n˛ȷnih r˛vnffln~ dlffl koef˛- c˛‚nt˛v h^{(±)}_s ≡ h^{(±)}_s ( p| α, A_{mℓ}), h̃^{(±)}_s ≡ h̃^{(±)}_s ( p| α, A_{mℓ}):

±pα_sh^{(±)}_{s−1} + (β_s − A_{mℓ})h^{(±)}_s ∓ pγ_sh^{(±)}_{s+1} = 0, s = 0, 1, 2..., h^{(±)}_{−1} = 0, (17)

∓pα̃_sh̃^{(±)}_{s−1} + (β̃_s − A_{mℓ})h̃^{(±)}_s ± pγ̃_sh̃^{(±)}_{s+1} = 0, s = 0, 1, 2..., h̃^{(±)}_{−1} = 0. (18)

Dlffl skoroqennffl formi zapisu tut uvedeno poznaqennffl

α_s = 2 ( (s + ν)^2 − α^2 ) (s + ν + m)

(s + ν) (2s + 2ν − 1) (2s + 2ν + 1) , β_s = β̃_s = (s + ν) (s + ν + 1) ,

γ_s = 2 (s + ν + 1) (s + ν + 1 − m) , (19)

α̃_s =

4 (s + ν − α) (s + ν + m)

2s + 2ν − 1 ,

γ̃_s =

(s + ν + α + 1) (s + ν − m + 1) 2s + 2ν + 3

. (20)

Rekurentn˛ sistemi (17) ((18)) viznaqat~ koef˛c˛- ‚nti h^{(±)}_s (h̃^{(±)}_s ) z toqn˛st do dov˛l~nih mnoınik˛v, fflk˛ f˛ksu‚mo umovami ∞∑ s=0 h^{(±)}_s Γ (2s + 2ν + 2) 2^{s+ν} Γ (s + ν + 1 − α)

= 1, ∞∑ s=0 2^{−s−ν}h̃^{(±)}_s = 1. (21)

Oderıan˛ rekurentn˛ sp˛vv˛dnoxennffl (17), (18) ne dat~ zmogi vipisati fflvn˛ virazi dlffl koef˛c˛‚nt˛v h^{(±)}_s ta h̃^{(±)}_s . Odnak procedura Ýh obqislennffl znaqno sprowu‚t~sffl zavdfflki t˛snomu zv’fflzku m˛ı triqlennimi rekurentnimi sistemami ˛ dobre rozroblenim aparatom lancgovih (abo neperervnih) drob˛v. Cffl obstavina znaqno polegxu‚ stvorennffl efektivnih alİoritm˛v obqislennffl reİulfflrnih ˛ nereİulfflrnih MSF ~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_±), ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_±). Detal˛ praktiqnoÝ real˛zac˛Ý takih alİoritm˛v na EOM budut~ podan˛ v okrem˛ȷ publ˛kac˛Ý, a tut lixe zauvaıimo, wo zaproponovan˛ dva tipi rozklad˛v (15) ˛ (16), ne buduqi asimptotiqnimi v povnomu rozum˛nn˛ c~ogo slova, mat~ l˛pxu zb˛ın˛st~ pri malih p.

Naveden˛ rozkladi (15), (16) potr˛bno rozum˛ti fflk rffldi Fur’‚ za povnimi sistemami funkc˛ȷ R^{(1)}_{s+ν}(x_±)

˛ R^{(2)}_{s+ν} (x_±) v˛dpov˛dno. Pri c~omu koef˛c˛‚nti h^{(±)}_s ˛ h̃^{(±)}_s ‚ koef˛c˛‚ntami Fur’‚ funkc˛ȷ ~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_±), ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_±), ˛ zb˛ın˛st~ rozum˛‚t~sffl v sens˛ r˛vnom˛rnoÝ zb˛ınosti rffld˛v Fur’‚.

Obqislimo teper znaqennffl vronsk˛fflna W [ Π^{(1)}_{mℓ}(p, ξ), Π^{(2)}_{mℓ}(p, ξ) ] . Vikoristovuqi v˛dom˛ asimptotiqn˛ virazi dlffl virodıenih g˛pergeometriqnih funkc˛ȷ pri velikih znaqennfflh arİumentu [15]

Φ (a, b, x) = Γ (b) Γ (a) e^xx^{a−b} [ 1 + O ( |x|^{−1} )] ; Ψ (a, b, x) = x^{−a} [ 1 + O ( |x|^{−1} )] , (22)

˛ priȷmaqi do uvagi umovi “normuvannffl” (21) dlffl koef˛c˛‚nt˛v h^{(±)}_s ˛ h̃^{(±)}_s , nevaıko vstanoviti, wo

2p(ξ^2 − 1)W [ Π^{(1)}_{mℓ}(p, ξ), Π^{(2)}_{mℓ}(p, ξ) ] = −1. (23)

Viraz (10) z urahuvannfflm znaqennffl vronsk˛fflna z (23) moına podati teper u viglffld˛

G_{mℓ}(ξ, ξ^′; E) = 8Z α ( x_∓x^′_∓ x_±x^′_± )_{m/2}

×~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_{±<}) ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_{±>}) , (24)

de funkc˛Ý ~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_{±<}) ˛ ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_{±>}), fflk ˛ ran˛xe, viznaqa‚mo formulami (15), (16).

III. GRANIQN¨ ZNAQENN TA ASIMPTOTIQN¨ ROZKLADI DVOCENTROVOÕ FUNKC¨Õ ŢR¨NA PRI MALIH M¨”CENTROVIH V¨DSTANH

Vida‚t~sffl c˛kavim rozglfflnuti graniqn˛ virazi z otrimanih strogih formul (6), (24) pri R → 0˛ por˛vnfflti Ýh z v˛domimi rezul~tatami dlffl odnocentrovoÝ funkc˛Ý Ţr˛na [11]. ¨z formul (5) vipliva‚, wo pri R → 0 ta sk˛nqennomu r vitfflgnut˛ sferoÝdal~n˛ koordinati perehodfflt~ u sferiqn˛ r, θ ˛ φ: ξ → 2r/R, η → cos θ. kwo v r˛vnfflnn˛ dlffl splsnutih kutovih sferoÝdal~nih funkc˛ȷ S_{mℓ}(p, η) vikonati zam˛nu zm˛nnoÝ η → cos θ ˛ v˛dkinuti qleni, wo peretvort~sffl v nul~ pri R → 0, to vono pereȷde v r˛vnfflnnffl dlffl pri‚dnanih pol˛nom˛v Leıandra P^m_ℓ (cosθ). Ce oznaqa‚, wo kutova qastina rozv’fflzk˛v r˛vnfflnnffl Xredinİera z MPS (4) perehodit~ u c˛ȷ granic˛ v kutovu qastinu odnocentrovoÝ kulon˛vs~koÝ zadaq˛ u sferiqnih koordinatah. Otıe, spravedliv˛ graniqn˛ sp˛vv˛dnoxennffl

S̄_{mℓ}(p, η) e^{imφ}√ 2π −→_{R→0} √ (2ℓ + 1)(ℓ − m)!

4π(ℓ + m)! P^m_ℓ (cos θ)e^{imφ} ≡ Y_{mℓ} (θ, φ) ; λ_{mℓ}(p) −→_{R→0} ℓ(ℓ + 1). (25)

P˛dstavlfflqi ce znaqennffl λ_{mℓ} v r˛vnfflnnffl (8), vikonuqi v n~omu zam˛nu zm˛nnoÝ ξ → 2r/R ˛ zalixaqi lixe golovn˛ za R qleni, otrima‚mo r˛vnfflnnffl dlffl rad˛ffll~noÝ qastini funkc˛Ý Ţr˛na atomnogo potenc˛ffllu Saȷmonsa [11].

Dosl˛d˛mo teper graniqn˛ perehodi v rekurentnih sp˛vv˛dnoxennfflh (17), (18) ta v rozkladah (15), (16) dlffl rad˛ffll~nih funkc˛ȷ ~Π^{(i,±)}_{mℓ} (x_±). U granic˛ R → 0 triqlenn˛ rekurentn˛ sp˛vv˛dnoxennffl (17) ˛ (18) perehodfflt~ u tak˛ odnoqlenn˛:

[(s + ν)(s + ν + 1) − ℓ(ℓ + 1) − B_{mℓ}(E, 0)]h^{(±)}_s

= [(s + ν)(s + ν + 1) − ℓ(ℓ + 1) − B_{mℓ}(E, 0)]h̃^{(±)}_s = 0.

Zv˛dsi vipliva‚, wo pri R → 0 v koın˛ȷ sum˛ (21) v˛dm˛nniȷ v˛d nulffl lixe odin qlen z s = 0, tak wo

h^{(±)}_s −→_{R→0} 2^{ν+s}Γ(ν + s + 1 − α) Γ(2ν + 2s + 2) δ_{s0}, h̃^{(±)}_s −→_{R→0} 2^{ν+s}δ_{s0}. (26)

C˛ formuli razom z formulami (13)–(16) ˛ (25) pokazut~, wo v granic˛ R → 0 reİulfflrn˛ ~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_±) ta nereİulfflrn˛ ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_±) rozv’fflzki r˛vnffln~ (12) vedut~ sebe tak:

~Π^{(1,±)}_{mℓ} (p(ξ ± 1)) −→_{R→0} Γ(ν + 1 − α) Γ(2ν + 2) exp ( − 2Zr α ) ( 4Zr α )_ν Φ ( ν + 1 − α, 2ν + 2, 4Zr α ) , (27)

~Π^{(2,±)}_{mℓ} (p(ξ ± 1)) −→_{R→0} exp ( − 2Zr α ) ( 4Zr α )_ν Ψ ( ν + 1 − α, 2ν + 2, 4Zr α ) . (28)

Narext˛, koristuqis~ znaȷdenimi formulami (25)–(28), legko peresv˛dqitis~, wo pri R → 0 funkc˛ffl Ţr˛na MPS (6), (24), fflk ˛ sl˛d bulo oq˛kuvati, perehodit~ u funkc˛ Ţr˛na atomnogo potenc˛ffllu Saȷmonsa [10,11]:

G_E (r, r^′) = ∑ ℓ,m g_ℓ (r, r^′; E) Y_{mℓ} (θ, φ) Y^∗_{mℓ} (θ^′, φ^′);

g_ℓ (r, r^′; E) = 8Z α Γ (ν + 1 − α) Γ (2ν + 2) ( 4Zr_< α )_ν ( 4Zr_> α )_ν exp [ − 2Z α (r_< + r_>) ]

× Φ ( ν + 1 − α, 2ν + 2, 4Zr_< α ) Ψ ( ν + 1 − α, 2ν + 2, 4Zr_> α ) , (29) de teper ν = −^1_2 +^1_2 √ 1 + B_ℓ (E, 0) + 4ℓ (ℓ + 1).

U bagat~oh f˛ziqnih zadaqah, prikladi fflkih rozglfflnuto v monograf˛Ý [1], neobh˛dno znati asimptotiku funkc˛Ý Ţr˛na G_E (r, r^′; R) pri malih m˛ıcentrovih v˛dstanfflh. Dlffl c~ogo potr˛bno pobuduvati asimptotiqn˛ rozkladi funkc˛ȷ S_{mℓ}(p, η), ~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_±) ta ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_±) za malim parametrom r pri f˛ksovanih kvantovih qislah ℓ ˛ m. Dlffl v˛dxukannffl takih rozklad˛v skoristaȷmosffl asimptotiqnim metodom, zaproponovanim u prac˛ [29].

Poqn˛mo z˛ splsnutoÝ kutovoÝ sferoÝdal~noÝ funkc˛Ý S_{mℓ}(p, η). Perepix˛mo rozklad (7) u dewo ˛nxomu viglffld˛

S̄_{mℓ} (p, η) = N^{−1}_{mℓ} (p)^∞ ∑ n=Ent[(m−ℓ)/2]

d^{mℓ}_{2n+δ}P^m_{ℓ+2n+δ}(η); (30)

δ = { 0 fflkwo ℓ − m = 2k, 1 fflkwo ℓ − m = 2k + 1, k = 0, 1, 2, ...

Tut ˛ dal˛ Ent [ρ] — c˛la qastina d˛ȷsnogo qisla ρ. Koef˛c˛‚nti rozkladu d^{mℓ}_{2n+δ} zadovol~nfflt~ triqlenn˛ rekurentn˛ sp˛vv˛dnoxennffl [1]:

p^2B_{2n+δ}B_{2n+1+δ} d^{mℓ}_{2n+2+δ}

+[λ^{(η)}_δ − (ℓ + 2n + δ) (ℓ + 2n + 1 + δ) − p^2

+p^2 (B_{2n−1+δ}E_{2n+δ} + B_{2n+δ} E_{2n+1+δ})]

×d^{mℓ}_{2n+δ} + p^2E_{2n+δ}E_{2n−1+δ}d^{mℓ}_{2n−2+δ} = 0, (31) de B_k = ℓ + k + m + 1 2ℓ + 2k + 3 ,

E_k = ℓ + k − m 2ℓ + 2k − 1 , d^{mℓ}_{m−ℓ−2+δ} = 0. (32)

Xukatimemo konstantu v˛dokremlennffl λ^{(η)}_δ ˛ koef˛- c˛‚nti rozkladu d^{mℓ}_{2n+δ} u viglffld˛ asimptotiqnih rffld˛v za stepenfflmi malogo parametra p^2:

d^{mℓ}_{2n+δ} = p^{|2n|} ∞∑ j=0 [ d^{mℓ}_{2n+δ} ] 2j p^{2j}, d_δ = 1, (33)

λ^{(η)}_δ = ∞∑ j=0 [λ_δ ]_{2j} p^{2j}. (34)

P˛dstavlfflqi c˛ rozkladi posl˛dovno v koıne r˛vnfflnnffl sistemi (31), poqinaqi z n = 0, ˛ prir˛vnqi do nulffl koef˛c˛‚nti pri odnakovih stepenfflh p^2, otrimu‚mo rekurentn˛ sp˛vv˛dnoxennffl dlffl viznaqennffl koef˛c˛‚nt˛v rozklad˛v [ d^{mℓ}_{2n+δ} ] 2j ˛ [λ_δ]_{2j}. Lancıok r˛vnffln~, wo v˛dpov˛da‚ n = 0, da‚ zmogu viraziti veliqini [λ_δ]_{2j} qerez koef˛c˛‚nti [ d^{mℓ}_{±2+δ} ] 2j−4:

[λ_δ]_{2j} = −B_δ B_{1+δ} [d_{2+δ}]_{2j−4}

− E_δE_{−1+δ} [d_{−2+δ}]_{2j−4} . (35)

Koef˛c˛‚nti [ d^{mℓ}_{2n+δ} ] 2j, j ≥ 0 viznaqa‚mo posl˛dovno z rekurentnih sistem r˛vnffln~, wo v˛dpov˛dat~ n = 1, 2, . . .. Perx˛ x˛st~ koef˛c˛‚nt˛v rozkladu (34) mat~ viglffld:

[λ_δ ]_0 = (ℓ + δ) (ℓ + δ + 1) , (36)

[λ_δ ]_2 = 1 − (B_{−1+δ}E_δ + B_δ E_{1+δ}) , (37)

[λ_δ ]_4 = E_δE_{−1+δ}B_{−1+δ}B_{−2+δ} 2 (2ℓ + 2δ − 1) − B_δ B_{1+δ}E_{1+δ}E_{2+δ} 2 (2ℓ + 2δ + 3)

, (38)

[λ_δ ]_6 =

E_{1+δ}E_{2+δ}B_δ B_{1+δ} 4 (2ℓ + 2δ + 3)^2

[B_δE_{1+δ} + B_{−1+δ} E_δ − B_{1+δ} E_{2+δ} − B_{2+δ}E_{3+δ}]

+ E_δE_{−1+δ}B_{−2+δ}B_{−1+δ} 4 (2ℓ + 2δ − 1)^2

[B_δ E_{1+δ} + B_{−1+δ}E_δ − B_{−3+δ} E_{−2+δ} − B_{−2+δ} E_{−1+δ}] , (39)

[λ_δ ]_8 =

E_{1+δ}E_{2+δ}B_δ B_{1+δ} 8 (2ℓ + 2δ + 3)^2 [ − (B_{1+δ} E_{2+δ} + B_{2+δ} E_{3+δ} − B_{−1+δ}E_δ − B_δE_{1+δ})^2 2ℓ + 2δ + 3

+ B_δ B_{1+δ} E_{1+δ}E_{2+δ}

2ℓ + 2δ + 3 − B_{2+δ} B_{3+δ} E_{3+δ}E_{4+δ} 2 (2ℓ + 2δ + 5) ] + E_δE_{−1+δ}B_{−1+δ} B_{−2+δ} 8 (2ℓ + 2δ − 1)^2 × [ (E_{−1+δ}B_{−2+δ} + E_{−2+δ}B_{−3+δ} − B_{−1+δ} E_δ − B_δ E_{1+δ})^2 − E_δE_{−1+δ}B_{−1+δ} B_{−2+δ} 2ℓ + 2δ − 1 + E_{−2+δ}E_{−3+δ}B_{−3+δ}B_{−4+δ} 2 (2ℓ + 2δ − 3) ] + B_{−1+δ}B_{−2+δ} B_δ B_{1+δ} E_{−1+δ}E_δE_{1+δ}E_{2+δ} 2 (2ℓ + 2δ − 1)^2 (2ℓ + 2δ + 3)^2

, (40)

[λ_δ ]_{10} = −B_δ B_{1+δ} [d_{2+δ}]_6 − E_δE_{−1+δ} [d_{−2+δ}]_6 . (41)

Z meto ekonom˛Ý m˛scffl ostann˛ȷ koef˛c˛‚nt zapisaniȷ u term˛nah veliqin [d_{±2+δ}]_6 . Ostatoqn˛ virazi dlffl koef˛c˛‚nt˛v stepenevih rozklad˛v (33) pri n = −2, −1, 0, 1, 2 navedeno v Dodatku ¨¨.

Pereȷd˛mo teper do rozglffldu asimptotiqnoÝ poved˛nki reİulfflrnih ˛ nereİulfflrnih rad˛ffll~nih MSF ~Π^{(1,±)}_{mℓ} (x_±), ~Π^{(2,±)}_{mℓ} (x_±) pri malih znaqennfflh parametra p. Dlffl c~ogo skoristaȷmosffl Ýh rozkladami (15) ˛ (16) za rozv’fflzkami virodıenogo g˛pergeometriqnogo r˛vnfflnnffl. Zam˛n˛mo emp˛riqniȷ parametr B_{mℓ}(E, R) ˛nterpolfflc˛ȷnim mnogoqlenom

B_{mℓ} (E, R) = n^′∑

j=0 B^{(2j)}_{mℓ} p^{2j}, B^{(0)}_{mℓ} = B_{mℓ} (E, 0) (42)

(u c˛ȷ formul˛ znaqennffl verhn~ogo ˛ndeksu p˛dsumovuvannffl zb˛ga‚t~sffl z qislom vuzl˛v ˛nterpolfflc˛Ý, fflke vvaıa‚t~sffl f˛ksovanim). Za analog˛‚ z (33), xukatimemo koef˛c˛‚nti rozklad˛v (15), (16) u viglffld˛ stepenevih rffld˛v:

h^{(±)}_s = p^{|s|} ∞∑ j=0 [ h^{(±)}_s ] 2j p^{2j},

h̃^{(±)}_s = p^{|s| ∞} ∑ j=0 [ h̃^{(±)}_s ] 2j p^{2j}. (43)

Koef˛c˛‚nti cih rffld˛v znahodimo posl˛dovno z rekurentnih r˛vnffln~ (17), (18) p˛slffl p˛dstanovki v nih rozklad˛v (42), (34) dlffl B_{mℓ}(E, R) ta vlasnih znaqen~ λ_{mℓ}(p^2) zadaq˛ Xturma–L˛uv˛llffl, wo viznaqa‚ splsnut˛ kutov˛ sferoÝdal~n˛ funkc˛Ý S̄_{mℓ}(p, η). vn˛ virazi veliqin [ h^{(±)}s ] 2j , [ h̃^{(±)}_s ] 2j dovol˛ grom˛z-

dk˛, ˛ mi ne budemo Ýh tut navoditi.

IV. ASIMPTOTIQN¨ ZOBRA”ENN HVIL^OVIH FUNKC¨„ ¨ FUNKC¨Õ ŢR¨NA

MOLEKULRNOGO POTENC¨LU SA„MONSA

Otrimaniȷ viraz (6), (24) dlffl funkc˛Ý Ţr˛na MPS (4) nezruqniȷ tim, wo ma‚ vel~mi skladnu anal˛- tiqnu strukturu ˛ navrffld qi pridatniȷ dlffl povn˛st anal˛tiqnih rozrahunk˛v. Tomu prirodnim ‚ baıannffl po zmoz˛ sprostiti ȷogo hoqa b u defflkih graniqnih vipadkah. ¨nakxe kaıuqi, naxa naȷbliıqa zadaqa polfflga‚ v poxuku prost˛xih (“roboqih”) zobraıen~ funkc˛Ý G_E (r, r^′; R). Tak˛ zobraıennffl G_E (r, r^′; R) vifflvlfflt~sffl korisnimi pri rozv’fflzann˛ bagat~oh zadaq atomno-molekulfflrnoÝ f˛- ziki ˛ peredus˛m pri rozrahunkah za teor˛‚ zburen~ bagatofotonnih proces˛v na dvoatomnih molekulah [5,6] ta pri dosl˛dıennfflh elementarnih atomnomolekulfflrnih proces˛v z˛tknennffl [16]. C˛ zadaq˛ mat~ specif˛qnu osobliv˛st~, fflka znaqno sprowu‚ obqislennffl ˛ pov’fflzana z tim, wo osnovniȷ vnesok u dipol~n˛ matriqn˛ elementi elektromagnetnih perehod˛v dat~ d˛lfflnki velikih v˛ddaleȷ v˛d k˛stfflka molekuli. Ostannffl obstavina v˛dkriva‚ moılivost˛ dlffl radikal~nogo sprowennffl r˛vnfflnnffl (9) ˛ vodnoqas vipravdovu‚ pobudovan˛ niıqe asimptotiqn˛ zobraıennffl dlffl rad˛ffll~noÝ funkc˛Ý Ţr˛na G_{mℓ}(ξ, ξ^′; E). ÕÝ zazviqaȷ priȷmat~ ˛ fflk ˛ntuÝtivne obİruntuvannffl vih˛dnih pripuwen~ u metod˛ kvantovogo defektu [5] ta nabliıenn˛ model~nogo potenc˛ffllu [6].

Keruqis~ cimi m˛rkuvannfflmi, rozklademo drugiȷ operatorniȷ dodanok pQ_±(x_±) u r˛vnfflnn˛ (12) u rffld za stepenfflmi v˛dnoxennffl R/x_±, fflke, za pripuwennfflm, male pri x_± ≫ R. Nehtuqi qlenami porffldku O(R/x_±) ˛ viwe, prihodimo do r˛vnfflnnffl T_μR (x_±) = 0, dvoma l˛n˛ȷno nezaleınimi rozv’fflzkami fflkogo ‚ funkc˛Ý R^{(1)}_μ (x_±) ˛ R^{(2)}_μ (x_±); veliqinu μ = μ_{mℓ}(E, R) viznaqa‚mo z˛ sp˛vv˛dnoxennffl μ(μ + 1) = A_{mℓ}(p^2). D˛qi dal˛ standartno [9], dlffl rozv’fflzku G_{mℓ}(ξ, ξ^′; E) r˛vnfflnnffl (8) otrima‚mo v rezul~- tat˛ neskladnih obqislen~ take asimptotiqne (pri velikih x_±, x^′_± ≫ R) zobraıennffl v term˛nah virodıenih g˛pergeometriqnih funkc˛ȷ:

G_{mℓ} (ξ, ξ^′; E) = 8Z α ( x_∓x^′_∓ x_±x^′_± )_{m/2} g_{mℓ} ( x_±, x^′_±; E ) , (44)

g_{mℓ} ( x_±, x^′_±; E ) = Γ (μ + 1 − α) Γ (2μ + 2) ( 4x_±x^′_± )_μ

× exp ( −x_± + x^′_± ) Φ(μ + 1 − α, 2μ + 2, 2x_{±<})

×Ψ(μ + 1 − α, 2μ + 2, 2x_{±>}), (45)

de x_{±<} = min(x_±, x^′_±), x_{±>} = max(x_±, x^′_±). Urahovuqi zv’fflzok virodıenih g˛pergeometriqnih funkc˛ȷ Φ, Ψ z funkc˛fflmi V˛ttekera M, W [15], pravu qastinu (45) moına zapisati takoı u viglffld˛

g_{mℓ} ( x_±, x^′_±; E ) = 1 4x_±x^′_± Γ (μ + 1 − α) Γ (2μ + 2)

×M_{α,μ+} 1_2 (2x_{±<})W_{α,μ+} 1_2 (2x_{±>}). (46)

Obidv˛ naveden˛ formi zapisu G_{mℓ} (ξ, ξ^′; E) nezruqn˛ dlffl anal˛tiqnih rozrahunk˛v tim, wo m˛stfflt~ nesimetriqniȷ za arİumentami x_± ˛ x^′_± mnoınik g_{mℓ}(x_±, x^′_±; E) ((45) ˛ (46)). Na priklad˛ kulon˛vs~- koÝ funkc˛Ý Ţr˛na Gostler [2] pokazav, wo simetr˛ffl za zm˛nnimi x_± ˛ x^′_± v˛dnovl‚t~sffl v fflvnomu viglffld˛, fflkwo dlffl dobutku funkc˛ȷ V˛ttekera skoristatisffl ˛nteİral~nim zobraıennfflm, fflke znaȷxov Buhgol~c [17]:

Γ (μ + 1 − α) Γ (2μ + 2) M_{α,μ+1/2} (at) W_{α,μ+1/2} (bt)

= t √ ab ∞∫ 0 exp [ − t 2 (a + b) cosh u ]

× ( coth u 2 )_{2α} I_{2μ+1} ( t √ ab sinh u ) du, (47)

de I_{2μ+1} — modif˛kovana funkc˛ffl Besselffl v˛d ufflvnogo arİumentu. ¨nteİral u (47) ˛snu‚ za umovi Re(μ+ 1 − α) > 0; fflkwo cffl umova ne vikonu‚t~sffl, to sl˛d rozglffldati ˛nteİral za konturom u kompleksn˛ȷ plowin˛, wo otoqu‚ toqku u = 0. Z dvoh ostann˛h formul vipliva‚ vdale simetriqne (wodo x_± ˛ x^′_±) zobraıennffl g_{mℓ}(x_±, x^′_±; E) v ˛nteİral~n˛ȷ form˛:

g_{mℓ} ( x_±, x^′_±; E ) = 1 2 √ x_±x^′_±

× ∞∫ 0 exp [ − ( x_± + x^′_± ) cosh u ] ( coth u 2 )_{2α}

×I_{2μ+1} ( 2 √ x_±x^′_± sinh u ) du. (48)

Dewo ˛nxiȷ klas zobraıen~ dlffl rad˛ffll~noÝ funkc˛Ý Ţr˛na G_{mℓ} (ξ, ξ^′; E) moına otrimati, fflkwo vrahuvati, wo modif˛kovana funkc˛ffl Besselffl I_{2μ+1} p˛d znakom ˛nteİrala v (48) ‚ b˛l˛n˛ȷno İeneruqo funkc˛‚ dlffl pol˛nom˛v Laİerra L^{2μ+1}_n (tak zvana formula G˛lle–Gard˛ [15]):

I_{2μ+1} ( 2 √ xyz 1 − z ) = (1 − z)(xyz)^{μ+1/2} exp ( z(x + y) 1 + z )

× ∞∑ n=0 n!z^n Γ (n + 2 + 2μ)

L^{2μ+1}_n (x)L^{2μ+1}_n (y). (49)

P˛dstavlfflqi (49) v (48), otrimu‚mo p˛slffl ˛nteİruvannffl za u viraz dlffl g_{mℓ}(x_±, x^′_±; E) u viglffld˛ simetriqnogo (wodo zm˛nnih x_± ˛ x^′_±) rffldu za pol˛nomami Laİerra:

g_{mℓ} ( x_±, x^′_±; E ) = ∞∑ n=0 S_n(2x_±)S_n(2x^′_±) 1 + n + μ − α

, (50)

S_n(2x_±) = √ n! Γ(n + 2 + 2μ)

(2x_±)^μe^{−x±} L^{2μ+1}_n (2x_±); (51)

tut pripuska‚mo, wo E < 0. Pri Reα > 0, x_+ > 2p ˛ x_− > 0 rffld (50) absoltno zb˛ga‚t~sffl fflk n^{−3/2}. Otrimane zobraıennffl (44),(50) rad˛ffll~noÝ funkc˛Ý Ţr˛na robit~ fflvno ÝÝ polsnu strukturu fflk funkc˛Ý ener- İetiqnogo parametra α.

Nevaıko pom˛titi, wo oznaqeniȷ formulami (6), (44) ˛ (50) rozklad ‚ spektral~nim rozkladom dvocentrovoÝ funkc˛Ý Ţr˛na G_E (r, r^′; R) za tak zvanimi xturm˛vs~kimi funkc˛fflmi S_n(2x_±). Por˛vnfflno z˛ standartnim spektral~nim rozkladom perevaga xturm˛vs~kogo rffldu (50) polfflga‚ v tomu, wo v˛n ne m˛stit~ kontinuumu, a koıniȷ z ȷogo qlen˛v ma‚ pravil~nu asimptotiku na nesk˛nqennost˛, fflka zabezpequ‚ xvidku zb˛ın˛st~ rffldu.

Principova moıliv˛st~ zastosuvannffl metodu xturm˛vs~kih rozklad˛v dlffl rozrahunku dvocentrovih sistem bula vstanovlena u prac˛ [18]. Uzagal~- nena zadaqa na vlasn˛ znaqennffl α = 2Z/ √ −2E, fflka zv’fflzana z rad˛ffll~nim r˛vnfflnnfflm (9) pri f˛ksovanomu znaqenn˛ staloÝ v˛dokremlennffl λ_{mℓ}, ma‚ qisto diskretniȷ spektr, a v˛dpov˛dna sistema vlasnih funkc˛ȷ ‚ povno. Dlffl n-go vlasnogo znaqennffl α_{nmℓ} v asimptotiqn˛ȷ d˛lfflnc˛ velikih znaqen~ n spravedliva kvaz˛klasiqna oc˛nka

α_{nmℓ} = n + μ_{mℓ} + 1 + p^2O ( 1 n ) , n ≫ 1, μ_{mℓ}(μ_{mℓ} + 1) = A_{mℓ} (52)

(tut n prob˛ga‚ natural~niȷ rffld qisel), fflku moına otrimati za dopomogo metodu etalonnih r˛vnffln~ [1,18]. U granic˛ p → 0 ce sp˛vv˛dnoxennffl sta‚ toqnim.

Provedeniȷ rozglffld pokazu‚, wo pri velikih kvantovih qislah n vlasn˛ znaqennffl α_{nmℓ} r˛vnfflnnffl (9) stat~ ekv˛distantnimi, a vs˛ xturm˛vs~k˛ vlasn˛ funkc˛Ý S_n(2x_±) mat~ odnakovu asimptotiku na nesk˛nqennost˛.

Polsi virazu (50) v kompleksn˛ȷ plowin˛ zm˛nnoÝ α viznaqat~ enerİetiqn˛ r˛vn˛ E_{nmℓ}(R) v MPS (4) fflk funkc˛Ý m˛ı’ffldernoÝ v˛dstan˛ R. Lixki funkc˛Ý Ţr˛na G_E (r, r^′; R) u polsah E = E_{nmℓ} (R) dat~ dobutok normovanih vlasnih funkc˛ȷ diskretnogo spektra Ψ_{nmℓ} (r; R) Ψ^∗_{nmℓ} (r^′; R); dlffl funkc˛Ý Ψ_{nmℓ} (r; R) ostatoqno otrima‚mo

Ψ_{nmℓ} (r; R) =

2(2Z)^{3/2} α^2_{nmℓ} ( x_∓ x_± )_{m/2}

× S_n (2x_±) S̄_{mℓ} (p, η) e^{imφ} √ 2π , (53)

abo v ekv˛valentn˛ȷ form˛

Ψ_{nmℓ} (r; R) = ( x_∓ x_± )_{m/2} R_{αnmℓμnmℓ} (x_±)

×S̄_{mℓ} (p, η) e^{imφ} √ 2π , (54)

R_{αμ} (x_±) =

2 (2Z)^{3/2} α^2Γ (2μ + 2) [ Γ (α + μ + 1) Γ (α − μ) ]_{1/2} (2x_±)^μ

×e^{−x±} Φ(−α + μ + 1, 2μ + 2, 2x_±). (55)

Parametr μ = μ_{mℓ} (E) ‚ pov˛l~no zm˛nno funkc˛‚ enerİ˛Ý ˛, za analog˛‚ z kvantovim defektom [5], viznaqa‚t~sffl z˛ sp˛vv˛dnoxennffl

μ_{mℓ} (E_{nmℓ}) = Z [ − 1 2 E_{nmℓ} (R) ]_{−1/2} − n − 1, n = 0, 1, 2, . . ., (56) de E_{nmℓ} (R) — diskretniȷ enerİetiqniȷ spektr dvoatomnoÝ sistemi, fflkiȷ u bagat~oh vipadkah v˛domiȷ z eksperimentu abo rozrahovaniȷ qisel~no [1,4,7]. Metodom, zaproponovanim u prac˛ [29], moına pokazati, wo v nabliıenn˛ ob’‚dnanogo atoma (R ≪ 1) funkc˛ffl μ = μ_{mℓ} (α_{nmℓ}, p) zobraıa‚t~sffl fflk asimptotiqniȷ rffld za stepenfflmi p:

μ_{mℓ} (p, α_{nmℓ}) = ℓ + 2p^2 α^2_{nmℓ} [ ℓ (ℓ + 1) − 3m^2 ] (2ℓ + 1) ℓ (ℓ + 1) (2ℓ − 1) (2ℓ + 3) + O ( p^4 ) . (57)

Nezvaıaqi na te, wo viwe bulo oderıano dek˛l~ka r˛znih za funkc˛onal~nim viglffldom asimptotiqnih formul dlffl G_{mℓ} (ξ, ξ; E), vaıko nadati perevagu fflk˛ȷs~ ˛z nih, osk˛l~ki pri rozv’fflzann˛ konkretnih zadaq ˛z vikoristannfflm tehn˛ki funkc˛ȷ Ţr˛na vdaliȷ vib˛r zobraıennffl dlffl G_{mℓ} (ξ, ξ; E) v˛d˛gra‚ sutt‚vu, a ˛nod˛ ȷ vir˛xal~nu rol~ v otrimann˛ ostatoqnogo rezul~tatu v anal˛tiqnomu viglffld˛. Vlasne tomu mi zaraz, ne zvertaqis~ do znaȷdenih u rozd˛l˛ 2 toqnih rozv’fflzk˛v, oderıimo we k˛l~ka dovol˛ prostih asimptotiqnih zobraıen~ funkc˛Ý G_{mℓ} (ξ, ξ; E)

dlffl d˛lfflnki koordinat ξ, ξ^′ >> √ (α/2Z)^2 + 1. Z c˛‚ meto povern˛mosffl do vih˛dnogo r˛vnfflnnffl (8) ˛ zved˛mo ȷogo do standartnoÝ formi, fflka ne m˛stit~ perxih poh˛dnih ˛ tim samim ‚ zruqn˛xo pri formulvann˛ r˛znih nabliıen~. Dlffl c~ogo pereȷd˛mo v r˛vnfflnn˛ (8) do novih nezaleınih zm˛nnih x, x^′ ta do novoÝ xukanoÝ funkc˛Ý G_{mℓ} (x, x^′; E) za formulami

G_{mℓ} (ξ, ξ^′; E) = 8Z α G_{mℓ} (x, x^′; E) xx^′ [(1 + 4p^2/x^2) (1 + 4p^2/x^{′2})]^{1/4} ,

x = 2p √ ξ^2 − 1, x^′ = 2p √ ξ^{′2} − 1, 0 ≤ x, x^′ < ∞. (58) P˛dstanovka c~ogo virazu v r˛vnfflnnffl (8) da‚ neodnor˛dne r˛vnfflnnffl dlffl nev˛domoÝ funkc˛Ý G_{mℓ} (x, x^′; E):

{ d^2 dx^2 − 1 4 + α √ x^2 + 4p^2 − μ̃ (μ̃ + 1) x^2 + 4p^2 − p^2(4m^2 − 1) x^2(x^2 + 4p^2) − 3p^2 (x^2 + 4p^2)^2 } × G_{mℓ} (x, x^′; E) = δ(x − x^′). (59)

Ce toqne r˛vnfflnnffl dlffl funkc˛Ý Ţr˛na G_{mℓ} (x, x^′; E) navrffld qi p˛dda‚t~sffl toqnomu anal˛tiqnomu rozv’fflzann. Z ˛nxogo boku, d˛qi, fflk ˛ v r˛vnfflnn˛ (12), ȷogo moına sutt‚vo sprostiti v asimptotiqn˛ȷ d˛lfflnc˛ velikih v˛dstaneȷ v˛d k˛stfflka kvaz˛molekuli. U c˛ȷ d˛- lfflnc˛ v˛dnoxennffl R/x ‚ malim, ˛ za nim moına vesti rozklad u stepeneviȷ rffld. Vikonuqi c standartnu proceduru v r˛vnfflnn˛ (59) ˛ obmeıuqis~ urahuvannfflm qlen˛v, wo proporc˛ȷn˛ perxomu ta drugomu stepenfflm R/x, prihodimo do r˛vnfflnnffl V˛ttekera z δpod˛bno osobliv˛st v prav˛ȷ qastin˛. Rozv’fflzuqi ȷogo standartnimi metodami [10] ˛ vikoristovuqi znaqennffl vronsk˛fflna funkc˛ȷ V˛ttekera M_{α,μ̃+} 1_2 (x)˛ W_{α,μ̃+} 1_2 (x), oderıu‚mo takiȷ viraz dlffl odnovim˛rnoÝ funkc˛Ý Ţr˛na G_{mℓ} (x, x^′; E):

G_{mℓ} (x, x^′; E) = Γ (−α + ~μ + 1) Γ (2~μ + 2) ×M_{α,~μ+1/2} (x_<) W_{α,~μ+1/2} (x_>) . (60)

D˛qi teper za shemo, navedeno viwe pri vivedenn˛ formul (48) ˛ (50), prihodimo do zobraıennffl funkc˛Ý G_{mℓ} (x, x^′; E) v ˛nteİral~n˛ȷ form˛

G_{mℓ} (x, x^′; E) = √ xx^′ ∞∫ 0 exp [ − x + x^′ 2 cosh u ]

× ( coth u 2 )_{2α} I_{2~μ+1} (√ xx^′ sinh u ) du (61)

˛ u viglffld˛ xturm˛vs~kogo rozkladu za pol˛nomami Laİerra

G_{mℓ} (x, x^′; E) = ∞∑ n=0 ~S_n (x) ~S_n (x′) 1 + n + ~μ − α , (62)

~S_n(x) = √ n! Γ(n + 2 + 2μ̃) x^{μ̃+1}e^{−x/2}L^{2μ̃+1}_n (x). (63)

Sl˛d mati na uvaz˛, wo vs˛ c˛ zobraıennffl pridatn˛ dlffl zastosuvan~ lixe pri ne nadto malih znaqennfflh arİument˛v (b˛l~xih v˛d m˛ıcentrovoÝ v˛dstan˛: x, x^′ > R) ˛ mat~ taku ı toqn˛st~, wo ȷ otriman˛ viwe asimptotiqn˛ formuli (44)–(50).

Normovan˛ odnoelektronn˛ hvil~ov˛ funkc˛Ý diskretnogo spektra MPS (4) viznaqa‚mo z lixk˛v funkc˛Ý Ţr˛na G_E (r, r^′; R) u v˛dpov˛dnih polsah:

Ψ_{nmℓ} (r; R) =

2(2Z)^{3/2} α^2x(1 + 4p^2/x^2)^{1/4} × ~S_n (x) S̄_{mℓ} (p, η) e^{imφ} √ 2π , (64)

Ψ_{nmℓ} (r; R) =

2(2Z)^{3/2} α^2 √ Γ (α + μ̃ + 1) Γ (α − μ̃) × Q_{αμ̃} (p, x) S̄_{mℓ} (p, η) e^{imφ} √ 2π , (65)

Q_{αμ̃} (p, x) = W_{α,μ̃+} 1_2 (x)

x (1 + 4p^2/x^2)^{1/4} ,

α ≡ α_{nmℓ} = 2Z √ −2E_{nmℓ} (R) ,

~μ ≡ ~μ_{mℓ} (E_{nmℓ}) = Z [ − 1 2 E_{nmℓ}(R) ]_{−1/2} − n − 1, n = 0, 1, 2, ... (66)

Z oderıanih viwe asimptotiqnih formul vidno, wo v priȷnffltomu nabliıenn˛ hvil~ov˛ funkc˛Ý ta funkc˛ffl Ţr˛na model~nogo potenc˛ffllu (4) takoı moıut~ buti zapisan˛ v dostatn~o prostomu viglffld˛ z neznaqnimi uskladnennfflmi por˛vnfflno z gostler˛vs~- kim zobraıennfflm kulon˛vs~koÝ funkc˛Ý Ţr˛na [2].

Oqevidno, wo sukupn˛st~ hvil~ovih funkc˛ȷ model~nogo potenc˛ffllu (4) ne utvor‚ ortogonal~nogo naboru, osk˛l~ki koına z nih v˛dpov˛da‚ r˛znim znaqennfflm B_{mℓ} v potenc˛ffll˛. Koli vs˛ parametri B_{mℓ} odnakov˛ (B_{mℓ} = B_0), nesk˛nqenna suma v (4) ekv˛valentna operatorov˛ mnoıennffl na B_0/2r_1r_2. Hvil~ov˛ funkc˛Ý v takomu potenc˛ffll˛ utvort~ povniȷ ortogonal~niȷ nab˛r vlasnih funkc˛ȷ. Dlffl f˛ksovanogo znaqennffl B_{mℓ} = B_0 > 0 formuli (6), (58) ˛ (60) v˛dtvort~ u granic˛ ob’‚dnanogo atoma (R → 0) v˛- domiȷ rezul~tat roboti [10] dlffl funkc˛Ý Ţr˛na uzagal~nenoÝ zadaq˛ Keplera [31] (faktiqno ȷdet~sffl pro molekulfflrniȷ potenc˛ffll Kratcera).

Zaverxuqi ceȷ rozd˛l, v˛dznaqimo, wo, na v˛dm˛nu v˛d sferiqno-simetriqnih zadaq, enerİ˛ffl E vhodit~ ne t˛l~ki v rad˛ffll~ne r˛vnfflnnffl (8), ale ȷ u kutove dlffl splsnutih kutovih sferoÝdal~nih funkc˛ȷ. Pri c~omu specif˛ka silovogo polffl dvoatomnih sistem vrahovu‚t~sffl u vikoristovuvanomu tut metod˛ model~nogo potenc˛ffllu viborom sferoÝdal~- noÝ sistemi koordinat, nelokal~nim harakterom model~nogo potenc˛ffllu (4) za kutovimi zm˛nnimi η ˛ φ (operator P̂_{mℓ} v (4)) ˛ zaleın˛st rad˛ffll~noÝ funkc˛Ý Ţr˛na G_{mℓ} (ξ, ξ^′; E) v˛d m˛ı’ffldernoÝ v˛dstan˛ R qerez parametri λ_{mℓ}(p^2) ˛ B_{mℓ}(E, R). We odn˛‚ perevago c~ogo metodu ‚ te, wo v˛n bez sutt‚vogo zb˛l~xennffl obqislval~nih trudnow˛v dozvolffl‚ otrimati prinaȷmn˛ fflk˛sno pravil~nu kartinu odnoelektronnih term˛v dlffl takih sistem, dlffl fflkih rozrahunki za metodom Gartr˛–Foka poki wo v˛dsutn˛.

Nezaȷvim bude v˛dznaqiti, wo v l˛teratur˛ takoı obgovorvali spos˛b rozv’fflzuvannffl neodnor˛dnih r˛vnffln~ teor˛Ý zburen~, pov’fflzaniȷ ˛z zastosuvannfflm metodu T˛mana–Xvarca (div., napriklad, [25–27]). Formal~no c˛ p˛dhodi ekv˛valentn˛, ale metod funkc˛Ý

Ţr˛na ma‚ tu oqevidnu perevagu, wo v˛n v˛domiȷ u r˛znih rozd˛lah f˛ziki, un˛versal~niȷ u svoÝh zastosuvannfflh, a ˛nteİral~n˛ zobraıennffl (48), (61) ˛ xturm˛vs~k˛ rozkladi (50), (62) bezposeredn~o vikoristovut~ dobre rozvineniȷ matematiqniȷ aparat viwih transcendentnih funkc˛ȷ.

Robota vikonana za qastkovoÝ f˛nansovoÝ p˛dtrimki m˛ınarodnoÝ asoc˛fflc˛Ý INTAS (Ţrant 99-01326).

Dodatok I

Podamo tut shemu vivedennffl rekurentnih formul dlffl bazisnih funkc˛ȷ R^{(1,2)}_s (x):

R^{(i)}_s (x) = x ( A^{(i)}R^{(i)}_{s−1} (x) + B^{(i)}R^{(i)}_s (x) + C^{(i)}R^{(i)}_{s+1} (x) ) , i = 1, 2, (DI.1)

dR^{(i)}_s (x) dx = K^{(i)}R^{(i)}_{s−1} (x) + L^{(i)}R^{(i)}_s (x) + M^{(i)}R^{(i)}_{s+1} (x) , i = 1, 2. (DI.2)

Wob otrimati koef˛c˛‚nti cih sp˛vv˛dnoxen~, vihodimo z ˛nteİral~nih zobraıen~ dlffl bazisnih funkc˛ȷ R^{(1)}s (x) ˛ R^{(2)}s (x) [15]:

R^{(1)}_s (x) =

Γ (2s + 2) x^se^{−s} Γ (−α + s + 1) Γ (α + s + 1) 1∫ 0 e^{2xu}u^{−α+s} (1 − u)^{α+s}du, (DI.3)

R^{(2)}_s (x) = x^se^{−x} Γ (−α + s + 1) ∞∫ 0 e^{−2xu}u^{−α+s} (1 + u)^{α+s}du. (DI.4)

kwo zam˛niti v (DI.1), (DI.2) funkc˛Ý R^{(1)}_s (x), R^{(2)}_s (x), R^{(1)}_{s±1} (x) ˛ R^{(2)}_{s±1} (x) Ýhn˛mi ˛nteİral~nimi zobraıennfflmi (DI.3), (DI.4), to poqlennim ˛nteİruvannfflm qastinami moına zr˛vnfflti pokazniki stepenffl x u koınomu z dodank˛v pravoÝ ȷ l˛voÝ qastin (DI.1), (DI.2). Ob’‚dnuqi pot˛m koef˛c˛‚nti pri odnakovih p˛d˛nteİral~nih funkc˛fflh ˛ prir˛vnqi Ýh do nulffl, znahodimo

A^{(1)} = 1, B^{(1)} = α s (s + 1) ,

C^{(1)} = α^2 − (s + 1)^2 (s + 1)^2 (2s + 1) (2s + 3) ,

K^{(1)} = s, L^{(1)} = 0,

M^{(1)} = − α^2 − (s + 1)^2 (s + 1) (2s + 1) (2s + 3) ,

A^{(2)} = − α + s 2s (2s + 1)

, B^{(2)} = α s (s + 1) ,

C^{(2)} =

2 (−α + s + 1) (s + 1) (2s + 1)

, K^{(2)} = − α + s 2 (2s + 1) ,

L^{(2)} = 0, M^{(2)} = −

2 (s − α + 1) 2s + 1 .

Dodatok II

Navedemo tut ostatoqn˛ virazi dlffl koef˛c˛‚nt˛v stepenevih rozklad˛v (33) pri n = −2, −1, 0, 1, 2:

[d_{2+δ}]_0 =

E_{1+δ}E_{2+δ} 2 (2ℓ + 2δ + 3) ,

[d_{2+δ}]_2 =

E_{1+δ}E_{2+δ} 4 (2ℓ + 2δ + 3)^2

[B_{1+δ} E_{2+δ} + B_{2+δ} E_{3+δ} − B_{−1+δ}E_δ − B_δ E_{1+δ}] ,

[d_{2+δ}]_4 =

E_{1+δ}E_{2+δ} 8 (2ℓ + 2δ + 3)^2 [ (B_{1+δ}E_{2+δ} + B_{2+δ} E_{3+δ} − B_{−1+δ} E_δ − B_δE_{1+δ})^2 2ℓ + 2δ + 3 −

− B_δ B_{1+δ}E_{1+δ}E_{2+δ}

2ℓ + 2δ + 3 + E_δE_{−1+δ}B_{−1+δ}B_{−2+δ} 2ℓ + 2δ − 1 + B_{2+δ}B_{3+δ} E_{3+δ}E_{4+δ} 2 (2ℓ + 2δ + 5) ] ,

[d_{2+δ}]_6 =

E_{1+δ}E_{2+δ} 16(2ℓ + 2δ + 3)^2 [ B_{1+δ} E_{2+δ} + B_{2+δ} E_{3+δ} − B_{−1+δ}E_δ − B_δ E_{1+δ} 2ℓ + 2δ + 3 × ( 2E_δE_{−1+δ}B_{−1+δ}B_{−2+δ} 2ℓ + 2δ − 1 + B_{2+δ} B_{3+δ}E_{3+δ}E_{4+δ} 2ℓ + 2δ + 5 + (B_{1+δ} E_{2+δ} + B_{2+δ} E_{3+δ} − B_{−1+δ}E_δ − B_δ E_{1+δ})^2 − 3B_δB_{1+δ} E_{1+δ}E_{2+δ} 2ℓ + 2δ + 3 )

+ B_{2+δ}B_{3+δ} E_{3+δ}E_{4+δ}

4(2ℓ + 2δ + 5)^2

(B_{3+δ} E_{4+δ} + B_{4+δ} E_{5+δ} − B_{−1+δ}E_δ − B_δ E_{1+δ})

+ E_δE_{−1+δ}B_{−1+δ} B_{−2+δ} (2ℓ + 2δ − 1)^2

(B_δ E_{1+δ} + B_{−1+δ} E_δ − B_{−3+δ} E_{−2+δ} − B_{−2+δ}E_{−1+δ}) ] ,

[d_{4+δ}]_0 =

E_{1+δ}E_{2+δ}E_{3+δ}E_{4+δ} 8 (2ℓ + 2δ + 3) (2ℓ + 2δ + 5) ,

[d_{4+δ}]_2 =

E_{1+δ}E_{2+δ}E_{3+δ}E_{4+δ} 16 (2ℓ + 2δ + 3) (2ℓ + 2δ + 5) [ B_{3+δ}E_{4+δ} + B_{4+δ} E_{5+δ} − B_{−1+δ} E_δ − B_δE_{1+δ} 2 (2ℓ + 2δ + 5) + B_{1+δ}E_{2+δ} + B_{2+δ} E_{3+δ} − B_{−1+δ} E_δ − B_δE_{1+δ} (2ℓ + 2δ + 3) ] ,

[d_{−2+δ}]_0 = − B_{−2+δ} B_{−1+δ} 2(2ℓ + 2δ − 1) ,

[d_{−2+δ}]_2 = B_{−2+δ} B_{−1+δ} 4(2ℓ + 2δ − 1)^2

[B_{−3+δ} E_{−2+δ} + B_{−2+δ} E_{−1+δ} − B_{−1+δ} E_δ − B_δE_{1+δ}] ,

[d_{−2+δ}]_4 = B_{−1+δ} B_{−2+δ} 8(2ℓ + 2δ − 1)^2 [ − B_δ B_{1+δ} E_{1+δ}E_{2+δ}

2ℓ + 2δ + 3 − E_{−2+δ}E_{−3+δ}B_{−3+δ} B_{−4+δ} 2(2ℓ + 2δ − 3) + E_δE_{−1+δ}B_{−1+δ} B_{−2+δ} − (B_{−3+δ}E_{−2+δ} + B_{−2+δ} E_{−1+δ} − B_{−1+δ} E_δ − B_δ E_{1+δ})^2 2ℓ + 2δ − 1 ] ,

[d_{−2+δ}]_6 = B_{−1+δ}B_{−2+δ} 16(2ℓ + 2δ − 1)^2 [ E_{−1+δ}B_{−2+δ} + E_{−2+δ}B_{−3+δ} − B_δ E_{1+δ} − E_δB_{−1+δ} 2ℓ + 2δ − 1 × ( 2B_δ B_{1+δ}E_{1+δ}E_{2+δ} 2ℓ + 2δ + 3 + E_{−2+δ}E_{−3+δ}B_{−3+δ}B_{−4+δ} 2ℓ + 2δ − 3 + (E_{−1+δ}B_{−2+δ} + E_{−2+δ}B_{−3+δ} − B_δ E_{1+δ} − E_δB_{−1+δ})^2 − 3E_δE_{−1+δ}B_{−1+δ} B_{−2+δ} 2ℓ + 2δ − 1 )

+ E_{1+δ}E_{2+δ}B_δB_{1+δ}

(2ℓ + 2δ + 3)^2

(B_{−1+δ} E_δ + B_δ E_{1+δ} − B_{1+δ}E_{2+δ} − B_{2+δ} E_{3+δ})

+ E_{−2+δ}E_{−3+δ}B_{−3+δ}B_{−4+δ} 4(2ℓ + 2δ − 3)^2

(E_{−3+δ}B_{−4+δ} + E_{−4+δ}B_{−5+δ} − B_δE_{1+δ} − B_{−1+δ} E_δ) ] ,

[d_{−4+δ}]_0 = B_{−1+δ} B_{−2+δ} B_{−3+δ}B_{−4+δ} 8 (2ℓ + 2δ − 1) (2ℓ + 2δ − 3) ,

[d_{−4+δ}]_2 = − B_{−1+δ} B_{−2+δ}B_{−3+δ} B_{−4+δ} 16 (2ℓ + 2δ − 1) (2ℓ + 2δ − 3) [ B_{−5+δ} E_{−4+δ} + B_{−4+δ} E_{−3+δ} − B_{−1+δ}E_δ − B_δ E_{1+δ} 2 (2ℓ + 2δ − 3) + B_{−3+δ} E_{−2+δ} + B_{−2+δ} E_{−1+δ} − B_{−1+δ} E_δ − B_δE_{1+δ} (2ℓ + 2δ − 1) ] .

[1] I. V. Komarov, L. I. Ponomarev, S. “. Slavfflnov, Sferoidal~nye i kulonovskie sferoidal~nye funkcii (Nauka, Moskva, 1976).

[2] L. Hostler, R. K. Pratt, Phys. Rev. Lett. 10, 469 (1963);

L. Hostler, J. Math. Phys. 5, 591 (1964). [3] B. J. Laurenzi, J. Chem. Phys. 55, 2681 (1971). [4] K. Flammer, Tablicy volnovyh sferoidal~nyh funkciȷ (VC AN SSSR, 1962).

[5] V. A. Davydkin, L. P. Rapoport, J. Phys. B 7, 1101 (1974).

[6] N. L. Manakov, V. D. Ovsiannikov, Phys. Lett. A 58, 385 (1976).

[7] S. I. Vinnickiȷ, L. I. Ponomarev, Fiz. ¸lem. qastic at. ffldra 13, 1337 (1982).

[8] T. P. Grozdanov, R. K. Janev, V. Yu. Lazur, Phys. Rev.

A 32, 3425 (1985); V. “. Lazur, “. “. Maxika, R. K. nev, T. P. Grozdanov, Teor. mat. fiz. 87, 97 (1991).

[9] F. Mors, G. Fexbah, Metody teoretiqeskoȷ fiziki T.1 (Inost. lit., Moskva, 1958).

[10] V. L. Bahrah, S. I. Vetqinkin, Teor. mat. fiz. 6, 392 (1971).

[11] S. V. Hristenko, Teor. mat. fiz. 22, 31 (1975). [12] V. L. Bahrah, S. I. Vetqinkin, S. V. Hristenko, Teor. mat. fiz. 12, 223 (1972).

[13] S. I. Vetqinkin, V. L. Bahrah, Opt. spektroskop. 34, 247 (1973).

[14] S. I. Vetqinkin, V. L. Bahrah, I. M. Umanskiȷ, A. D. Stepuhoviq, Opt. spektroskop. 48, 49 (1980).

[15] G. Beȷtmen, A. ~rdeȷi, Vysxie transcendentnye funkcii T.1 [Perevod s angliȷskogo (Nauka, Moskva, 1973)].

[16] V. “. Lazur, T. P. Grozdanov, R. K. nev, Him. fiz.

5, 471 (1986).

[17] H. Buchholg, Die konfluente hypergeometrische Function (Berlin, 1953).

[18] A. I. Xerstk, Opt. spektroskop. 38, 1040 (1975). [19] S. V. Khristenko, A. I. Maslov, V. P. Shevelko, Molecules and Their Spectroscopic Properties (Springer, Berlin, Heidelberg, 1998).

[20] R. S. Mulliken, Phys. Rev. 32, 186 (1928). [21] C. C. Roothan, Rev. Mod. Phys. 32, 179 (1960). [22] Dı. Sl¸ter, ~lektronnaffl struktura molekul (Mir, Moskva, 1965).

[23] R. Mak-Vini, B. Satklif, Kvantovaffl mehanika molekul (Mir, Moskva, 1972).

[24] E. E. Nikitin, S. . Umanskiȷ, Neadiabatiqeskie perehody pri medlennyh atomnyh stolknovenifflh (Atomizdat, Moskva, 1979).

[25] Ch. Schwartz, Ann. Phys. 6, 156 (1959). [26] Y. Gontier, M. Trahin, Phys. Rev. A 4, 1896 (1971). [27] C. B. Vetqinkin, u Teoretiqeskie problemy himiqeskoȷ fiziki (Nauka, Moskva, 1982).

[28] D. R. Bates, V. I. Opik, J. Phys. B 1, 543 (1968). [29] D. I. Abramov, S. Yu. Slavyanov, J. Phys. B 11, 2229 (1978).

[30] M. I. Karbovanec, V. “. Lazur, M. I. Qibisov, ”urn. ¸ksp. teor. fiz. 86, 84 (1984).

[31] L. D. Landau, E. M. Lifxic, Kvantovaffl mehanika.

Nerelffltivistskaffl teoriffl (Nauka, Moskva, 1974).

GREEN FUNCTION OF THE MODEL TWO-CENTRE QUANTUM-MECHANICAL PROBLEM

M. V. Khoma, V. Yu. Lazur Uzhhorod National University, 32, Voloshin Str., Uzhhorod, UA-88000, Ukraine

The expansions of a Green function for the Simmons molecular potential (SMP) in terms of spheroidal function are built. The solutions of degenerate hypergeometric equation are used as basis function system while expanding regular and irregular model spheroidal functions into series. Rather simple three-terms recurrence relations are obtained for the coefficients of these expansions. Much attentions is given to different asymptotic representation as well as Sturmian expansions of the Green function of the two-centre SMP wave functions. In all cases considered the Green function is reduced to the form similar to the Hostler’s representation of the Coulomb Green function.