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Na osnov� r�vn�n~ Maksvella otrimano l�n��nu sistemu diferen
��l~nih r�vn�n~ z po-

st��nimi koef�
�
ntami, �ka opisu
 difrak
�� sv�tla TM-pol�riza
�Ý na per�odiqnih ne-

poglina�qih seredoviwah. Elektromagnetne pole v ob'
m� per�odiqnoÝ strukturi zobra�eno

�k sumu ploskih hvil~ z koef�
�
ntami, wo zale�at~ v�d koordinat. Otrimano umovi kut�v

difrak
�Ý puqk�v r�znih por�dk�v. Za dopomogo� 
dinogo parametra zvedeno sistemi dife-

ren
��l~nih r�vn�n~ dl� TM � TE-pol�riza
�� do sp�l~nogo vigl�du.
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��, TM-pol�riza
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I. VSTUP

Rozgl�dov� poxirenn� kogerentnogo sv�tla qerez

per�odiqn� strukturi (ob'
mn� gologrami, akustoop-

tiqn� pristroÝ, �ratki na optiqnih voloknah, �nter-

feren
��n� dzerkala) prisv�qeno bagato teoretiqnih

ta eksperimental~nih pra
~ [1{4℄. Osnovn� teor�Ý, wo

opisu�t~ poxirenn� sv�tla v per�odiqnih struktu-

rah, proanal�zovano v monograf�Ý [1℄. Prote v 
��

kniz� rozgl�nuta lixe difrak
�� optiqnih hvil~

TE-pol�riza
�Ý. Uzagal~nenn� teor�Ý difrak
�Ý dl�

TE-pol�riza
�Ý � strogi� ÝÝ rozb�r zrobleno v [5℄.U 
��

pra
� z vikoristann�m skal�rnogo hvil~ovogo r�v-

n�nn� � teor�Ý Mat~
 elektromagnetne pole rozkla-

deno za modami � otrimano l�n��nu sistemu dife-

ren
��l~nih r�vn�n~ drugogo por�dku. Formal~ni�,

ne zovs�m vdali� vib�r zm�nnih 
ih r�vn�n~ nadm�rno

uskladniv Ýh. Tradi
��ni� p�dh�d do rozgl�du poxi-

renn� elektromagnetnoÝ hvil� TM-pol�riza
�� spri-

qin�
 neobh�dn�st~ vikoristati dl� opisu pol� na

�rat
� hvil~ove r�vn�nn� wodo napru�enosti magnet-

nogo pol�, a ne r�vn�nn� wodo napru�enosti elekt-

riqnogo pol� [5,6℄. Metod zv'�zanih hvil~ u 
~omu

raz� privodit~ do we skladn�xoÝ sistemi r�vn�n~,

n�� dl� TE-pol�riza
�Ý, �k� otrimano v [5℄, tomu

wo v nih z'�vl�
t~s� zv'�zok ne t�l~ki m�� sus�d-

n�mi por�dkami difrak
�Ý, a vzagal� m�� us�ma anal�-

zovanimi por�dkami. Na nax pogl�d, na�prost�xi�

� na�posl�dovn�xi� metod otrimann� diferen
��l~-

nih r�vn�n~, wo opisu�t~ poxirenn� sv�tla dl� TE-

pol�riza
�Ý v r�znoman�tnih per�odiqnih strukturah,

vikladeno v [2℄. Za �ogo dopomogo� otrimano sistemu

diferen
��l~nih r�vn�n~ drugogo por�dku [7℄ dl�

TE-hvil~, �ka, zavd�ki 
�lkom prirodnomu � vda-

lomu viboru zm�nnih, 
 l�n��no� z post��nimi kom-

pleksnimi (u zagal~nomu vipadku) koef�
�
ntami �

prost�xo�, n�� sistema r�vn�n~ v [5℄. Anal�z dif-

rak
�Ý za dopomogo� 
ih r�vn�n~ dl� TE-pol�riza
�Ý

na tovstih � tonkih [7,8℄ gologramah pri nabli�enih

� toqnih poqatkovih umovah pokazav Ýhn� efektiv-

n�st~. Odnoqasno metod, zaproponovani� u [2℄ � roz-

vineni� u [7℄, ma
 mo�livost� dl� otrimann� sis-

temi diferen
��l~nih r�vn�n~ drugogo por�dku wodo

napru�enosti elektriqnogo pol� TM-pol�riza
�Ý.

Tomu meto� 
�
Ý roboti 
 oder�ati sistemu l�n��-

nih diferen
��l~nih r�vn�n~, wo opisu�t~ poxi-

renn� optiqnoÝ hvil� TM-pol�riza
�Ý wodo napru�e-

nosti elektriqnogo pol� v per�odiqnih seredoviwah,

na osnov� r�vn�n~ Maksvella, a tako� zvedenn� sis-

temi r�vn�n~ dl� oboh pol�riza
�� za dopomogo� pev-

nogo parametra do 
dinogo vigl�du. Taka uzagal~-

nena sistema r�vn�n~ dl� oboh pol�riza
�� matime

praktiqne znaqenn� pri qislovomu metod� anal�zu

difrak
�Ý. U 
~omu raz� potr�bno mati lixe odnu

programu dl� rozrahunku difrak
�Ý oboh pol�riza-


��. A vib�r pol�riza
�Ý bude viznaqatis� odnim pev-

nim parametrom.

II. SISTEMA DIFERENC��L^NIH R�VN�N^

POXIRENN� OPTIQNIH HVIL^

TM-POL�RIZAC�Õ V PER�ODIQNOMU

SEREDOVIW�

Dopustimo, wo v d�elektriqnomu seredoviw�

vzdov� pevnogo napr�mku d�elektriqna pronikli-

v�st~ m�n�
t~s� v�dpov�dno do formuli:

"(x; z) =

8

<

:

"

1

; �1 < z < 0; �1 < x <1;

"

20

+ ~" 
os(K

z

z +K

x

x); 0 < z < T; �1 < x <1;

"

3

; T < z <1; �1 < x <1;

(1)
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de "

1

� "

3

| v�dpov�dno d�elektriqn� stal� perxogo �

tret~ogo seredoviw, "

20

| post��na skladova d�elek-

triqnoÝ staloÝ seredoviwa �ratki, ~" | ampl�tuda

zm�nnoÝ skladovoÝ d�elektriqnoÝ staloÝ seredoviwa

�ratki, K

x

| proek
�� obernenogo vektora prosto-

rovoÝ �ratki na v�s~ OX, K

z

| proek
�� obernenogo

vektora na v�s~ OZ. Priqomu modul~ vektora K zv'�-

zani� z per�odom �ratki takim v�dnoxenn�m:K =

2�

�

.

Ris. 1. Shematiqne zobra�enn� pada�qoÝ � difrago-

vanoÝ ploskih hvil~ ta per�odiqnoÝ ob'
mnoÝ �ratki. T |

tovwina �ratki v napr�mku osi Z.

Na ris. 1 navedeno shematiqne zobra�enn� nedif-

ragovanoÝ � difragovanoÝ ploskih hvil~ ta per�odiq-

noÝ ob'
mnoÝ �ratki. Nedifragovana ploska hvil� z

hvil~ovim vektorom k

0

poxir�
t~s� p�d kutom �

0

do

osi OZ, a difragovana hvil� poxir�
t~s� v perxi�

por�dok p�d kutom �

1

. Vektor K napravleni� p�d ku-

tom � do osi OZ. Uvedemo sistemu takih poznaqen~:

n

20

=

p

"

20

; ~n =

~"

2

p

"

20

; k

2

= k

2

i

=

�

2�n

20

�

�

2

:

R�vn�nn�, wo opisu�t~ poxirenn� TM-hvil~ (na-

pru�en�st~ elektriqnogo pol� le�it~ u plowin� po-

xirenn� ta difrak
�Ý optiqnoÝ hvil�) qerez per�o-

diqne seredoviwe, mo�na otrimati �z sistemi r�v-

n�n~, �k� naveden� v [9℄ � ma�t~ taki� vigl�d:

�

rotE = j

!




H;

rotH = �j"

2

!




E;

(2)

de "

2

m�n�
t~s� vzdov� pevnogo napr�mku v�dpov�dno

do formuli (1).

Na osnov� sistemi r�vn�n~ (2) mo�emo napisati r�v-

n�nn� drugogo por�dku takim qinom:

rot rotE = "

2

!

2




2

E: (3)

Rozv'�zok r�vn�nn� (3) budemo xukati u vigl�d� su-

perpozi
�Ý ploskih hvil~ z koef�
�
ntami A

i

(z), �k�

zale�at~ v�d z, �k u [2℄, ale zapixemo E(x; z) �k sumu

vektor�v:

E(x; z) =

X

i

(l 
os �

i

� n sin �

i

)A

i

(z)E

i

� exp[�j(k

i;x

x+ k

i;z

z)℄; (4)

de (l 
os �

i

� n sin �

i

)E

i

exp[�j(k

i;x

x+ k

i;z

z)℄ 
 rozv'�z-

kom hvil~ovogo r�vn�nn� (3) u vigl�d� ploskoÝ hvil�

pri ~n = 0, �ka v�dpov�da
 i-vomu por�dku difrak
�Ý

ta poxir�
t~s� p�d kutom �

i

; l, n | odiniqn� vek-

tori, �k� napravlen� v�dpov�dno vzdov� ose� OX, OZ;

k

i;x

= k sin �

i

, k

i;z

= k 
os �

i

.

Ampl�tuda E

i

viznaqa
t~s� z umovi normuvann�

[2,7℄:

lim

a!1; b!1

1

4ab

Z

a

�a

Z

b

�b

jE

i

j

2

j 
os �

i

jdxdy = 1; (5)

zv�dki

E

i

=

1

p

j 
os �

i

j

: (6)

Ot�e, rozv'�zok r�vn�nn� (3) mo�na zapisati tak:

E(x; z) =

X

i

(l 
os �

i

� n sin �

i

)A

i

(z)

�

exp[�j(k

i;x

x+ k

i;z

z)℄

p

j 
os �

i

j

: (7)

Uz�vxi rot v�d E(x; z), wo opisu
t~s� virazom (7),

budemo mati:

rotE(x; z) = m

X

i

�


os �

i

dA

i

dz

� jkA

i

�

�

exp[�j(k

i;x

x+ k

i;z

z)℄

p

j 
os �

i

j

; (8)

de m | odiniqni� vektor uzdov� osi OY . Viko-

na�mo znovu opera
�� rot v�d pravoÝ ta l�voÝ qastini

r�vnosti (8), unasl�dok qogo otrima
mo taki� viraz:

rot rotE(x; z) =

X

i

�

l

�

�

d

2

A

i

dz

2


os �

i

+ jk

dA

i

dz

(1 + 
os

2

�

i

) + k

2

A

i


os �

i

�
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+n

�

�jk

dA

i

dz


os �

i

sin �

i

� k

2

A

i

sin �

i

��

exp[�j(k

i;x

x+ k

i;z

z)℄

p

j 
os �

i

j

: (9)

Pravu qastinu r�vn�nn� (3) mo�na zapisati tak:

"

2

!

2




2

E(x; z) =

X

i

(l 
os �

i

� n sin �

i

)

exp[�j(k

i;x

x+ k

i;z

z)℄

p

j 
os �

i

j

A

i

�

�

"

20

!

2




2

+ ~"

!

2

2


2

fexp[j(K

x

x+K

z

z)℄ + exp[�j(K

x

x+K

z

z)℄g

�

: (10)

Prir�vn�vxi prav� qastini r�vn�n~ (9) � (10) ta skorotivxi pod�bn� qleni (potr�bno vrahuvati, wo "

20

!

2




2

=

k

2

), otrima
mo taki� viraz:

X

i

�

l

�

d

2

A

i

dz

2


os

2

�

i

� jk

dA

i

dz

(1 + 
os

2

�

i

)

�

+ n

�

jk

dA

i

dz


os �

i

sin �

i

�

+ ~"

!

2

2


2

fexp[j(K

x

x+K

z

z)℄ + exp[�j(K

x

x+K

z

z)℄gA

i

(l 
os �

i

� n sin(�

i

)

�

exp[�j(k

i;x

x+ k

i;z

z)℄

p

j 
os �

i

j

= 0: (11)

Pomno�ivxi r�vn�nn� (11) skal�rno na (l 
os �

i

� n sin �

i

)

exp[j(k

i;x

x+k

i;z

z)℄

p

j 
os �

i

j


os �

i

� pro�nte�ruvavxi v plowin�

xy dl� vs�h i za pravilom (5), otrima
mo taki� viraz:

d

2

A

i

dz


os

2

�

i

� 2jk

i;z

dA

i

dz

+ a 
os(�

i

� �

i�1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i�1

)

A

i�1

exp(j�

i+

z)

+ a 
os(�

i

� �

i+1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i+1

j

A

i+1

exp(�j�

i�

z) = 0; (12)

de a = k

2
~n

n

20

, �

i+

= K

z

+ k

i;z

� k

i�1;z

, �

i�

=

K

z

� k

i;z

+ k

i+1;z

. Ot�e, mi oder�ali sistemu r�v-

n�n~, wo opisu
 difrak
�� TM-hvil~ na ob'
mnih

nepoglina�qih �ratkah, �ka pod�bna do sistemi r�v-

n�n~, otrimanoÝ v [7℄ dl� TE-pol�riza
�Ý, � 
 l�n��no�

sistemo� diferen
��l~nih r�vn�n~ z� zm�nnimi koe-

f�
�
ntami.

Sistema r�vn�n~ (12) v�dpov�da
 r�vn�nn� (11)

lixe pri vikonann� takoÝ umovi:

K

x

+ k

i;x

� k

i�1;x

= 0: (13)

Zg�dno z 
�
� umovo� viznaqa
mo napr�mki difrak-


�Ý (kuti difrak
�Ý �

i

) �k na tovstih, tak � na tonkih

�ratkah. Zna�qi k

0;x

(�ke viznaqa
t~s� napr�mkom

nedifragovanoÝ hvil�), za formulo� (13) mo�na vi-

znaqiti k

�1;x

, pot�m k

�2;x

� t. d. Za k

i;x

mo�na rozra-

huvati k

i;z

v�dpov�dno do formuli k

i;z

=

q

k

2

� k

2

i;x

.

Takim qinom, u sistem� r�vn�n~ (12) viznaqa
mo vs�

veliqini. Rezul~tati eksperimental~noÝ perev�rki

umovi (13) dl� ob'
mnoÝ fazovoÝ gologrami tovwi-

no� 18 mkm navedeno v [7℄. Kuti difrak
�Ý lazer-

nogo puqka vim�r�vali z toqn�st� 6 kutovih hvilin.

Eksperimental~no zn�t� toqki v�dpov�da�t~formul�

(13) u me�ah pohibki kutovih vim�r�van~.

�kwo ~n � 1, dl� rozrahunk�v difrak
�Ý na tovs-

tih gologramah mo�na vikoristati parabol�qne na-

bli�enn� [2℄, pri �komu nehtu�t~ drugo� poh�dno�

v r�vn�nn� (12). Taka sistema r�vn�n~ matime vigl�d:

dA

i

dz

+j

a

2k

i;z


os(�

i

� �

i�1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i�1

j

A

i�1

exp(j�

i+

z)
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+j

a

2k

i;z


os(�

i

� �

i+1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i+1

j

A

i+1

exp(�j�

i�

z) = 0: (14)

Sistemi r�vn�n~ (12) � (14), �k� 
 l�n��nimi �z zm�nnimi koef�
�
ntami, mo�na peretvoriti v l�n��n� sistemi

z post��nimi koef�
�
ntami xl�hom zam�ni zm�nnih:

A

i

(z) = B

i

(z) exp(j�

i

z); (15)

de �

i

= iK

z

+ k

i;z

.

Pri tak�� zam�n� zm�nnih sistema (12) matime vigl�d:

d

2

B

i

dz

2


os

2

�

i

� 2j

�

k

i;z

sin

2

�

i

� iK

z


os

2

�

i

�

dB

i

dz

+

�

k

2

i;z

+ k

2

i;z

sin

2

�

i

+ 2ik

i;z

K

z

sin

2

�

i

� i

2

K

2

z


os

2

�

i

�

B

i

(16)

+a 
os(�

i

� �

i�1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i�1

j

B

i�1

+ a 
os(�

i

� �

i+1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i+1

j

B

i+1

= 0:

Sistemu (14) u parabol�qnomu nabli�enn�, zrobivxi zam�nu zm�nnih zg�dno z formulo� (15), zapixemo tak:

dB

i

dz

+ j(iK

z

+ k

i;z

)B

i

+ j

a

2k

i;z


os(�

i

� �

i�1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i�1

j

B

i�1

+

j

a

2k

i;z


os(�

i

� �

i+1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i+1

j

B

i+1

= 0: (17)

Dl� simetriqnih (pr�mih) ob'
mnih �ratok (K

z

= 0) na osnov� (16) otrima
mo sistemu diferen
��l~nih

r�vn�n~, �ka 
 dewo prost�xo�:

d

2

B

i

dz

2


os

2

�

i

� 2jk

i;z

sin

2

�

i

dB

i

dz

+ k

2

i;z

(1 + sin

2

�

i

)B

i

+a 
os(�

i

� �

i�1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i�1

j

B

i�1

+ a 
os(�

i

� �

i+1

)

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i+1

j

B

i+1

= 0: (18)

Sistemu r�vn�n~ (16) � analog�qnu sistemu r�vn�n~, wo otrimana dl� TE-pol�riza
�Ý u pra
� [7℄, mo�na

ob'
dnati, vv�vxi parametr s u 
� sistemu �k mno�nik pered kutom �

i

, �ki� mo�e pri�mati znaqenn�: odini
�

dl� TM-pol�riza
�Ý � nul~ dl� TE-pol�riza
�Ý. V�dpov�dne r�vn�nn� z parametrom s ma
 vigl�d:

d

2

B

i

dz

2


os

2

(s�

i

)� 2j

�

k

i;z

sin

2

(s�

i

)� iK

z


os

2

(s�

i

)

�

dB

i

dz

+

�

k

2

i;z

+ k

2

i;z

sin

2

(s�

i

) + 2ik

i;z

K

z

sin

2

(s�

i

)� i

2

K

2

z


os

2

(s�

i

)

�

B

i

(19)

+ a 
os[s(�

i

� �

i�1

)℄

s

j 
os �

i

j

j 
os �

i�1

j

B

i�1

+ a 
os[s(�

i

� �

i+1

)℄

s

j 
os �

i

j

j 
os(�

i+1

)j

B

i+1

= 0:
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R�VN�NN� DIFRAKC�Õ SV�TLA TM-POL�RIZAC�Õ. . .

III. VISNOVKI

Ot�e, mi otrimali sistemi (16){(18) diferen
�-

�l~nih r�vn�n~, wo opisu�t~ difrak
�� ploskih

TM-hvil~ na ob'
mnih �ratkah. C� sistemi 
 tako�

l�n��nimi z post��nimi koef�
�
ntami, ale v�dpo-

v�dn� koef�
�
nti v�dr�zn��t~s� v�d ko
f�
�ent�v sis-

temi dl� TE-hvil~ � 
 dewo skladn�ximi za vira-

zami. Voni peredbaqa�t~ v�domi� eksperimental~-

ni� fakt: koli dl� �koÝs~ �z dvoh zv'�zanih hvil~

�

i

� �

i�1

=

�

2

, to v�dpov�dni� koef�
�
nt zv'�zku m��

hvil�mi dor�vn�
 nulev�, tobto voni m�� sobo� ne

vza
mod��t~. Parametr s u (19) dozvol�
 opisati

difrak
�� sv�tla na per�odiqnih seredoviwah odno�

sistemo� diferen
��l~nih r�vn�n~: s = 1 dl� TM-

pol�riza
�Ý � s = 0 dl� TE-pol�riza
�Ý.
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EQUATIONS OF DIFFRACTION OF LIGHT WITH TM-POLARISATION

ON PERIODICAL NONABSORBAL MEDIUMS

V. M. Fitio

National University \Lvivska Polyte
hni
a",

12 Bandera Str., Lviv, UA-79013, Ukraine,

e-mail: polyana�polynet.lviv.ua

A linear system of di�erential equations with 
onstant 
oeÆ
ients whi
h des
ribes di�ra
tion of light with

TM-polarisations on periodi
al nonabsorbal mediums was obtained on the basis of Maxwell's equations. The

ele
tromagneti
 �eld in a periodi
 stru
ture volume is represented as a sum of plane waves with 
oeÆ
ients whi
h

depend on 
oordinates. Conditions of di�ra
tion angles of di�erent orders beams have been obtained. Systems of

di�erential equations for TM and TE polarisations have been brought together.
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