ȷURNAL FIZIQNIH DOSLIDȷEN^ t. 6, ˝ 3 (2002) s. 253–288

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 6, No. 3 (2002) p. 253–288

TEORI˚ SAMOPOD�BNIH STOHASTIQNIH SISTEM (QASTINA I)

O. ¨. Ol‚mskoȷ, D. O. Harqenko Sums~kiȷ derıavniȷ un˛versitet vul.Rims~kogo-Korsakova, 2, Sumi, 40007, UkraÝna (Otrimano 17 qervnffl 2002 r.)

Robota İruntu‚t~sffl na vikoristann˛ stepenevih asimptotik rozpod˛lu samopod˛bnih sistem. Na p˛dstav˛ naoqnih predstavlen~ rozglfflnuto anomal~nu prirodu blukan~ qastinki, pol~ove podannffl stohastiqnogo procesu, a takoı qasov˛ zaleınost˛ naȷ˛mov˛rn˛xih veliqin ta moment˛v stohastiqnoÝ zm˛nnoÝ. Zg˛dno z fenomenolog˛qnim r˛vnfflnnfflm dlffl funkc˛Ý rozpod˛lu z’fflsovano r˛znic m˛ı osnovnimi tipami blukan~ qastinki — broun˛vs~ko difuz˛‚, pol~otami L‚v˛ ta subdifuz˛‚. Pokazano, wo tip ruhu viznaqa‚t~sffl prostorovo-qasovim rozpod˛lom ˛ntensivnosti stribka qastinki: pri anal˛tiqn˛ȷ form˛ ma‚mo zviqaȷnu difuz˛, neanal˛tiqn˛st~ u prostor˛ v˛dpov˛da‚ pol~otam L‚v˛, a qasova — subdifuz˛Ý. U perxomu vipadku funkc˛ffl rozpod˛lu nabuva‚ stepenevogo mnoınika za koordinato, u drugomu — za qasom. Znaȷdeno zv’fflzki dinam˛qnogo pokaznika z ˛ndeksami L‚v˛ ta subdifuz˛Ý, a takoı fraktal~no vim˛rn˛st fazovogo prostoru ȷ pokaznikom mul~tipl˛kativnogo xumu. Prodemonstrovano, wo difuz˛ffl v ul~trametriqnomu prostor˛ viznaqa‚t~sffl r˛vnfflnnfflm Fokkera– Planka, viglffld fflkogo zada‚t~sffl poh˛dno Dıeksona. Vstanovleno, wo nafflvn˛st~ mul~tipl˛- kativnogo xumu poruxu‚ ne t˛l~ki aditivn˛st~ ˛‚rarh˛qnoÝ sistemi, a ȷ vlastiv˛st~ mul~tipl˛kativnosti ȷmov˛rnosteȷ. Znaȷdeno zagal~niȷ viglffld drobovo-diferenc˛ffll~nogo r˛vnfflnnffl ruhu, fflke u graniqnih vipadkah zvodit~sffl do hvil~ovogo, oscilfflc˛ȷnogo ta transportnohvil~ovogo, r˛vnfflnnffl Landau–Halatn˛kova dlffl parametra porffldku, fflkiȷ zber˛ga‚t~sffl ȷ ne zber˛ga‚t~sffl, r˛vnfflnnffl Puassona, a takoı debaÝvs~kogo r˛vnfflnnffl ekranuvannffl. U nel˛n˛ȷnomu vipadku drobovo-diferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl nabira‚ viglffldu r˛vnfflnnffl Korteveİa de Vr˛za, r˛vnfflnnffl sinus-Ţordona ta nel˛n˛ȷnogo r˛vnfflnnffl Xredinİera. Dovedeno, wo ȷmovirnist~ rozpodilu ma‚ eksponenciffll~niȷ viglffld z pokaznikom, fflkiȷ z toqnist do znaka zvodit~sffl do diÝ evklidovoÝ teoriÝ polffl. Dlffl bilogo ta kol~orovogo mul~tiplikativnih xumiv doslidıeno evolci naȷ˛movirn˛xih znaqen~ stohastiqnoÝ zminnoÝ ta sprfflıenogo impul~su. Z’fflsovano, wo pri zmini pokaznika mul~tiplikativnoÝ funkciÝ sistema vidquva‚ reversivniȷ perehid iz uporffldkovanogo stanu v nevporffldkovaniȷ, a potim navpaki. Iz laİranıifflna ta disipativnoÝ funkciÝ, wo invarifflntni stosovno peretvoren~ podibnosti, oderıano pol~ovi rivnfflnnffl, fflki privodfflt~ do rozpodilu Callisa.

Klqov˛ slova: samopod˛bn˛st~, mul~tipl˛kativniȷ xum, pol~oti L‚v˛, subdifuz˛ffl, fraktal~na vim˛rn˛st~, neaditivn˛st~, droboviȷ diferenc˛ffll/˛nteİral.

PACS number(s): 02.50.–r, 47.53.+n, 72.70.+m

Svfitlfiæ pam’Øtfi naxogo druga ta kolegi ȷenfi Toropova prisvØquflmo

VSTUP

Dobre v˛domo, wo simetr˛ffl poda‚ odnu z naȷvaıliv˛xih vlastivosteȷ f˛ziqnih ob’‚kt˛v, fflka privodit~ do principovih obmeıen~ Ýhn˛h kartin. Vona viraıa- ‚t~sffl v nafflvnost˛ zakon˛v zbereıennffl, vikoristannffl fflkih dozvolffl‚ sutt‚vo detal˛zuvati opis simetriqnogo ob’‚kta. Naȷvaıliv˛xim takim prikladom vistupat~ vlastivost˛ odnor˛dnosti ta ˛zotropnosti prostoru–qasu, nasl˛dkom fflkih ‚ zakoni zbereıennffl enerİ˛Ý, ˛mpul~su ta momentu ˛mpul~su. Pod˛bne vikoristannffl vlastivosteȷ simetr˛Ý prostoru stan˛v f˛- ziqnoÝ sistemi privodit~ do zakon˛v zbereıennffl uzagal~nenih zarffld˛v. Vivqennffl sistem, u fflkih v˛dbuva‚- t~sffl fazoviȷ pereh˛d, vifflvili, wo voni profflvlfflt~ c˛lkom nov˛ tipi simetr˛Ý — wodo zm˛ni masxtabu.

Tak˛ samopod˛bn˛ sistemi ‚ osnovnim ob’‚ktom naxogo dosl˛dıennffl.

Formal~no vlastiv˛st~ samopod˛bnosti profflvlffl‚- t~sffl v odnor˛dnost˛ funkc˛Ý rozpod˛lu stohastiqnoÝ zm˛nnoÝ, fflka zobraıa‚t~sffl stepenevim mnoınikom ˛z drobovim pokaznikom. Ce oznaqa‚, wo taka funkc˛ffl ne ma‚ poh˛dnih c˛logo porffldku, u zv’fflzku z qim opis samopod˛bnoÝ sistemi potrebu‚ vvedennffl absoltno novogo formal˛zmu drobovih poh˛dnih. Õhn˛ȷ porffldok viznaqa‚t~sffl kritiqnim pokaznikom funkc˛Ý rozpod˛lu, dosl˛dıennffl fflkoÝ predstavlffl‚t~sffl standartno pol~ovo shemo, fflkwo zam˛st~ zviqaȷnoÝ poh˛dnoÝ vikoristovuvati poh˛dnu Dıeksona, wo viznaqa‚ xvidk˛st~ zm˛ni wodo peretvoren~ samopod˛bnosti.

Naxa robota ‚ sprobo podati z ‚dinih pozic˛ȷ naveden˛ osoblivost˛ samopod˛bnih stohastiqnih sistem. Mi pokaıemo, wo naȷprost˛xe formal˛zm drobovogo diferenc˛vannffl v˛dobraıa‚t~sffl nafflvn˛st mul~tipl˛kativnogo xumu, ˛ntensivn˛st~ fflkogo zm˛- n‚t~sffl stepenevim qinom. Z f˛ziqnoÝ toqki zoru, taka zaleın˛st~ oznaqa‚, wo fazoviȷ prost˛r sistemi ‚ samoaf˛nnim ob’‚ktom, fraktal~na vim˛rn˛st~ fflkogo viznaqa‚t~sffl pokaznikom stepenffl mul~tipl˛- kativnoÝ funkc˛Ý. Z ˛nxogo boku, nafflvn˛st~ mul~tipl˛kativnogo xumu privodit~ do nast˛l~ki ˛stotnoÝ perebudovi stohastiqnoÝ sistemi, wo vona vtraqa‚ ne lixe aditivn˛st~ makroskop˛qnih vlastivosteȷ (tipu entrop˛Ý Call˛sa), ale ȷ vlastiv˛st~ mul~tipl˛kativnosti — funkc˛ffl rozpod˛lu skladenoÝ sistemi ne dor˛vn‚ dobutkov˛ funkc˛ȷ rozpod˛lu ÝÝ skladovih.

Okr˛m zviqaȷnih Vstupu na Visnovk˛v, oglffld sklada‚t~sffl z qotir~oh rozd˛l˛v. Perxiȷ z nih m˛stit~ fenomenolog˛qnu teor˛, wo dozvolffl‚ pokazati samopod˛bniȷ stohastiqniȷ proces. Drugiȷ rozd˛l prisvfflqeniȷ rozvitku aks˛omatiqnogo p˛dhodu, fflkiȷ da‚ zmogu zobraziti statistiqniȷ rozpod˛l u viglffld˛ kontinual~nogo naboru stohastiqnih pol˛v, wo zadovol~nfflt~ princip naȷmenxoÝ d˛Ý. Tret˛ȷ opisu‚ qasovu poved˛nku spostereıuvanih veliqin, fflk˛ podano statistiqnimi momentami dov˛l~nogo porffldku. Ostann˛ȷ z navedenih rozd˛l˛v m˛stit~ rozglffld samopod˛bnoÝ stohastiqnoÝ sistemi na priklad˛ samoorgan˛zovanoÝ kritiqnosti, fflka fflvlffl‚ sobo spontannu perebudovu stohastiqnoÝ sistemi, dalekoÝ v˛d r˛vnovagi.

Podaniȷ materiffll oglffldu nastil~ki velikiȷ, wo mi buli vimuxeni rozd˛liti ȷogo na dvi qastini. U perx˛ȷ z nih podano koncepc˛ anomal~noÝ difuz˛Ý, fflka uzagal~n‚ zviqaȷne ufflvlennffl pro broun˛vs~kiȷ ruh qastinki v rezul~tat˛ vipadkovogo vplivu seredoviwa, a takoı pol~ovu teori samopodibnoÝ stohastiqnoÝ sistemi z neodnor˛dnist ta mul~tiplikativnim xumom (fflk bilim, tak i kol~orovim). Druga qastina m˛stit~ mater˛ffll rozd˛l˛v III, IV ta Visnovki. Dlffl zruqnosti spriȷnfflttffl ta zbereıennffl c˛l˛snosti oglffldu mi zalixa‚mo naskr˛znu numerac˛ rozd˛l˛v, formul ta risunk˛v. L˛teraturn˛ posilannffl z˛brano okremo dlffl perxoÝ ta drugoÝ qastin.

Perxa qastina poqina‚t~sffl z rozd˛lu I.A, fflkiȷ poda‚ fenomenolog˛qnu kartinu, osnovanu na rozglffld˛ ȷmov˛rnosteȷ perem˛wennffl qastinki zaleıno v˛d qasu ta veliqini zm˛wennffl. U meıah fur’‚- laplas˛vs~kogo zobraıennffl pokazano, wo zagalom c˛ zaleınost˛ moıut~ nabirati neanal˛tiqnogo harakteru: fflkwo v˛n v˛dpov˛da‚ zaleınost˛ v˛d hvil~ovogo vektora, to real˛zu‚t~sffl proces superdifuz˛Ý, fflkiȷ prot˛ka‚ nabagato xvidxe, n˛ı broun˛vs~kiȷ ruh; anomal~niȷ harakter qastotnoÝ zaleınosti upov˛l~- n‚ zviqaȷnu difuz˛ do subdifuz˛Ý. Pri perehod˛ do prostorovo-qasovogo rozpod˛lu zaznaqen˛ anomal˛Ý privodfflt~ do poh˛dnih drobovogo porffldku. V rozd˛l˛ I.B rozglfflda‚mo superdifuz˛ȷniȷ reıim, pri fflkomu anomal~na poved˛nka vifflvlffl‚t~sffl t˛l~ki vzdovı koordinatnoÝ osi. Na osnov˛ k˛netiqnogo r˛vnfflnnffl pokazano, wo rozpod˛l za koordinato viznaqa‚t~sffl r˛vnfflnnfflm ˛z drobovo poh˛dno, porffldok fflkoÝ α ≥ 1. Znaȷdeno zagal~niȷ rozv’fflzok c~ogo r˛vnfflnnffl, fflkiȷ zvodit~sffl do funkc˛ȷ Foksa ta M˛ttaİa–L‚ffl‚ra. Viznaqeno asimptotiki v meıah velikih ta malih znaqen~ koordinati. Pokazano, wo vipadok α < 2 v˛dpov˛da‚ pol~otam L‚v˛, pri fflkih dispers˛ffl zm˛wennffl qastinki ‚ nesk˛nqenno veliko; vipadok α ≥ 2 zvodit~sffl do zviqaȷnoÝ difuz˛Ý. Rozglffld stohastiqnogo procesu v zobraıenn˛ Kramersa–Mofflla ta stohastiqnogo r˛vnfflnnffl Lanıevena dozvolffl‚ znaȷti qasov˛ zaleınost˛ moment˛v niıqogo porffldku, fflk˛ dat~ zv’fflzok ˛ndeksu L‚v˛ α z dinam˛qnim pokaznikom, fraktal~no vim˛rn˛st fazovogo prostoru ta pokaznikom efektivnogo koef˛c˛‚nta difuz˛Ý. Dovedeno, wo oderıan˛ anal˛tiqn˛ zaleınost˛ dobre zb˛gat~sffl z rezul~tatami qisel~nogo modelvannffl. Rozd˛l I.C m˛stit~ stisnutiȷ rozglffld subdifuz˛ȷnogo reıimu, pri fflkomu qasova poh˛dna ma‚ droboviȷ porffldok β < 1. Znaȷdeno rozv’fflzok v˛dpov˛dnogo k˛netiqnogo r˛vnfflnnffl, fflkiȷ zvodit~sffl do deba‚vs~koÝ eksponenti pri β → 1 ˛ do g˛perbol˛qnoÝ zaleınosti pri β → 0. Dosl˛dıennffl qasovoÝ poved˛nki dvoh perxih moment˛v pokazu‚, wo v˛dhilennffl pokaznika β v˛d odinic˛ zm˛n‚ viznaqennffl dinam˛qnogo pokaznika, zalixaqi nezm˛nno fraktal~nu vim˛rn˛st~ fazovogo prostoru.

Qisel~ne modelvannffl pol~ot˛v L‚v˛ vifflvilo, wo posl˛dovn˛ poloıennffl blukaqoÝ qastinki stvort~ klasternu strukturu: na mezoskop˛qnih qasah qastinka zm˛wu‚t~sffl vseredin˛ klaster˛v, a na makroskop˛qnih v˛dbuva‚t~sffl Ýh ob’‚dnannffl, fflke v˛dpov˛- da‚ upov˛l~nen˛ȷ stad˛Ý superdifuz˛Ý. Rozd˛l I.D poda‚ statistiqniȷ opis ostann~oÝ z navedeniȷ stad˛ȷ, wo v˛dpov˛da‚ blukann po r˛vnfflh ˛‚rarh˛qnogo dereva, vuzli fflkogo fflvlfflt~ sobo klasteri poloıen~ sistemi. Dosl˛dıennffl k˛netiqnogo r˛vnfflnnffl pokazu‚, wo, okr˛m zviqaȷnih dreȷfovoÝ ta difuz˛ȷnoÝ skladovih, ˛‚rarh˛qna difuz˛ffl poda‚t~sffl anomal~nim vneskom, zumovlenim neodnor˛dn˛st v˛dpov˛dnogo prostoru. Ceȷ vnesok zvodit~sffl do poh˛dnoÝ Dıeksona, fflka viznaqa‚ xvidk˛st~ zm˛ni funkc˛Ý rozpod˛lu stosovno do dilatac˛Ý samopod˛bnoÝ sistemi. Rozv’fflzannffl k˛netiqnogo r˛vnfflnnffl dozvolffl‚ vid˛liti tri reıimi ˛‚rarh˛qnoÝ difuz˛Ý: (˛) dreȷfoviȷ, pri fflkomu harakterniȷ masxtab ta funkc˛ffl sistemi zm˛n‚t~sffl anomal~no; (˛˛) difuz˛ȷniȷ, pri fflkomu harakterniȷ masxtab zm˛n‚t~sffl zviqaȷnim korenevim qinom, a qasova zaleın˛st~ funkc˛Ý rozpod˛lu zalixa‚t~sffl anomal~no; (˛˛˛) stac˛onarniȷ reıim, wo harakterizu- ‚t~sffl rozpod˛lom Call˛sa za r˛vnfflmi ˛‚rarh˛Ý. Pokazano, wo vklqennffl zovn˛xn~oÝ sili ta mul~tipl˛- kativnogo xumu privodit~ do bal˛stiqnogo reıimu ȷ g˛perbol˛qnoÝ zaleınosti funkc˛Ý rozpod˛lu za qasom. Pri c~omu sistema vtraqa‚ ne lixe aditivn˛ vlastivost˛ wodo entrop˛Ý, a ȷ vlastiv˛st~ mul~tipl˛kativnosti funkc˛Ý rozpod˛lu.

kwo poperedn˛ rozd˛li I.A–I.D İruntut~sffl na dosl˛dıenn˛ k˛netiqnogo r˛vnfflnnffl dlffl funkc˛Ý rozpod˛lu, to rozd˛l I.E m˛stit~ dosl˛dıennffl drobovodiferenc˛ffll~nogo r˛vnfflnnffl ruhu dlffl moment˛v stohastiqnoÝ zm˛nnoÝ tipu parametra porffldku. Na p˛dstav˛ rozglffldu priqinno-nasl˛dkovogo zv’fflzku m˛ı silo ta zumovlenim ne potokom pokazano, wo dlffl samopod˛bnih sistem funkc˛ffl pam’fflt˛, fflka viznaqa‚ ceȷ zv’fflzok, ma‚ laplas˛vs~kiȷ obraz ˛z drobovim pokaznikom, znaqennffl fflkogo zada‚ fraktal~nu vim˛rn˛st~ fazovogo prostoru. V˛dpov˛dno qasova poh˛dna v r˛vnfflnn˛ neperervnosti nabuva‚ drobovogo harakteru. ÕÝ pokaznik viznaqa‚ sp˛vv˛dnoxennffl m˛ı k˛l~- k˛st mehan˛qnih ta disipativnih kanal˛v, perx˛ z fflkih ‚ ˛nvar˛fflntnimi, a drug˛ ne˛nvar˛fflntn˛ wodo obernenosti qasu. Vstanovleno, wo porffldok drobovoÝ poh˛dnoÝ za koordinato viznaqa‚ dol kanal˛v, u fflkih real˛zu‚t~sffl proces, wo zber˛ga‚ parametr porffldku. Takim qinom, vid˛leno osnovn˛ tipi r˛vnffln~ ruhu, wo v˛dpov˛dat~ reaktivnomu ta disipativnomu reıimam parametra porffldku, fflkiȷ qastkovo zber˛ga‚t~sffl. Okremimi ‚ hvil~ove, transportnohvil~ove ta oscilfflc˛ȷne r˛vnfflnnffl, r˛vnfflnnffl Landau– Halatn˛kova, Debaffl ta Puassona, a takoı termodinam˛qne r˛vnfflnnffl r˛vnovagi. Pokazano, fflk moıe buti provedeno uzagal~nennffl na nel˛n˛ȷn˛ r˛vnfflnnffl tipu Korteveİa de Vr˛za, Xredinİera ta sinus-Ţordona. Na priklad˛ konformnoÝ ˛nvar˛fflntnosti z’fflsovano, fflkim qinom prihovana simetr˛ffl nel˛n˛ȷnogo r˛vnfflnnffl pov’fflzu‚ ȷogo pokazniki.

Rozdil II prisvfflqeniȷ pol~oviȷ teoriÝ samopodibnoÝ stohastiqnoÝ sistemi z neodnorodnist ta mul~- tiplikativnim xumom — fflk bilim, tak i kol~orovim. Nax rozglffld osnovu‚t~sffl na koncepciÝ stohastiqnogo inteİrala Ito, vikoristannffl fflkogo pokazu‚, wo δ-korel~ovaniȷ xum privodit~ do dodatkovogo vnesku, zumovlenogo mul~tiplikativnim harakterom xumu. V rozdili II.A na osnovi İratkovoÝ modeli viznaqeno fflvniȷ viglffld inteİrala za tra‚ktorifflmi. Na p˛dstav˛ diskretnogo rivnfflnnffl Lanıevena mi viznaqa‚mo zv’fflzok miı amplitudo gidrodinamiqnoÝ modi ta vinerivs~kim procesom. U rezul~tati ȷmovirnosti realizaciÝ navedenih veliqin pov’fflzani mnoınikom, wo mistit~ fflkobiffln Ýh vza‚mnogo peretvorennffl ta δfunkci, fflka vrahovu‚ zv’fflzok miı nimi. Bezposeredni obqislennffl fflkobifflna ta fur’‚-predstavlennffl δfunkciÝ privodfflt~ do eksponenciffll~noÝ formi funkcionala rozpodilu stohastiqnoÝ zminnoÝ, de pokaznik z toqnist do znaka zvodit~sffl do diÝ evklidovoÝ teoriÝ polffl. Efektivniȷ laİranıiffln zobraıa‚ gamil~- tonovu funkci vid amplitudi gidrodinamiqnoÝ modi ta sprfflıenogo impul~su, fflkiȷ poda‚ naȷimovirn˛xe znaqennffl amplitudi fluktuaciȷ. Znaȷdeno fflvniȷ viglffld rivnffln~ Oȷlera, wo viznaqat~ naȷimovirnix˛ znaqennffl navedenih zminnih. Oderıano di, fflka vidpovida‚ cim znaqennfflm (u kvantoviȷ teoriÝ polffl cffl diffl r˛vnoznaqna klasiqniȷ meıi).

Kinetiqnu kartinu perehodu, indukovanogo xumom, u samopodibniȷ stohastiqniȷ sistemi podano v rozdili II.B. Spoqatku mi doslidıu‚mo naȷprostixiȷ vipadok bilogo xumu (pidrozdil II.B.1), a potim kol~orovogo (pidrozdil II.B.2). Na vidminu vid zviqaȷnoÝ pol~ovoÝ shemi, vrahovu‚mo disipaci. Viglffld vidpovidnoÝ disipativnoÝ funkciÝ zada‚mo perehodom do dopomiınogo procesu z aditivnim xumom. Iz urahuvannfflm neodnoridnosti oderıano rivnfflnnffl evolciÝ sistemi, u fflkih silu zadano rozkladom Landau. Doslidıennffl stacionarnogo stanu pokazu‚, wo pri malomu masxtabi neodnoridnosti fluktuaciȷ sistema nabliıu‚t~sffl do rivnovaınogo stanu, todi fflk iz ȷogo zrostannfflm sta‚ moılivim nestiȷkiȷ stan. Vivqennffl stacionarnogo rozpodilu naȷimovirn˛xogo znaqennffl stohastiqnoÝ zminnoÝ pokazu‚, wo pri znaqennfflh fraktal~noÝ vimirnosti fazovogo prostoru D > 1 realizu‚t~sffl zviqaȷniȷ spadaqiȷ rozpodil, a pri D < 1 — imovirnist~ sta‚ bezmeıno malo poblizu poqatku koordinat. Taka kartina pofflsn- ‚t~sffl doslidıennfflm qasovih zaleınosteȷ stohastiqnoÝ zminnoÝ ta sprfflıenogo impul~su, fflki pokazut~, wo pri D < 1 v poqatku koordinat z’fflvlffl‚t~sffl poglinaqiȷ stan. Okrim togo, vda‚t~sffl znaȷti zv’fflzok miı fraktal~no vimirnist ta pokaznikom mul~- tiplikativnoÝ funkciÝ. Vrahovano neodnorodn˛st~ fflk dlffl riznih masxtabiv zmini amplitudi gidrodinamiqnoÝ modi ta fluktuaciȷ, tak i pri Ýh zb˛gov˛. Vifflvleno, wo v ostann~omu vipadku nevporffldkovaniȷ stan vidpovida‚ malim znaqennfflm masxtabu neodnoridnosti, a uporffldkovaniȷ — velikim. Doslidıennffl kol~orovogo xumu stohastiqnoÝ zminnoÝ osnovu‚t~sffl na ȷogo zobraıenni fflk procesu Ornxtaȷna–Ul‚nb‚ka, xum fflkogo ‚ bilim. Viluqennffl kol~orovogo xumu z vidpovidnih rivnffln~ evolciÝ privodit~ do nemarkivs~- kogo neliniȷnogo procesu. Vin nabuva‚ zviqaȷnogo viglffldu, fflkwo skoristatisffl adifflbatiqnim nabliıennfflm ta pripuskati, wo evolciffl sistemi ‚ upovil~- neno. Todi efektivne rivnfflnnffl Lanıevena mistit~ mul~tiplikativniȷ xum, fflkiȷ sutt‚vo zmin‚ kartinu perehodu. Z’fflsovano, wo sistema zazna‚ perehodu, fflkwo qas korelfflciÝ kol~orovogo xumu pereviwu‚ graniqne znaqennffl. Osoblivist~ c~ogo perehodu polfflga‚ v tomu, wo pri malomu qasi korelfflciÝ vin ma‚ reversivniȷ harakter — pri zrostanni pokaznika mul~tiplikativnogo xumu sistema rozuporffldkovu‚t~sffl, a potim znovu vporffldkovu‚t~sffl.

U rozdili II.C pokazano, wo stepeneva forma mul~- tiplikativnoÝ funkciÝ vipliva‚ z laİranıevogo formalizmu, de samopodibnist~ viznaqa‚t~sffl invarifflntnist sistemi wodo dilataciÝ. Formal~no osnovo vikoristanogo pidhodu ‚ pohidna Dıeksona, fflka viznaqa‚ varifflci funkciÝ ne stosovno do zmiwennffl ar- İumentu, a wodo ȷogo dilataciÝ. Pokazano, wo umova invarifflntnosti laİranıifflna ta disipativnoÝ funkciÝ potrebu‚ vidovıennffl qasovoÝ pohidnoÝ za rahunok obernenogo qasu relaksaciÝ, zumovlenogo zovnixnim vplivom, todi fflk pohidna Dıeksona vidovıu‚- t~sffl efektivnim kalibruval~nim polem. Anal˛z vidpovidnih rivnffln~ Oȷlera dlffl konservativnoÝ sistemi pokazu‚, wo stacionarniȷ stan realizu‚t~sffl pri vikonanni umovi kalibruvannffl, zgidno z fflkim pohidna Dıeksona vid kalibruval~nogo polffl dorivn‚ nulev˛. V c~omu vipadku sistema popada‚ v samopodibniȷ stacionarniȷ stan, wo harakterizu‚t~sffl rozpodilom Callisa. Pri pereviwenni qasu relaksaciÝ, fflkiȷ viznaqa‚t~sffl neaditivnist sistemi, vidbuva‚t~sffl perehid v aditivniȷ stan, pri fflkomu umova samopodibnosti poruxu‚t~sffl zgidno z eksponenciffll~nim zakonom.

Dlffl zabezpeqennffl zamknenogo vikladu v Dodatku mi z˛brali neobh˛dn˛ v˛domost˛ pro funkc˛Ý M˛ttaga–

L‚fl‚ra ta Foksa, drobov˛ ˛nteİral ˛ poh˛dnu, a takoı poh˛dnu Dıeksona ta ÝÝ uzagal~nennffl na droboviȷ porffldok.

Ris. 1. Zakoni ruhu vzdovı osi x pri zviqaȷniȷ difuziÝ (α = 2, β = 1), pol~otah L‚vi (α < 2, β = 1) ta subdifuziÝ (α = 2, β < 1).

I. ANOMAL^NA DIFUZ¨

Dobre v˛domo, wo proces difuz˛Ý zvodit~sffl do vipadkovih blukan~ qastinki, pri fflkih seredn‚ znaqennffl ÝÝ koordinati zalixa‚t~sffl nezm˛nnim, a dispers˛ffl monotonno zrosta‚ ˛z qasom: ⟨x(t)⟩ = 0, ⟨x^2⟩ ∝ t^{2H} . Pri broun˛vs~k˛ȷ difuz˛Ý pokaznik Gersta nabuva‚ zviqaȷnogo znaqennffl H = 1/2, fflke v˛dpov˛da‚ l˛- n˛ȷnomu zrostann dispers˛Ý. U proces˛ superdifuz˛Ý qastinka moıe zd˛ȷsnvati stribki dov˛l~noÝ dovıini (tak zvan˛ pol~oti L‚v˛), nafflvn˛st~ fflkih p˛dviwu‚ pokaznik Gersta do znaqen~ H > 1/2 [1]. Protileıniȷ vipadok subdifuz˛Ý zabezpequ‚t~sffl nafflvn˛st pastok, zavdfflki fflkim qastinka moıe zd˛ȷsnvati stribki t˛l~ki v diskretn˛ momenti qasu. Ce viklika‚ upov˛l~nennffl procesu difuz˛Ý, fflke v˛dobraıa‚t~sffl zniıennfflm pokaznika Gersta do H < 1/2 [2].

R˛znu prirodu poved˛nki sistemi pri broun˛vs~komu rus˛, a takoı pri procesah super- ta subdifuz˛Ý vidno z ris. 1, na fflkomu podan˛ zakoni ruhu x(t) vzdovı osi x, wo oderıano qisel~nim modelvannfflm: fflkwo pri zviqaȷn˛ȷ difuz˛Ý kriva x(t) neperervna (hoqa duıe lamana), to pri superdifuz˛Ý vona ma‚ rozrivi vzdovı osi koordinat x, a pri subdifuz˛Ý — vzdovı osi qasu t.

Ris. 2. Tra‚ktoriÝ dvovimirnih blukan~ pri zviqaȷniȷ difuziÝ (α = 2, β = 1), pol~otah L‚vi (α < 2, β = 1) ta subdifuziÝ (α = 2, β < 1).

V˛dpov˛dn˛ dvovim˛rn˛ tra‚ktor˛Ý, naveden˛ na ris. 2, pokazut~, wo pri broun˛vs~kih blukannfflh qastinka gusto pokriva‚ prost˛r, nafflvn˛st~ pol~ot˛v L‚v˛ pri superdifuz˛Ý privodit~ do klasterizac˛Ý tra‚ktor˛Ý, a pri subdifuz˛Ý vona ma‚ viglffld zb˛l~- xenogo fraİmenta broun˛vs~koÝ tra‚ktor˛Ý.

U rozd˛l˛ I.A mi pokaıemo, wo nafflvn˛st~ cih osoblivosteȷ privodit~ do drobovih pokaznik˛v u fur’‚- laplas˛vs~kih obrazah funkc˛Ý rozpod˛lu poloıen~ qastinki. Zg˛dno z rozd˛lom I.B pol~oti L‚v˛ privodfflt~ do drobovoÝ poh˛dnoÝ za koordinato, tod˛ fflk nafflvn˛st~ pastok zniıu‚ porffldok poh˛dnoÝ za qasom (rozd˛l I.C). Vikoristannffl vlastivosteȷ samopod˛bnosti dozvolffl‚ vstanoviti zv’fflzki m˛ı porffldkami cih poh˛dnih, pokaznikom Gersta ta fraktal~no vim˛rn˛st fazovogo prostoru sistemi. Osk˛l~ki ȷogo fraktal~na struktura polfflga‚ v zdatnost˛ stvorvati klasteri r˛znih ˛‚rarh˛qnih r˛vn˛v, to proces difuz˛Ý sklada‚t~sffl ˛z dvoh stad˛ȷ: (i) mezoskop˛qnoÝ, pri fflk˛ȷ qastinka zd˛ȷsn‚ perem˛wennffl vseredin˛ klastera (c stad˛ rozglfflnuto v rozd˛lah I.A — I.C); (ii) makroskop˛qnoÝ, wo v˛dpov˛da‚ ob’‚dnann klaster˛v. Rozd˛l I.D prisvfflqeno opisov˛ ˛‚rarh˛qnogo procesu difuz˛Ý na ostann˛ȷ stad˛Ý. U rozd˛l˛ I.E proanal˛zovano poved˛nku sistemi pri r˛znih spoluqennfflh porffldk˛v poh˛dnih za koordinato ta qasom.

A. k pereȷti v˛d normal~noÝ do anomal~noÝ difuz˛Ý

Naȷpopulfflrn˛xim ta naȷprost˛xim prikladom stohastiqnogo procesu ‚ vipadkove blukannffl qastinki, wo demonstru‚ proces broun˛vs~koÝ difuz˛Ý. Navedemo osnovn˛ v˛domost˛, fflk˛ dozvolfflt~ ufflviti zviqaȷniȷ difuz˛ȷniȷ proces, a pot˛m uzagal~nimo na anomal~nu difuz˛.

Nehaȷ u poqatkoviȷ moment qasu t = 0 qastinka znahodit~sffl v toqc˛ r = 0. Tod˛ gustina ȷmov˛rnosti P (r, t) popadannffl v toqku r u moment qasu t viznaqa- ‚t~sffl r˛vnfflnnfflmi

Ṗ (r, t) = D∇^2P (r, t), P (r, 0) = δ(r), (1)

de D — koef˛c˛‚nt difuz˛Ý. L˛n˛ȷniȷ harakter dozvolffl‚ oderıati rozv’fflzok za dopomogo peretvorennffl Fur’‚

P (r, t) = 1 N ∑ k P_k(t)e^{ikr}, (2)

de N → ∞ — k˛l~k˛st~ moılivih poloıen~ qastinki; k — hvil~oviȷ vektor. Elementarne ˛nteİruvannffl privodit~ do debaÝvs~koÝ eksponenti dlffl fur’‚-obrazu gustini ȷmov˛rnosti:

P_k(t) = exp ( − t τ_k ) , τ_k ≡ (Dk^2)^{−1}. (3)

Rozb˛ın˛st~ qasu relaksac˛Ý τ_k u kontinual~n˛ȷ granic˛ k → 0 oznaqa‚ upov˛l~nennffl difuz˛Ý na velikih masxtabah. P˛dstavlfflqi (3) u poperedn formulu ta vikoristovuqi pereh˛d

∑ k ⇒ V ∫ dk (2π)^d

, (4)

de V — ob’‚m d-vim˛rnogo difuz˛ȷnogo prostoru, oderıu‚mo İauss˛vs~kiȷ rozpod˛l

P (r, t) = 1 (2πσ^2)^{d/2} exp ( − r^2 2σ^2 ) , σ ≡ √ 2Dt, (5)

de seredn~okvadratiqne zm˛wennffl σ korenevim qinom zb˛l~xu‚t~sffl z˛ zrostannfflm qasu t. Viglffld zaleınosti (5), navedenoÝ na ris. 3, pokazu‚, wo z˛ zb˛l~xennfflm qasu poqatkova gustina ȷmov˛rnosti P (r, 0) = δ(r) rozxir‚t~sffl na vs~omu prostor˛.

Ris. 3. Prostorovo-qasova zaleınist~ gustini ȷmovirnosti pri İaussivs~komu rozpodili.

Difuz˛ȷniȷ proces (1) moına podati v ˛nteİral~- n˛ȷ form˛

P (r, t) = δ(r) + D t∫ 0 ∇^2P (r, t^′)dt^′. (6)

Rozv’fflzannffl c~ogo r˛vnfflnnffl dosfflga‚mo vikoristannfflm peretvorennffl Laplasa

P_k(t) = 1 2πi s+i∞∫

s−i∞ P_k(u)e^{ut}du, (7)

de kontur ˛nteİruvannffl vibira‚mo tak, wob us˛ polsi rozm˛wuvalisffl l˛v˛xe v˛d prfflmoÝ ℜs = const. P˛dstanovka rozv’fflzku

P_k(u) = 1 u + Dk^2 (8) v (7) privodit~ do debaÝvs~koÝ zaleınosti (3).

Osobliv˛st~ zviqaȷnogo procesu difuz˛Ý polfflga‚ v tomu, wo qastinka za bezmeıno maliȷ ˛nterval qasu zd˛ȷsn‚ vipadkov˛ zm˛wennffl v bezmeıno bliz~ku toqku (div. ris. 1). Zagalom nafflvn˛st~ pastok moıe privoditi do togo, wo stribki zd˛ȷsnt~sffl t˛l~ki v diskretn˛ momenti qasu. Takiȷ proces naziva‚t~sffl subdifuz˛‚ ta poda‚t~sffl ȷmov˛rn˛st Ψ(t) zd˛ȷsniti stribok za ˛nterval qasu t. Okr˛m togo, qastinka moıe zd˛ȷsnvati stribki dov˛l~noÝ dovıini (pol~oti L‚v˛), wo spriqinffl‚ priskoreniȷ proces superdifuz˛Ý. ÕÝ ˛ntensivn˛st~ zada‚t~sffl ȷmov˛rn˛st W (r − r^′) stribka ˛z r^′ v r. U rezul~tat˛ ˛nteİral~ne r˛vnfflnnffl (6) ‚ takim:

P (r, t) = 1 − t∫ 0 Ψ(t^′)dt^′ δ(r)

+ t∫ 0 Ψ(t − t^′) r∫ 0 W (r − r^′)P (r^′, t^′)dt^′dr^′. (9)

Perehodfflqi do transformant Fur’‚–Laplasa, oderıu‚mo rozv’fflzok

P_k(u) =

1 − Ψ(u) u[1 − Ψ(u)W_k]

, (10)

fflkiȷ nabuva‚ formi (8) za umovi

1 − W_k Dk^2 = 1 − Ψ(u) uΨ(u) = const ≡ τ, (11)

osk˛l~ki perxiȷ viraz zaleıit~ v˛d k, a drugiȷ — v˛d u. U rezul~tat˛ dlffl ˛ntensivnosteȷ stribk˛v otrimu‚mo

W_k = 1 − Dτ k^2, 1 Ψ(u)

= 1 + τ u. (12)

Takim qinom, zviqaȷniȷ proces difuz˛Ý harakterizu‚t~sffl kvadratiqno zaleın˛st v˛d hvil~ovogo vektora k ta l˛n˛ȷno v˛d kompleksnoÝ qastoti u.

Zagalom zaleınost˛ (12) mat~ neanal˛tiqniȷ viglffld

W_k = 1 − (√ Dτ |k| )_α , 1 Ψ(u)

= 1 + (τ u)^β, (13)

de α ≤ 2, β ≤ 1 — defflk˛ pokazniki. U prostorovoqasovomu viraıenn˛ zaleınostfflm (13) v˛dpov˛dat~ asimptotiki

W (s) ∼ |s|^{−(d+α)}, Ψ(t) ∼ t^{−(1+β)} s, t → ∞, (14)

de s = r − r^′ — vektor zm˛wennffl, d — vim˛rn˛st~ prostoru. ¨z urahuvannfflm (13) rozpod˛l (10) nabuva‚ viglffldu

P_k(u) = [ u + (D^{α2} τ^{α2 −β} )|k|^α u^{1−β} ]_{−1} . (15)

P˛dstavlfflqi (15) u (7) ta vikoristovuqi formulu Γ(z)Γ(1 − z) = π csc(πz), z ≡ −βn, oderıu‚mo fur’‚- obraz

P_k(t) = E_{β,1}[−(D^{α2} τ^{α2 −β})|k|^αt^β], (16)

viraıeniȷ qerez funkc˛ M˛ttaİa–L‚ffl‚ra (A.2). Zg˛dno z perxim r˛vnfflnnfflm (A.3) pri β = 1 ma‚mo rozpod˛l

P_k(t) = exp[−(D^{α2} τ^{α2 −1})|k|^αt], (17)

fflkiȷ zvodit~sffl do (3) pri α = 2. Z ˛nxogo boku, r˛vnfflnnffl (A.4), (A.5) dat~ asimptotiki

P_k(t) ≈ 1 Γ(β) [ 1 − β^{−1}(D^{α2} τ^{α2 −1})|k|^αt ] , |k|^αt → 0, (18) P_k(t) ∝ |k|^{−2α}t^{−2}, β = 1, |k|^αt → ∞. (19) ¨ narext˛, provodfflqi fur’‚-peretvorennffl, dlffl odnovim˛rnogo vipadku znahodimo

P (x, t) = 1 πz 1 t^{β/α} ∞∑ n=0 Γ(1 + nα) Γ(1 + nβ)

× cos [ π 2 (1 + nα) ] (−1)n z^{nα} , (20)

de vvedeno poznaqennffl z = x/t^{β/α}. Por˛vnfflnnffl oderıanogo virazu z rozpod˛lom Ţaussa (5) pokazu‚, wo pereh˛d do zagal~nogo vipadku spriqinffl‚ zam˛nu qasovoÝ zaleınosti √ t na t^{β/α}. U granic˛ x ≫ t^{β/α} oderıu‚mo asimptotiku

P (x, t) ∼ 1 π Γ(1 + α) Γ(1 + β) sin ( πα 2 ) x^{−(1+α)}t^β, (21)

fflka znika‚ pri α = 2.

Urahovuqi skladn˛st~ zagal~nogo virazu (20), doc˛l~no rozglfflnuti okremo vipadki superdifuz˛Ý (β = 1, α ≠ 2) ta subdifuz˛Ý (β ≠ 1, α = 2).

B. Superdifuz˛ȷniȷ reıim

Budemo vihoditi z osnovnogo k˛netiqnogo r˛vnfflnnffl (master equation) dlffl gustini ȷmov˛rnosti v odnovim˛rnomu vipadku

τ ∂P (x, t) ∂t = ∫ [W (y, x)P (y, t) − W (x, y)P (x, t)] dy, (22) de τ — qas relaksaciÝ, a gustina rozpod˛lu W (x, y) ˛ntensivnosti perehod˛v ˛z x v y zadovol~nffl‚ umovu parnosti W (x, y) = W (y, x). Ce dozvolffl‚ perepisati ˛nteİrodiferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl (22) tak:

τ ∂P (x, t) ∂t = ∫ [P (x + s, t) − P (x, t)] W (s)ds, (23) de s ≡ y − x — zm˛wennffl qastinki. Zv˛dsi u fur’‚– prostor˛ oderıu‚mo

τ ∂P_k ∂t = (W_k − 1) P_k, (24)

de vrahovano umovu normuvannffl +∞∫ −∞ W (s)ds = 1. (25)

R˛vnfflnnffl (24) privodit~ do fur’‚-laplas˛vs~kogo obrazu (10), fflkwo ˛ntensivnost˛ perehod˛v zadat~sffl virazami (13) z β = 1 ta asimptotiko (14).

Nafflvn˛st~ nec˛logo pokaznika α hvil~ovogo qisla k v r˛vnfflnnfflh (24), (13) oznaqa‚ v prfflmomu x-prostor˛ poh˛dnu drobovogo porffldku ϖ (div. dodatok B)

D^ϖ_x f(x) ≡ ∂^ϖ ∂x^ϖ f(x) = − ∫ κ^ϖf(κ)e^{κx} dκ, (26)

de f(x) — dov˛l~na funkc˛ffl ta provedene anal˛tiqne prodovıennffl ufflvnogo qisla ik na kompleksnu plowinu κ. Tod˛ algebraÝqne r˛vnfflnnffl (24) peretvor‚- t~sffl u drobovo–diferenc˛ffll~ne: ∂ ∂t P (x, t) = D^{α2} τ^{α2 −1}D^α_x P (x, t), (27)

fflke zvodit~sffl do (1) pri α = 2.

Rozv’fflzku r˛vnfflnnffl (27) dosfflga‚mo v meıah metodu Fur’‚, de gustinu ȷmov˛rnosti zapisu‚mo fflk P (x, t) = ϕ(x)ψ(t). (28) Qasova zaleın˛st~ nabira‚ eksponenc˛ffll~nogo harakteru

ψ(t) = ψ(0) exp(−t/τ ). (29)

Tod˛ dlffl funkc˛Ý ϕ(x) oderıu‚mo r˛vnfflnnffl D^α_x ϕ(x) = −ℓ^{−α}ϕ(x), ℓ ≡ √ Dτ . (30)

„ogo rozv’fflzku dosfflga‚mo zavdfflki peretvorennfflm Laplasa ta Mell˛na [3]

ϕ(u) = L(ϕ(x), u) ≡ ∞∫ 0 ϕ(x)e^{−ux}dx, (31)

ϕ(s) = M(ϕ(x), s) ≡ ∞∫ 0 ϕ(x)x^{s−1}dx. (32)

Zv’fflzok m˛ı nimi zada‚mo r˛vnfflnnfflm M(ϕ(x), s) = 1 Γ(1 − s) M(L(ϕ(x), u), 1 − s). (33)

Dlffl odnor˛dnoÝ funkc˛Ý oderıu‚mo M(ϕ(Ax^a), s) = 1 a A^{−s/a}M(ϕ(x), s/a), A, a = const > 0. (34)

Zastosuvannffl peretvorennffl Laplasa (31) da‚ takiȷ rozv’fflzok r˛vnfflnnffl (30):

ϕ(u) = ϕ(0) ℓ^{−α} + u^α . (35)

¨z urahuvannfflm zv’fflzk˛v (34), (33) transformant Mell˛na nabira‚ formi

ϕ(s) = ϕ(0) ℓ^{(α−1)+s} α Γ(^{1−s}_α )Γ(1 −^{1−s}_α ) Γ(1 − s)

, (36)

de α > 1, γ > 0. ¨nvertuqi (36), v˛dpov˛dno do viznaqennffl (A.8), oderıu‚mo zaleın˛st~, wo zvodit~sffl do funkc˛Ý Foksa (div. dodatok A):

ϕ(x) = ϕ(0) ℓ^{α−1} α H^{11}_{12} ( x ℓ (1 −^1_α ,^1_α )

(1 −^1_α ,^1_α ) (0, 1) ) . (37)

Zg˛dno z (A.6) vona moıe buti podana rffldom

ϕ(x) = ϕ(0)x^{α−1} ∞∑ n=0 [−(x/ℓ)^α]^n Γ(nα + α) , (38)

otıe, pri x → 0 ma‚mo skeȷl˛nİ ϕ(x) ∼ x^{α−1}. (39) V˛dpov˛dno do (A.2) sumu v (38) poda‚mo fflk uzagal~- nenu funkc˛ M˛ttaİa–L‚ffl‚ra E_{α,α}(z), de arİumentom ‚ −(x/ℓ)^α.

Takim qinom, zagal~niȷ rozv’fflzok drobovo-dife-renc˛ffll~nogo r˛vnfflnnffl Fokkera–Planka ‚ takim:

P (x, t) = Z^{−1}e^{−t/τ} x^{α−1}E_{α,α} [−(x/ℓ)^α] , (40) de Z ≡ [ψ(0)ϕ(0)]^{−1} — stala normuvannffl, wo v˛d˛- gra‚ rol~ statistiqnoÝ sumi stac˛onarnogo rozpod˛lu, fflkiȷ real˛zu‚t~sffl pri t ≫ τ . V˛dpov˛dno do perxogo r˛vnfflnnffl (A.3) viraz (40) u granic˛ α → 1 peretvor‚t~sffl v debaÝvs~ku eksponentu za koordinato x. Dal˛ mi dovedemo, wo v c~omu vipadku pokaznik Gersta H = 1 ta real˛zu‚t~sffl bal˛stiqniȷ reıim, pri fflkomu seredn~okvadratiqne zm˛wennffl l˛n˛ȷno zrosta‚ ˛z qasom. Pri malih ta velikih znaqennfflh koordinati graniqn˛ virazi funkc˛Ý M˛ttaİa–L‚ffl‚ra (A.4), (A.5) dat~ asimptotiqn˛ rozpod˛li

P (x, t) ≈ Z^{−1} Γ(α) e^{−t/τ} x^{α−1}, x → 0; P (x, t) ∼ e^{−t/τ} x^{−(1+α)}, x → ∞. (41)

Oderıan˛ virazi pokazut~, wo gustina ȷmov˛rnosti zb˛ga‚t~sffl do nulffl u granic˛ x → 0, fflk x^{α−1}, α ≥ 1. Vaıliv˛xim ‚ poved˛nka na velikih v˛dstanfflh x, osk˛l~ki vona viznaqa‚ veliqinu dispers˛Ý

⟨x^2⟩ ≡ L∫ 0 x^2P (x) dx ∼ L^{2−α}, (42)

de L → ∞ — parametr obr˛zuvannffl, fflkiȷ viznaqa‚mo dal~n˛st maksimal~nogo pol~otu L‚v˛. Zv˛dsi vipliva‚ osnovna vlastiv˛st~ superdifuz˛Ý: pri α < 2 dispers˛ffl sta‚ bezmeıno, a v protileınomu vipadku anomal~niȷ harakter difuz˛Ý ne privodit~ do ÝÝ rozb˛ınosti.

Veliqinu pokaznika α ta ȷogo f˛ziqne znaqennffl moına z’fflsuvati ˛z qasovoÝ zaleınosti koordinati x(t). ¨z c˛‚ meto zruqno zapisati r˛vnfflnnffl Fokkera–Planka fflk rffld Kramersa–Mofflla

∂ ∂t P (x, t) = ∞∑ n=1 1 n! ( − ∂ ∂x )_n M_nP (x, t), (43)

fflkiȷ oderıu‚mo rozvinennfflm ˛mov˛rnosti P (x + s, x) v (23) za zm˛wennfflm s. Moment n-go porffldku ma‚ viglffld

M_n = ∫ s^nW (s) ds. (44)

Urahovuqi asimptotiku (14), dlffl sili f ≡ M_1 ta koef˛c˛‚nta difuz˛Ý D ≡ M_2 oderıu‚mo f ∼ x^{1−α}, D ∼ x^{2−α}. (45) Virazi (45) dozvolfflt~ otrimati qasov˛ zaleınost˛ seredn˛h veliqin na p˛dstav˛ r˛vnfflnnffl Lanıevena

ẋ = f(x) + √ D(x)ξ(t), (46) de ξ(t) — b˛liȷ xum ˛z standartnimi vlastivostfflmi ⟨ξ(t)⟩ = 0, ⟨ξ(t)ξ(t^′)⟩ = δ(t − t^′). (47) Provodfflqi userednennffl r˛vnfflnnffl (46), ma‚mo d dt ⟨x⟩ = ⟨f(x)⟩ ∼ ⟨x^{1−α}⟩. (48) Funkc˛ffl rozpod˛lu P (x, t), wo harakterizu‚t~sffl stepenevo asimptotiko (41) pri x → ∞, dozvolffl‚ vikoristati prostiȷ zv’fflzok ⟨x^ϖ⟩ ≃ ⟨x⟩^ϖ (49) pri obqislenn˛ drobovogo momentu dov˛l~nogo porffldku ϖ > 0. Tod˛ r˛vnfflnnffl (48) nabuva‚ prostogo viglffldu, fflkiȷ privodit~ do eksponenti Call˛sa

⟨x(t)⟩ = ( 1 − α t τ ) 1_α . (50)

U granic˛ α → 0 vona ma‚ debaÝvs~kiȷ viglffld, z fflkogo vipliva‚, wo stala ˛nteİruvannffl τ v˛d˛gra‚ rol~ qasu relaksac˛Ý. Dlffl α = 2 pri t ≫ τ oderıu‚mo korenevu zaleın˛st~, wo vlastiva zviqaȷn˛ȷ difuz˛Ý. Zagalom zaleın˛st~ (50) viglfflda‚ fflk sp˛vv˛dnoxennffl Gersta, ⟨x(t)⟩ ∝ t^H , de H — pokaznik, pov’fflzaniȷ ˛z vnutr˛xn~o fraktal~no vim˛rn˛st D fazovogo prostoru [4], H = 1 D . (51)

U rezul~tat˛ prihodimo do virazu pokaznika funkc˛Ý rozpod˛lu α qerez vnutr˛xn fraktal~nu vim˛rn˛st~ D mnoıini toqok fazovogo prostoru, fflkiȷ v˛dobraıa‚ zakon ruhu x(t) [5]:

α = D. (52)

Pri zviqaȷn˛ȷ difuz˛Ý (α = 2) kriva x(t) hoqa ‚ lamano, ale neperervno, tak wo fazova tra‚ktor˛ffl zapovn‚ vs˛ toqki prostoru, ˛ ȷogo vnutr˛xnffl vim˛rn˛st~ D = 2. Pol~oti L‚v˛ pri α < 2 privodfflt~ do stribk˛v uzdovı koordinati x, fflk˛ zumovlt~ utvorennffl klaster˛v posl˛dovnih poloıen~ qastinki, wo zmenxut~ vnutr˛xn fraktal~nu vim˛rn˛st~ do znaqennffl α. ¨ narext˛, pri α > 2 kriva x(t) rozpliva‚t~sffl v puqok, nafflvn˛st~ fflkogo, odnak, ne zumovl‚t~sffl procesom difuz˛Ý, osk˛l~ki v hod˛ svo‚Ý evolc˛Ý sistema moıe real˛zuvati lixe ‚diniȷ zakon x(t). U zobraıenn˛ fazovogo prostoru ce v˛dobraıa‚t~sffl na tomu, wo ȷogo vim˛rn˛st~ ne moıe pereviwuvati znaqennffl D_{max} = 2. U rezul~tati dinamiqniȷ pokaznik z ≡ H^{−1} pov’fflzaniȷ z indeksom L‚vi α rivnfflnnfflmi (div. ris. 4)

z ≡ H^{−1} = { α pri α < 2, 2 pri α ≥ 2. (53)

Ris. 4. Zaleınist~ dinamiqnogo pokaznika z ta obernenogo pokaznika Gersta H^{−1} vid indeksu L‚vi α.

Pri simetriqnomu rozpod˛l˛ ˛ntensivnosti stribk˛v W (x, y) = W (y, x) neparn˛ momenti (44) totoıno dor˛vnt~ nulev˛, ˛ poved˛nka sistemi zobraıa‚t~sffl r˛vnfflnnfflm ruhu dlffl momentu drugogo porffldku: d dt ⟨x^2⟩ ∼ ⟨x^{2−α}⟩. (54) Vono vipliva‚ z virazu (46) ta viznaqennffl stohastiqnogo diferenc˛ffllu [6] dx ∼ √ D dt ˛ podannffl dx^2 ≡ (x + dx)^2 − x^2 = 2x dx + (dx)^2. Povtorqi rozrahunki, proveden˛ dlffl momentu perxogo porffldku, znovu prihodimo do rezul~tatu (52). Okr˛m togo, znahodimo zv’fflzok

D = 2(1 − a) (55)

fraktal~noÝ vim˛rnosti D z pokaznikom a, wo viznaqa‚ koordinatnu zaleın˛st~ koef˛c˛‚nta difuz˛Ý

D = x^{2a}. (56)

k v˛dznaqeno u vstup˛, stepeneviȷ harakter c˛‚Ý zaleınosti v˛dobraıa‚ samopod˛bn˛st~ sistemi, a v˛dm˛nn˛st~ pokaznika a v˛d nulffl oznaqa‚ mul~tipl˛kativniȷ harakter xumu.

Zauvaıimo, wo stac˛onarniȷ rozv’fflzok r˛vnfflnnffl Kramersa-Mofflla (43), fflkiȷ u difuz˛ȷnomu nabliıenn˛ vrahovu‚ dva perxih qleni rffldu, ma‚ viglffld

P (x) = Z^{−1} D(x) exp {∫ f(x) D(x) } dx. (57)

Ceȷ viraz m˛stit~ peredeksponenc˛ffll~niȷ mnoınik D^{−1} = x^{−2a}, fflkiȷ viznaqa‚t~sffl stepenem (α − 2), wo ne zb˛ga‚t~sffl z asimptotiko (39). Odnak taka supereqn˛st~ ‚ ned˛ȷsno, osk˛l~ki dlffl samopod˛bnih sistem, de sila f(x) ta koef˛c˛‚nt difuz˛Ý D(x) zadat~sffl virazami (45), bol~cman˛vs~ka eksponenta zvodit~sffl do l˛n˛ȷnogo mnoınika x.

Oderıane viwe sp˛vv˛dnoxennffl (55) v˛d˛gra‚ principovo vaılivu rol~, osk˛l~ki pov’fflzu‚ geometriqnu harakteristiku — fraktal~nu vim˛rn˛st~ D — z˛ stohastiqno — pokaznikom mul~tipl˛kativnogo xumu a. Proved˛mo qisel~ne testuvannffl zaleınosti (55), vikoristovuqi zv’fflzok (51) z pokaznikom Gersta H. Budemo vihoditi z r˛vnfflnnffl (46), de na qasovomu ˛nterval˛ τ sila f = 0, a koef˛c˛‚nt difuz˛Ý viznaqeno virazom (56). Rozv’fflzuqi ce r˛vnfflnnffl, znahodimo zakon difuz˛Ý x(t), dlffl fflkogo vstanovl- ‚mo seredn koordinatu na ˛nterval˛ τ ta v˛dhilennffl v˛d neÝ na menxomu ˛nterval˛ t:

⟨x⟩_τ = 1 τ τ∑ t=1 x(t), δx(t, τ ) = t∑ u=1 [x(u) − ⟨x⟩_τ ]. (58)

Ris. 5. Zaleınist~ pokaznika Gersta H vid pokaznika mul~tiplikativnoÝ funkciÝ a.

Pot˛m viznaqa‚mo rozkid v˛dhilennffl R = max_{1≤t≤τ} δx(t, τ ) − min_{1≤t≤τ} δx(t, τ ), (59) normovaniȷ na seredn~okvadratiqne zm˛wennffl

S = ( 1 τ τ∑ t=1 [x(t) − ⟨x⟩_τ ]^2 )_{1/2} . (60)

Pokaznik Gersta obqisl‚mo zg˛dno z viznaqennfflm [4] R S ∝ τ^H . (61)

U rezul~tat˛ oderıu‚mo zaleın˛st~, podanu na ris. 5, de anal˛tiqna zaleın˛st~ H = [2(1−a)]^{−1} pokazana suc˛l~no l˛n˛‚. Pri a > 1/2, koli fraktal~na vim˛rn˛st~ (55) ne pereviwu‚ znaqennffl D = 1, sposter˛- ga‚mo povniȷ zb˛g qisel~nih danih z anal˛tiqnimi. Odnak pri a < 1/2, D > 1 formula (55) poniıu‚ fraktal~nu vim˛rn˛st~.

C. Subdifuziȷniȷ reıim

U c~omu vipadku nafflvn˛st~ pastok privodit~ do zniıennffl stepenffl qasovoÝ poh˛dnoÝ do znaqennffl β < 1, tak wo k˛netiqne r˛vnfflnnffl (22) nabuva‚ viglffldu

τ^β ∂^β P (x, t) ∂t^β = ∫ W (y, x)P (y, t) dy − P (x, t). (62)

P˛dstavlfflqi sdi rozv’fflzok Fur’‚ (28), dlffl laplas˛vs~kogo obrazu (31) qasovogo mnoınika ψ(t) znahodimo ψ(u) = ψ(0)τ 1 + (τ u)^β

. (63)

Vikoristovuqi zv’fflzki (33), (34), prihodimo do v˛dpov˛dnoÝ transformanti Mell˛na

ψ(s) = ψ(0) τ^s β Γ (_{1−s} β ) Γ ( 1 −^{1−s}_β ) Γ(1 − s)

. (64)

U rezul~tat˛ qasova zaleın˛st~ funkc˛Ý rozpod˛lu viglfflda‚ fflk [7]

ψ(t) = ψ(0) β H^{11}_{12} ( t τ (1 −^1_β ,^1_β )

(1 −^1_β ,^1_β ) (0, 1) ) , (65)

de z toqn˛st do zam˛ni α na β funkc˛ffl Foksa ma‚ formu, fflk u (37). Vikoristovuqi rozvinennffl (A.6), oderıu‚mo rffld (por. z (38))

ψ(t) = ψ(0) ( t τ )_{−(1−β) ∞}∑ n=0 [ −(t/τ )^β ]_n Γ(βn + β) , (66)

fflkiȷ, v˛dpov˛dno do (A.2), privodit~ do virazu, wo m˛stit~ funkc˛ M˛ttaİa–L‚ffl‚ra:

ψ(t) = ψ(0) ( t τ )_{−(1−β)} E_{β,β} [ −(t/τ )^β ] . (67)

Zg˛dno z perxim r˛vnfflnnfflm (A.3) funkc˛ffl (67) perehodit~ u debaÝvs~ku eksponentu ψ(t) = ψ(0) exp(−t/τ ) u granic˛ β → 1. Druge r˛vnfflnnffl (A.3) pokazu‚, wo pri β → 0 funkc˛ffl (67) prfflmu‚ do nulffl, fflk β. Pri malih ta velikih znaqennfflh qasu t meıov˛ virazi

(A.4), (A.5) funkc˛Ý M˛ttaİa–L‚ffl‚ra dat~ asimptotiqn˛ zaleınost˛:

ψ(t) = ψ(0) Γ(β) ( t τ )_{−(1−β)} , t ≪ τ ;

ψ(t) ∼ ψ(0) ( t τ )_{−(1+β)} , t ≫ τ. (68)

Zagal~niȷ viglffld zaleınosti ψ(t) pokazaniȷ na ris. 6, fflkiȷ sv˛dqit~, wo pri malih β funkc˛ffl rozpod˛lu povodit~sffl stepenevim qinom, a pri velikih — eksponenc˛ffll~nim.

Ris. 6. Qasova zaleınist~ funkciÝ rozpodilu ψ dlffl superdifuziÝ v napivlogarifmiqnih (a) ta logarifmiqnih (b) osfflh (krivi 1, 2, 3 vidpovidat~ pokaznikam β = 0.1, 0.5, 1.0

Nafflvn˛st~ pastok zniıu‚ porffldok qasovoÝ poh˛dnoÝ ne t˛l~ki v k˛netiqnomu r˛vnfflnn˛ (62), a takoı u v˛dpov˛dnih virazah (48), (54) dlffl moment˛v:

d^β dt^β ⟨x⟩ = ⟨f(x)⟩, d^β dt^β ⟨x^2⟩ = ⟨D(x)⟩. (69)

Anal˛z r˛vnffln~, oderıanih p˛slffl p˛dstanovki v c˛ sp˛vv˛dnoxennffl asimptotik (45), (56), privodit~ do skeȷl˛ngu ⟨x^ϖ⟩ ∼ t^{Hϖ}, wo uzagal~n‚ eksponentu Callisa (50) u granic˛ t → ∞. Pri c~omu pokaznik Gersta H viraıa‚t~sffl qerez porffldki poh˛dnih α, β ta pokaznik mul~tipl˛kativnogo xumu a r˛vnfflnnfflmi

H = β α = β 2(1 − a)

, (70)

wo uzagal~nt~ rezul~tati poperedn~ogo rozd˛lu dlffl β ≠ 1. Odnak sp˛vv˛dnoxennffl (52), (55), fflk˛ dat~ zv’fflzok pokaznik˛v α, a z fraktal~no vim˛rn˛st D, zalixat~sffl nezm˛nnimi.

Dlffl dovedennffl proved˛mo uzagal~nennffl r˛vnfflnnffl (51) dlffl dov˛l~nogo pokaznika β ≠ 1. Z c˛‚ meto vim˛rfflȷmo dovıinu L krivoÝ, wo zada‚ graf˛k zaleınosti x(t), pokrivaqi ÝÝ v˛dr˛zkami maloÝ dovıini l. kwo c˛ȷ dovıin˛ v˛dpov˛da‚ elementarniȷ ˛nterval τ vzdovı qasovoÝ osi t, a koordinata x vim˛r‚t~sffl v masxtab˛ a → 0, to, za teoremo P˛fagora, ma‚mo l = √ τ^2 + (x/a)^2. Z ˛nxogo boku, zg˛dno z viznaqennfflm [4], makroskop˛qna dovıina L pov’fflzana z m˛kroskop˛qnim masxtabom l sp˛vv˛dnoxennfflm L ∝ l^{1−D}, fflke, vnasl˛dok samoaf˛nnosti krivoÝ x(t), zber˛ga‚ silu pri zm˛n˛ masxtabu τ → ξτ , ξ > 1. Urahovuqi skeȷl˛nİove sp˛vv˛dnoxennffl x(ξτ ) = ξ^H x(τ ), zaznaqene peretvorennffl zm˛n‚ m˛kroskop˛qniȷ masxtab tak: l → l(ξ) = √ ξ^2τ^2 + ξ^{2H} (x/a)^2 = √ 2ξ^H (x/a) ∝ ξ^H , de druge r˛vnfflnnffl zabezpequ‚t~sffl takim viborom masxtabu a, fflkiȷ por˛vn‚ vneski oseȷ t ta x. kwo b kriva x(t) ne mala gorizontal~nih d˛lfflnok, wo zumovlt~sffl popadannfflmi qastinki v pastki, to dlffl ÝÝ pokrittffl elementarnimi v˛dr˛zkami vimagalas~ bi taka Ýh k˛l~k˛st~, wo dor˛vn‚ N = t/ξτ . Zavdfflki samoaf˛nnost˛ d˛ffl pastok, wo zniıu‚ porffldok poh˛dnoÝ za qasom do β < 1, zmenxu‚ k˛l~k˛st~ pokrivnih v˛dr˛zk˛v do znaqennffl N = (t/ξτ )^β ∝ ξ^{−β} . U rezul~tat˛ povna dovıina krivoÝ sklada‚ L = N l ∝ ξ^{−β}ξ^H ∝ l^{1− βH} . Por˛vnqi ÝÝ z viznaqennfflm L ∝ l^{1−D}, znahodimo zv’fflzok pokaznika Gersta z vnutr˛xn~o fraktal~no vim˛rn˛st: H = β D , (71)

wo uzagal~n‚ r˛vnfflnnffl (51) pri β ≠ 1. P˛dstavlfflqi sdi sp˛vv˛dnoxennffl (70), prihodimo do tih samih zv’fflzk˛v (52), (55), wo nafflvn˛ pri β = 1. Ceȷ rezul~tat ‚ zviqaȷnim, osk˛l~ki sinİulfflrn˛st~ qasovoÝ poved˛nki ne moıe zumovlvatisffl fraktal~no vim˛rnost, wo opisu‚ geometriqniȷ prost˛r.

D. I‚rarhiqna kartina superdifuziÝ

Vinffltkova osoblivist~ procesu superdifuziÝ polfflga‚ v tomu, wo poslidovni poloıennffl blukaqoÝ qastinki vidtvort~ klasternu strukturu, fflka poda‚- t~sffl fflk fraktal~na mnoıina z vimirnist (52), wo zvodit~sffl do pokaznika anomal~noÝ difuziÝ α (div. ris. 2). Oskil~ki fraktal ‚ rezul~tatom i‚rarhiqnoÝ proceduri, to moına pripustiti, wo povedinka stohastiqnoÝ sistemi viznaqa‚t~sffl ne lixe zmiwennfflm qastinki v prfflmomu prostori, ale ȷ povil~n˛- xo evolci‚ klasteriv ÝÝ poslidovnih poloıen~. k vidomo, ostannffl zvodit~sffl do difuziÝ po vuzlah i‚rarhiqnogo dereva, fflke zobraıu‚ ul~trametriqniȷ prostir.

Rozglffld, provedeniȷ u rozdilah I.A ta I.B, dozvoliv podati stadi anomal~noÝ difuziÝ, pov’fflzanu z peremiwennfflm qastinki u prfflmomu prostori. Bulo pokazano, wo na mezoskopiqnih intervalah qasu, koli ne vinika‚ pomitnih zmin klasternoÝ strukturi, poloıennffl qastinki rozpodileni za zakonom L‚vi (17). Tut mi rozglfflnemo nastupnu stadi, fflka zumovlena vipadkovimi blukannfflmi v ul~trametriqnomu prostori [8]. Na osnovi uzagal~nenogo rivnfflnnffl Fokkera– Planka bude pokazano, wo podibno upovil~neniȷ relaksaciÝ spinovih stekol na makroskopiqnih intervalah qasu klasterna struktura pom˛tno zm˛n‚t~sffl. Ce privodit~ do asimptotiqnogo rozpodilu za rivnfflmi i‚rarhiqnogo dereva, fflke zvodit~sffl do formi Callisa [9].

Ris. 7. Naȷprostixi i‚rarhiqni dereva: a — parametrizaciffl dereva z pokaznikom s = 3, b — bifurkaciȷne derevo (s = 2).

Za umovi vrahuvannffl klasternoÝ strukturi v kinetiqnomu rivnfflnni (22) gustina ȷmovirnosti P_u(r, t) ta intensivnist~ perehodiv W_{uu}′ (r, r^′) stat~ zaleınimi vid ul~trametriqnoÝ koordinati u [10]. Dlffl z’fflsuvannffl ci‚Ý zaleınosti rozglffln~mo reİulfflrne i‚rarhiqne derevo, wo harakterizu‚t~sffl fiksovanim znaqennfflm pokaznika s > 1, fflkiȷ zada‚ kil~kist~ gilok, wo prorostat~ z c~ogo vuzla, ta k˛l~k˛st rivn˛v i‚rarhiÝ n ≫ 1. Todi ul~trametriqna koordinata u poda‚t~sffl n-znaqnim qislom u sistemi qislennffl z osnovo s:

u ≡ u_0 u_1 . . . u_m . . . u_{n−1}, u_m = 0, 1, . . ., s − 1 (72)

(div. priklad na ris. 7a). Vidpovidno, intensivnist~ perehodiv zapisu‚mo fflk stepeneviȷ rffld

W_{uu}′ = n∑ m=0 W (u_m − u^′_m)s^{n−m}, (73) de perxiȷ dodanok m = 0 vidpovida‚ verhn~omu rivnev˛ i‚rarhiÝ, fflkiȷ zada‚ povedinku vsi‚Ý sistemi, a ostanniȷ m = n — niın~omu, wo vidpovida‚ za naȷdr˛bn˛x˛ klasteri. Za viznaqennfflm, vidstan~ miı toqkami u, u^′ sklada‚ l ∈ [0, n] za umovi u_m = u^′_m dlffl m = 0, 1, . . ., n − (l + 1), ale u_m ≠ u^′_m dlffl m = n − l, n − l + 1, . . ., n [11]. Tomu pri fiksovaniȷ vidstani l perxi (n − l) dodankiv navedenogo rffldu, za viznaqennfflm, dorivnt~ nulev˛, a ostanni l mistfflt~ mnoınik s^{n−m}, veliqina fflkogo v kontinual~niȷ granici s ≫ 1 nabagato menxa, n˛ı mnoınik s^l, fflkiȷ mistit~sffl v perxomu z dodankiv, wo zalixilisffl. U rezul~tati z’fflsovu‚t~sffl, wo v stepenovomu rffldi golovnu rol~ vidigra‚ ‚diniȷ dodanok, wo vidpovida‚ m = n−l: W_{uu}′ ∼ s^l = s^{n−m}. Podibno moına pokazati, wo gustina ȷmovirnosti sklada‚ P_u ∼ s^{n−l} = s^m. Pri perehodi vid reİulfflrnogo dereva do dovil~nogo pokaznik s sta‚ zminno veliqino, i, vidpovidno do navedenih ocinok, intensivnist~ perehodiv W_{uu}′ ⇒ W (n − m) ta gustina ȷmovirnosti P_{ku} ⇒ P_k(m) nabuvat~ formi peretvoren~ Mellina:

W (n − m) ≡ ∞∫ 0 W (s)s^{n−m} ds,

P_k(m) ≡ ∞∫ 0 P_k(s)s^m ds, (74)

de W (s), P_k(s) — vidpovidni vagovi funkciÝ.

Kinetiqne rivnfflnnffl, wo vrahovu‚ klasternu strukturu, zapisu‚mo fflk

τ_kṖ_k(n, t) = ∑ m>n W (m − n)P_k(n, t)

− ∑ m<n W (n − m)P_k(m, t), τ_k ≡ (√ Dτ |k| )_{−α} τ. (75)

Tut perxiȷ dodanok u praviȷ qastini vrahovu‚ i‚- rarhiqniȷ zv’fflzok miı vuzlami niınih rivn˛v m > n qerez zadaniȷ n, a vid’‚mnik — zv’fflzok c~ogo rivnffl n qerez verhni m < n (div. ris. 7b). Pri oderıanni rivnfflnnffl (75) vikoristano adifflbatiqne nabliıennffl, v meıah fflkogo blukannffl qastinki vidbuva- ‚t~sffl nabagato xvidxe za zminu klasternoÝ strukturi, fflka harakterizu‚t~sffl makroskopiqnim qasom τ_m (div. niıqe). Rozvivaqi v rffld gustinu ȷmovirnosti za stepenfflmi (n − m), v kontinual~niȷ granici n ≫ 1 z toqnist do qlena drugogo porffldku oderıu- ‚mo

τ_kṖ_k(n, t) + D^2_q P_k(n, t) = ∂ ∂n [ F (n)P_k(n, t) − ∂ ∂n D(n)P_k(n, t) ] , (76)

de vvedeno momenti

F (n) ≡ ∑ m<n (n − m)W (n − m),

D(n) ≡ 1 2 ∑ m<n (n − m)^2W (n − m) (77)

ta veliqinu

D^2_q ≡ ∑ m<n W (n − m) − ∑ m>n W (m − n), (78)

wo zada‚ riznic miı xvidkostfflmi vstanovlennffl i‚- rarhiqnogo zv’fflzku qerez verhni ta niıni rivni. Dali bude pokazano, wo operator D_q zvodit~sffl do pohidnoÝ Dıeksona z pokaznikom α = (q − 1) ln P/ ln q (div. dodatok C). Na vidminu vid zviqaȷnoÝ pohidnoÝ, fflka vidpovida‚ granici q → 1, pohidna Dıeksona zada‚ xvidkist~ zmini funkciÝ P (n) ne pri zmiwenn˛ arİumentu dn → 0, a pri ȷogo dilataciÝ qn i tomu ‚ osnovo anal˛zu samopodibnih sistem [12].

Uzagali pri pidsumovuvanni za stanami sistemi obmeıennffl m > n, m < n, wo figurut~ u (78), ‚ vidsutnimi, tak wo D_q = 0 [13]. Odnak nema‚ nifflkih pidstav priȷmati taki umovi dlffl i‚rarhiqnih sistem, de xvidkist~ ustanovlennffl zv’fflzku sutt‚vo zaleıit~ vid togo, fflkimi rivnfflmi (niınimi qi verhnimi) vona zabezpequ‚t~sffl. Ce zumovleno neodnoridnist ul~trametriqnogo prostoru, fflka ‚ oqevidno navit~ z ȷogo geometriqnih obraziv, navedenih na ris. 7. Priȷmemo anzac

D^2_q ≡ ϵqP^{q−1}_k (n, t) ∂ ∂n , (79)

fflkiȷ oznaqa‚, wo zaznaqena neodnoridnist~ privodit~ do neliniȷnogo vnesku ϵP^q_k (n, t) do dreȷfovoÝ skladovoÝ potoku ȷmovirnosti blukan~ po i‚rarhiqnomu derevu (q, ϵ — dodatni parametri). Z inxogo boku, toȷ fakt, wo riznicffl xvidkosteȷ ustanovlennffl i‚rarhiqnogo zv’fflzku D^2_q zaleıit~ vid gustini ȷmovirnosti P , oznaqa‚ nafflvnist~ neliniȷnogo zvorotnogo zv’fflzku. Pidstanovka virazu (79) u rivnfflnnffl (76) privodit~ do takogo viglffldu kinetiqnogo rivnfflnnffl superdifuziÝ:

τ_kṖ_k(n, t) = ∂ ∂n { [F (n)P_k(n, t) − ϵP^q_k(n, t)]

− ∂ ∂n D(n)P_k(n, t) } . (80)

Porivnfflno zi zviqaȷnimi sistemami [13] zvertat~ na sebe uvagu protileıni znaki pered difuziȷno ta liniȷno dreȷfovo skladovimi, wo zumovleno obernenim viborom znakiv u vihidnomu rivnfflnni (75). Priqino takoÝ obernenosti ‚ te, wo avtonomni i‚rarhiqni sistemi (napriklad, brokratiqna) ne ruȷnut~sffl, a samostiȷno vidtvort~sffl. Nagolosimo takoı, wo neliniȷnist~ rivnfflnnffl (80) ne dozvolffl‚ vikoristovuvati peretvorennffl Mellina (74) podibno do togo, fflk ce v˛dbuvalos~ pri viznaqenni fur’‚-obrazu rivnfflnnffl (22).

Pereȷd˛mo do analizu rivnfflnnffl (80) dlffl F (n) = 0, D(n) = const, u fflkomu osnovnu rol~ vidigra‚ neliniȷna dreȷfova skladova. Vidpovidniȷ stacionarniȷ rozpodil

P (n) = A { D ϵ + (q − 1)(n + 1)

}_− 1_{q−1} ,

A ≡ (2 − q) { D ϵ + (q − 1) }^{2−q}_{q−1} (81)

monotonno zbil~xu‚t~sffl zi zmenxennfflm n (zbil~xennfflm klastera poloıen~ qastinki) ta perehodit~ u rozpodil Callisa na verhn~omu rivni n = 0, wo harakterizu‚ vs sistemu. Z c~ogo vipliva‚, wo q < 1 vidpovida‚ neobmeıeno zrostaqim asimptotikam gustini ȷmovirnosti, tomu dali pripustimo, wo q > 1.

U nestacionarnomu vipadku analitiqne doslidıennffl sta‚ moılivim v avtomodel~nomu reıimi, koli povedinka sistemi zada‚t~sffl qasovo zaleınist n_c(t) harakternogo masxtabu i‚rarhiÝ, a rozpodil imovirnosti poda‚t~sffl odnoridno funkci‚ P (n, t) = [n_c(t)]^{−α} P(ν), ν ≡ n/n_c. (82) kwo vikonu‚t~sffl umova normuvannffl ∞∫ 0 P (n, t) dn = 1, (83)

to naȷsutt‚vixiȷ vnesok da‚ dreȷfoviȷ dodanok, wo zumovleniȷ neodnoridnist ul~trametriqnogo prostoru. Todi α = 1, i avtomodel~niȷ reıim vstanovl- ‚t~sffl za umov:

n^{q−1}_c ṅ_c = const ≡ C τ_k

(84) ta

(ϵqP^{q−1} − Cν)P^′ − CP = 0. (85) Tut ta niıqe xtrih oznaqa‚ diferencivannffl za vidpovidnim arİumentom, C — dodatna stala. Rozv’fflzok rivnfflnnffl (85) ma‚ viglffld P^{q−1} = (C/ϵ)ν pri t ≪ τ_d, de τ_d ≡ (ϵ^{q−2}/D^{q−1})n^qτ_k. Pri sumirnost˛ dreȷfovoÝ ta difuziȷnoÝ skladovih (t ∼ τ_d) rozpodil za i‚rarhiqnimi r˛vnfflmi sta‚ nenormovanim [14], tomu dlffl zabezpeqennffl avtomodel~nogo reıimu neobhidno vikonati umovi:

α(q − 1) − 1 = 0, n_cṅ_c = C τ_k

(86) ta DP^{′′} + (ϵqP^{q−1} − Cν)P^′ − αCP = 0. (87) Rozv’fflzok ostann~ogo rivnfflnnffl harakterizu‚t~sffl asimptotikami P^{q−1} → (q − 1)^{−1}(D/ϵ)ν^{−1} pri ν → 0 ta P^{q−1} → (2C/qϵ)ν pri ν → ∞. Perxa realizu‚- t~sffl na velikih qasovih masxtabah t ≫ τ_m, τ_m ≡ (n^2/C)τ_k, druga — na malih t ≪ τ_m.

Takim qinom, pri F (n) = 0, D(n) = const na poqatkoviȷ stadiÝ t ≪ τ_d vneskom difuziȷnoÝ skladovoÝ moına znehtuvati, i rozpodil za rivnfflmi normu‚t~sffl zviqaȷno umovo. Pri c~omu harakterniȷ masxtab i‚rarhiÝ zrosta‚ z qasom za stepenevim zakonom n^q_c = Cq t τ_k

, (88)

tak wo sutt‚vimi stat~ use niıq˛ rivni. Vidpovidno gustina ȷmovirnosti zmenxu‚t~sffl za giperboliqnim zakonom P^{q−1}(n, t) = n qϵ τ_k t (89)

tim xvidxe, qim niıqe riven~ (zvidsi vipliva‚ takoı q > 1). Perehid na difuziȷnu stadi, fflkiȷ priskor‚t~sffl z pidviwennfflm rivnffl, spriqinffl‚ pri τ_d ∼ t ≪ τ_m transformaci qasovoÝ zaleınosti (88) do zviqaȷnogo korenevogo viglffldu

n_c = √ 2C t τ_k

, (90)

a gustina ȷmovirnosti, fflk i ranixe, zmenxu‚t~sffl za g˛perbol˛qnim zakonom (89). Z podal~xim zrostannfflm qasu do makroskopiqnih znaqen~ t ≫ τ_m zaleınist~ n_c(t) zalixa‚t~sffl nezminno, a rozpodil imovirnosti vihodit~ na asimptotiku

P (n) ∼ { (q − 1) ϵ D n }_− 1_{q−1}

, (91)

wo vidpovida‚ stacionarnomu rozpodilov˛ (81) pri n ≫ D/ϵ.

Za nafflvnosti zovnixn~oÝ sili F (n) = const ta mul~tiplikativnogo xumu, intensivnist~ fflkogo D(n) zaleıit~ vid nomera rivnffl, zaznaqena povedinka realizu‚t~sffl lixe na malomu qasi t ≪ n(F − D^′)^{−1}τ_k. kwo vikonu‚t~sffl protileına umova

n + (F − D^′) t τ_k ≫ ( ϵ F − D^′ ) 1_{q−1} , (92)

to harakterniȷ masxtab zrosta‚ za liniȷnim zakonom

n_c = C t τ_k

, (93)

a ȷmovirnist~ spada‚, fflk

P (n, t) = { n + (F − D^′) t τ_k }_{−1} . (94)

Stacionarniȷ rozpodil nabuva‚ eksponenciffll~noÝ formi

P (n) ∝ D^{−1} exp {∫ F D dn } , (95)

fflka poruxu‚ aditivnist~. Diȷsno, oskil~ki odna ȷ ta sama zaleınist~ D(n) viznaqa‚ proces difuziÝ fflk dlffl vsi‚Ý sistemi, tak i dlffl ÝÝ qastin A i B, to poruxu‚- t~sffl umova mul~tiplikativnosti ȷmovirnosteȷ

P^{A,B}(n) = D(n)P^A(n)P^B(n). (96)

Tomu navit~ pri viznaqenni entropiÝ za Bol~cmanom sistema z mul~tiplikativnim xumom ne ‚ aditivno.

Z navedenogo vipliva‚, wo proces superdifuziÝ i‚rarhiqnoÝ sistemi, fflka ne pidlfflga‚ zovnixn~omu vplivu (F = 0), vidbuva‚t~sffl neaditivno. U meıah vikladenogo pidhodu fflk neliniȷnist~, tak i zumovlena ne neaditivnist~ ‚ naslidkom i‚rarhiqnoÝ budovi. Zvidsi vipliva‚, wo vil~ni i‚rarhiqn˛ sistemi zavıdi neaditivni.

E. Drobovo-diferenciffll~ne rivnfflnnffl ruhu

Ostannim qasom posilenu uvagu privertat~ fiziqni sistemi, u fflkih principovu rol~ vidigrat~ efekti pam’fflti. Taka situaciffl vinika‚ pri opisi kondensovanogo stanu, dalekogo vid termodinamiqnoÝ rivnovagi: amorfnih materifflliv, pri strukturniȷ relaksaciÝ visokotemperaturnih oksidiv nadprovidnikiv, pri plastiqniȷ deformaciÝ ta ruȷnuvanni tverdih rozqiniv ˛ martensitnih makrostruktur ta inxe [11]. Nafflvnist~ pam’fflti pripuska‚, wo sila f, fflka di‚ na sistemu v qas t^′ > 0, privodit~ do potoku J, amplituda fflkogo viznaqa‚t~sffl zgortko

J(t) = ∫_t 0 M (t − t^′)f(t^′) dt^′. (97)

Dlffl markivs~kih sistem, u fflkih v˛dsutnffl pam’fflt~, qasova zaleınist~ funkciÝ pam’fflti M (t − t^′) ma‚ δpod˛bniȷ viglffld:

M (t − t^′) = γδ(t − t^′), (98)

de γ — pozitivna stala. Pidstavlfflqi (98) v (97), oderıu‚mo zv’fflzok J(t) = γf(t), (99) zgidno z fflkim, za vidsutnosti pam’fflti, na potik J(t) v moment t vpliv ma‚ til~ki sila, wo di‚ v toȷ samiȷ moment qasu t. Pri vrahuvanni pam’fflti δ-funkciffl v (98) rozmiva‚t~sffl na xirinu τ , protfflgom fflkoÝ sila f zdatna difflti na potik J. Dlffl sistem z ideal~no pam’ffltt ma‚mo τ → ∞, tobto potik J(t) formu‚t~sffl vprodovı intervalu t^′ < t diÝ sili f(t^′) do qasu t. Formal~no ce viraıa‚t~sffl v zastosuvanni ffldra inte- İral~nogo rivnfflnnffl (97) u viglffldi M (t − t^′) = γ/t, (100) de vidsutnffl zaleınist~ diÝ sili f u moment qasu t^′, a funkciffl pam’fflti zadovol~nffl‚ umovu normuvannffl ∫_t 0 M (t − t^′) dt^′ = γ. (101)

Zv’fflzok (97), zapisaniȷ u qasovomu zobraıenni, ‚ nezruqnim zavdfflki nafflvnost˛ zgortki (inteİrala za t^′). Vid neÝ moına pozbavitisffl zastosuvannfflm peretvorennffl Laplasa, fflke dozvolffl‚ pereȷti vid qasu t do kompleksnoÝ qastoti u. Pislffl c~ogo diferenciffll~ne rivnfflnnffl (97) nabuva‚ alİebraÝqnoÝ formi

J(u) = M (u)f(u). (102)

Laplasivs~kiȷ obraz markivs~kogo ffldra (98), wo vidpovida‚ vidsutnosti pam’fflti, zvodit~sffl do konstanti:

M (u) = γ. (103)

Dlffl ideal~noÝ pam’fflti z rivnfflnnffl (100) u granic˛ |u|t ≫ 1 otrimu‚mo M (u) = γ/ut. (104) Takim qinom, vklqennffl pam’fflti spriqinffl‚ transformaci stalogo ffldra (103) do giperboliqnoÝ formi

(104).

U zv’fflzku ˛z cim vinika‚ pitannffl: fflku rol~ v˛d˛- gra‚ funkciffl M (u), fflkwo pam’fflt~ ‚ povno, ale ne ideal~no, tobto vona profflvlffl‚t~sffl na vs~omu qasovomu intervali (0, t), poperedn~omu do t, ale ne pri vsih momentah qasu t^′. Oskil~ki stohastiqna sistema ‚ samopodibno, to moına oqikuvati, wo pam’fflt~ pidtrimu‚t~sffl v toqkah t^′, fflki teı skladat~ samopodibnu mnoıinu. Pokaıemo, wo fraktal~na vimirnist~ Δ takoÝ mnoıini ‚ miro zbereıennffl pam’fflti.

Bezposeredni rozrahunki [15], wo İruntut~sffl na vikoristanni kantorivs~kogo pilu, fflkiȷ ‚ naȷprostixim prikladom samopodibnoÝ mnoıini, privodfflt~ do rezul~tatu

M (u) = A_Δz^{−Δ}, Δ = ln s ln ξ^{−1} , z = (1 − ξ)ut. (105) Tut s — indeks galuıennffl vidpovidnogo i‚rarhiqnogo dereva; ξ < 1 — parametr podibnosti, stala A_Δ = 2^{−Δ/2} dlffl kantorivs~koÝ mnoıini z kil~kist elementarnih blokiv s = 2.

Funkciffl pam’fflti (105) zadovol~nffl‚ umovu samopodibnosti M (ξu) = ξ^{−Δ}M (u) z pokaznikom Δ. Buduqi fraktal~no vimirnist mnoıini Kantora, u toqkah fflkoÝ vklqeno pam’fflt~, ceȷ pokaznik poda‚ kil~kisnu miru efektiv vifflvlennffl pam’fflti. D˛ȷsno, dlffl poroın~oÝ mnoıini (ξ = 0) ma‚mo Δ = 0, ˛ zaleınist~ (105) zvodit~sffl do staloÝ (103), wo vidpovida‚ vidsutnosti pam’fflti. Zi zbil~xennfflm parametra podibnosti ξ > 0 pokaznik Δ takoı zrosta‚, i laplasivs~ka transformanta (105) sta‚ funkci‚, wo xvidko zrosta‚. Graniqne znaqennffl ξ = s^{−1} parametra podibnosti privodit~ do maksimal~noÝ vimirnosti Δ = 1, fflka vidpovida‚ ideal~niȷ pam’fflti, viznaqenoÝ funkci‚ (104).

Takim qinom, sistemi iz zalixkovo pam’ffltt opisut~sffl peretvorennfflm Laplasa (105), de znaqennffl pokaznika 0 ≤ Δ ≤ 1 viznaqa‚ veliqinu zbereıennffl pam’fflti. Vikoristovuqi inversne peretvorennffl, dlffl dvoqasovoÝ funkciÝ pam’fflti kantorivs~koÝ mnoıini z s = 2 znahodimo (div. [11], [15])

M (t−t^′) = γ π [√ 2(1 − ξ)t ]_{−Δ} Γ(1−Δ)(t−t^′)^{Δ−1}, (106)

de Γ(1 − Δ) — gama-funkciffl. Pidstavlfflqi (106) v rivnfflnnffl (97), oderıu‚mo

J(t) = γ π [√ 2(1 − ξ) ]_{−Δ} I^Δ_t f(t), (107)

de zastosovano viznaqennffl (B.3) drobovogo ˛nteİrala v˛d sili f(t) [16].

Dos˛ mi vikoristovuvali inteİral~ne zobraıennffl efektiv pam’fflti. Pokaıemo teper, fflk moıe buti zapisane ekvivalentne diferenciffll~ne rivnfflnnffl. Z ci‚ meto rozglffln~mo gustinu rozpodilu n(r, t), wo zberiga‚t~sffl zgidno z rivnfflnnfflm neperervnosti ∂n ∂t = −∇J, (108)

de potik J podano rivnfflnnfflm (97). Za vidsutnosti efektiv pam’fflti zadovol~nffl‚t~sffl rivnfflnnffl (99), de silu f podano fflk

f = −∇μ, (109)

μ — hemiqniȷ potenciffll, a (108) privodit~ do difuziȷnogo rivnfflnnffl ∂n ∂t = ∇(γ∇μ). (110) Pri vklqenn˛ pam’fflti u praviȷ qastini (110) z’fflvlffl- ‚t~sffl droboviȷ inteİral, wo znaqno uskladn‚ rozv’fflzannffl zadaqi.

Odnak do ci‚Ý problemi moına pidiȷti z inxogo boku, fflkwo vrahuvati, wo funkciffl pam’fflti M (t − t^′) nabuva‚ nul~ovih znaqen~ u pevni momenti qasu t^′. Zgidno z rivnfflnnfflm (97) ce privodit~ do fiksaciÝ potoku J v (108), wo vidpovida‚ zniknenn xvidkosti ∂n/∂t. Tomu moına pripustiti, wo vtrata pam’fflti moıe buti vrahovana ne til~ki fraktal~no vlastivist inteİrala potoku (107), a takoı drobovim porffldkom qasovoÝ pohidnoÝ v (108). Budemo vihoditi z togo poloıennffl, wo rivnfflnnffl (108) vidpovida‚ povniȷ vidsutnosti pam’fflti, pri fflkiȷ fraktal~na vimirnist~ Δ = 0. ÕÝ vrahuvannffl privodit~ do zrostannffl pokaznika Δ, todi fflk xvidkist~ zmini veliqini n ma‚ zmenxuvatisffl. Ce dozvolffl‚ pripustiti, wo rivnfflnnffl ruhu moıe buti zapisane u drobovo-diferenciffll~niȷ formi (div. niıqe):

D^q_t n = ∇(γ∇μ), D^q_t ≡ ∂^q ∂t^q , q = 1 − Δ, (111)

de zrostannffl parametra pam’fflti Δ zmenxu‚ porffldok q poh˛dnoÝ za qasom. U sistemah z ideal~no pam’ffltt (Δ = 1) qasova pohidna v (111) znika‚, wo privodit~ do potoku (99).

Dlffl p˛dtverdıennffl zv’fflzku q = 1 − Δ budemo vihoditi ˛z qasovoÝ zaleınosti potoku J ∝ t^{−Δ}, fflka vipliva‚ z r˛vnfflnnffl (107) ta viznaqennffl (B.3), fflkwo v ostann~omu provesti zam˛nu t^′ → tτ . Pidstavlfflqi taku zaleınist~ u (108), znahodimo rozv’fflzok

n ∝ t^{1−Δ}, (112)

wo zadovol~nffl‚ testovane rivnfflnnffl (111). Ce pidtverdıu‚ vidpovidnist~ koncepciÝ drobovogo inteİrala (107) ta drobovo-diferenciffll~nogo rivnfflnnffl (111). Zaslugovu‚ na uvagu analog˛ffl oderıanogo zakonu (112) z geometriqnim sp˛vv˛dnoxennfflm L ∝ l^{1−Δ}, fflke viraıa‚ dovıinu beregovoÝ l˛n˛Ý L qerez elementarniȷ masxtab l. Zv˛dsi vipliva‚, wo qas t v˛d˛gra‚ rol~ dovıini elementarnogo seİmenta l, fflkiȷ pokriva‚ Δ-vim˛rnu fraktal~nu mnoıinu v prostor˛ stan˛v sistemi z pam’ffltt.

Pri fraktal~n˛ȷ vim˛rnost˛ Δ = 0 drobovodiferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl (111) opisu‚ neoborotniȷ proces difuziÝ, u fflkomu disipac˛ffl povn˛st podavl‚ mikroskopiqnu pam’fflt~ wodo obernenosti qasu t → −t. Cffl pam’fflt~ z’fflvlffl‚t~sffl pri zb˛l~xenn˛ vim˛rnosti Δ, veliqina fflkoÝ zada‚ qastku kanal˛v mehan˛qnogo ruhu, simetriqnih wodo peretvorennffl t → −t. Takim qinom, zmenxennffl porffldku pohidnoÝ q = 1 − Δ v (111) vidpovida‚ vklqenn kanaliv pam’fflti, qastina fflkih viznaqa‚t~sffl fraktal~no vimirnist Δ. Zalixok q = 1 − Δ kanaliv zabezpequ‚ neobernenist~ sistemi, wo pov’fflzana z disipac˛‚. U m˛kroskop˛qnomu viglffld˛ nadlixok kanal˛v, wo v˛dpov˛dat~ obernenomu ruhu, poda‚mo drobovim operatorom Liuvillffl [15] ih̄ t ∂^Δρ ∂τ^Δ = [H, ρ] , (113)

de h̄ — stala Planka; H — gamil~toniffln; ρ — nerivnovaıniȷ statistiqniȷ operator, t — qas evolciÝ makroskopiqnoÝ sistemi; τ = t^′/t — obezrozmireniȷ qas, obmeıeniȷ umovo τ < 1. Drobovodiferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl L˛uv˛llffl (113) ‚ priȷnffltn˛xim, n˛ı fenomenolog˛qne vrahuvannffl disipac˛Ý za rahunok uvedennffl relaksac˛ȷnoÝ skladovoÝ [17] abo ı vklqennffl bezmeıno slabkih dıerel [18].

Okremo vid rivnfflnnffl difuziȷnogo tipu moına oqikuvati pofflvi drobovoÝ pohidnoÝ v opis˛ qastinok z nepruıno vza‚modi‚. Vikonuqi obqislennffl, podibni do tih, wo privodfflt~ do potoku (107), moına pokazati [15], wo koli pri koınomu zitknenni na qastinku maso m di‚ sila F , to zm˛na xvidkosti zada- ‚t~sffl virazom

m(Δv) = [√ 2(1 − ξ) ]_{−Δ} t I^Δ_t F (t), (114)

viznaqenim za dopomogo drobovogo inteİrala (B.3). Analog˛qno do difuz˛ȷnogo r˛vnfflnnffl perehodu do vidpovidnoÝ drobovo-diferenciffll~noÝ formi dosfflga‚mo di‚ na viraz (114) operatora D^Δ_τ , fflkiȷ ‚ inversnim do drobovogo inteİrala I^Δ_τ . Tod˛ dlffl pruınoÝ sili F = −λΩ∇^2r, wo zada‚t~sffl stalo λ, de Ω — atomniȷ ob’‚m, uzagal~nene transportne rivnfflnnffl dlffl koordinati qastinki r nabuva‚ viglffldu [15]

D^{1+Δ}_τ r + (ct)^2∇^2r = 0, (115)

de vikoristano obezrozmireniȷ qas τ = t^′/t < 1 ta harakternu xvidkist~

c^2 = λΩ m [√ 2(1 − ξ) ]_{−Δ} . (116)

Rivnfflnnffl (115) viznaqa‚ noviȷ tip hvil~ovogo ruhu, wo ‚ prom˛ınim miı zviqaȷno difuzi‚ (Δ = 0) ta klasiqno hvile (Δ = 1). Vidpovidno formula (116) zada‚ difuziȷniȷ koefici‚nt D = c^2t v perxomu vipadku ta hvil~ovu xvidkist~ c — u drugomu.

Harakterna osobliv˛st~ drobovo-diferenciffll~nih rivnffln~ (111) ta (115) polfflga‚ v tomu, wo voni zadat~ evolci veliqini, umova zbereıennffl fflkoÝ privodit~ do pohidnoÝ drugogo porffldku za koordinato. Dlffl veliqini η, fflka ne zberiga‚t~sffl, ci pohidni znikat~, tak wo difuziȷne rivnfflnnffl (111) peretvor- ‚t~sffl v uzagal~nene relaksaciȷne rivnfflnnffl Landau– Halatnikova

D^{1−Δ}_τ η = −(γ_Δt)η, (117)

a hvil~ove rivnfflnnffl (115) — v uzagal~nene rivnfflnnffl garmoniqnogo oscilffltora

D^{1+Δ}_τ η + (ω_Δt)^2η = 0; (118)

de, fflk i ranixe, τ = t^′/t — znerozmireniȷ qas, parametri γ_Δ, ω_Δ ∝ [√ 2(1 − ξ) ]_{−Δ} viznaqat~ qas relaksaciÝ γ^{−1}_Δ ta qastotu oscilffltora ω_Δ. Fraktal~na vimirnist~ Δ zada‚ miru zalixkovoÝ pam’fflti. Za ÝÝ vidsutnosti (Δ = 0) fflk (117), tak ˛ (118) zvodfflt~sffl do naȷprostixogo rivnfflnnffl debaÝvs~koÝ relaksaciÝ (γ_0 = ω^2_0t). Pri ideal~n˛ȷ pam’fflti (Δ = 1) rivnfflnnffl (117) virodıu‚t~sffl do umovi fazovoÝ rivnovagi η = η_0, a (118) — do zviqaȷnogo rivnfflnnffl oscilffltora.

Takim qinom, moına vid˛liti osnovn˛ tipi r˛vnffln~ ruhu, fflk˛ vidpovidat~ riznim reıimam povedinki sistemi. Peredus˛m ce ‚ rivnfflnnffl neperervnosti, fflke v˛dobraıa‚ umovu zbereıennffl k˛l~kosti qastinok. Dal˛ moına vid˛liti oscilqu poved˛nku, wo m˛stit~ drugu pohidnu za qasom, ta hvil~oviȷ reıim, fflkiȷ zada‚t~sffl pohidnimi drugogo porffldku za qasom ta koordinato. Termodinamiqna sistema viznaqa‚t~sffl gidrodinamiqno modo, amplituda fflkoÝ zvodit~sffl do parametra porffldku. Pri c~omu reaktivniȷ reıim poda‚t~sffl qasovo poh˛dno drugogo porffldku, a disipativniȷ — perxogo. Oscilffltorne rivnfflnnffl ruhu opisu‚ reaktivnu poved˛nku parametra porffldku, wo ne zberiga‚t~sffl, a hvil~ove — togo, wo zberiga‚t~sffl. Pokaıemo, wo rozvineniȷ metod dozvolffl‚ anal˛tiqnim sposobom zv’fflzati naveden˛ reıimi za rahunok zm˛ni porffldk˛v poh˛dnih [15], [19].

Maqi na uvaz˛ dosl˛dıennffl termodinam˛qnoÝ sistemi, poqnemo z rivnfflnnffl neperervnosti η̇ + ∇j = 0 dlffl polffl parametra porffldku η(r, t), wo harakterizu‚t~sffl potokom j(r, t). Na v˛dm˛nu v˛d mehan˛qnogo potoku (97), termodinam˛qniȷ pov’fflzaniȷ ne ˛z silo, a z hemiqnim potenciffllom μ(r, t). U meıah fur’‚- laplas˛vs~kogo zobraıennffl ceȷ zv’fflzok da‚t~sffl l˛- n˛ȷno zaleın˛st j_k(u) = M_k(u)μ_k(u), de k — hvil~oviȷ vektor; u — kompleksna qastota.

Dlffl znahodıennffl zaleınosti funkciÝ pam’fflti M_k(u) vid k rozglffln~mo naȷprostixiȷ odnovimirniȷ vipadok seredoviwa u formi seİmenta 0 ≤ x ≤ l. Todi potik qerez pravu granic zada‚t~sffl virazom

j(l) = ∫_l 0 M (l − x)μ(x) dx. (119)

Pripustimo, wo funkciffl M (x) nabuva‚ nenul~ovih znaqen~ u toqkah mnoıini Kantora. Todi pod˛bno do (105) oderıu‚mo

M (k) = e^{−αΔ}κ^{−Δ}, κ = ikl(1 − ξ). (120)

Tut konstanta α = 2^{−1} ln 2 = 0.347; Δ, ξ ta l — fraktal~na vimirnist~, parametr podibnosti ta masxtab vidpovidno. Vikoristannffl (120) ta r˛vnfflnnffl neperervnosti privodit~ do zakonu dispersiÝ

u = B_Δk^q ; q = 1 − Δ, Δ = ln 2 ln ξ^{−1}

, (121)

B_Δ ≡ i^{1−Δ}e^{−αΔ}(1 − ξ)^{−Δ}l^{1−Δ} dμ dη .

Pri ξ = 1/2 fraktal~na mnoıina zvodit~sffl do kontinuumu (Δ = 1) ˛ zv’fflzok (121) vidpovida‚ rivnfflnn Landau–Halatnikova dlffl parametra porffldku, fflkiȷ ne zber˛ga‚t~sffl. Zmenxennffl parametra pod˛bnosti ξ < 1/2 zabezpequ‚ spadannffl fraktal~noÝ vimirnosti Δ < 1 toqok, de sposter˛ga‚mo proces uporffldkuvannffl, i privodit~ do zniknennffl dovgohvil~ovih garmonik, wo vlastiv˛ parametrov˛ porffldku, fflkiȷ zber˛ga‚t~sffl. Odnak nav˛t~ maksimal~ne znaqennffl pokaznika q = 1, wo v˛dpov˛da‚ poroın˛ȷ mnoıin˛ (ξ = 0, Δ = 0), vifflvlffl‚t~sffl u dva razi menxim, n˛ı pokaznik 2, vlastiviȷ dlffl parametra porffldku, fflkiȷ zber˛ga‚t~sffl.

Dlffl neobh˛dnogo pidviwennffl pokaznika v zakoni dispersiÝ (121) proved˛mo uzagal~nennffl proceduri pobudovi fraktala, fflka İruntu‚t~sffl na stiskann˛, wo zada‚t~sffl parametrom pod˛bnosti ξ ∈ [s^{−1}, 0). Z c˛‚ meto dopovnimo ÝÝ roztfflguvannfflm, fflke viznaqa‚t~sffl parametrom ξ ∈ [s, ∞) ˛z znaqennfflm, wo pereviwu‚ odinic. Todi viznaqennffl (105) privodit~ do pozitivnoÝ fraktal~noÝ vim˛rnosti Δ pri ξ < s^{−1} ta negativnogo znaqennffl Δ pri ξ > s. Takiȷ rozpod˛l znak˛v fraktal~noÝ vim˛rnosti viznaqa‚t~sffl funkcional~nim rivnfflnnfflm M (κ/ξ) = s^{−1}M (κ), fflke zada‚ peretvorennffl funkc˛Ý pam’fflt˛ dlffl samopod˛bnih sistem. Odnak ce peretvorennffl moıe buti podano takoı zakonom M (ξκ) = sM (κ), fflkiȷ v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d poperedn~ogo perehodami ξ → ξ^{−1}, s → s^{−1}. Pri c~omu fraktal~na vim˛rn˛st~ u funkc˛Ý pam’fflt˛ (120) zm˛- n‚ znak, tak wo ÝÝ viznaqennffl (105) nabuva‚ viglffldu

Δ = ln s ln ξ

. (122)

Vidpovidno dlffl zakonu dispersiÝ (121) ma‚mo:

u = B_Δk^D; D = 1 + Δ, (123)

B_Δ ≡ i^{1+Δ}e^{αΔ}(ξ − 1)^Δl^{1+Δ} dμ dη . Takim qinom, stat~ moılivimi dva ekv˛valentnih p˛dhodi, odin z fflkih bazu‚t~sffl na viznaqenn˛ fraktal~noÝ vim˛rnosti (105), a drugiȷ — na (122). Voni v˛dr˛znfflt~sffl ˛nvers˛‚ parametra pod˛bnosti ξ → ξ^{−1} ta obernen˛st znaka fraktal~noÝ vim˛rnosti Δ. V˛ddamo perevagu ostann~omu z nih, osk˛l~ki v˛n privodit~ do zviqaȷnogo r˛vnfflnnffl

D = 1 + Δ, (124)

wo pov’fflzu‚ fraktal~nu vim˛rn˛st~ Δ z pokaznikom D, znaqennffl fflkogo viznaqa‚ qastku kanal˛v, de parametr porffldku zber˛ga‚t~sffl. Pri ξ = s^{−1} ma‚mo Δ = −1, wo da‚ pokaznik D = 0, fflkiȷ v˛dpov˛da‚ povnomu nezbereıenn parametra porffldku. Zmenxennffl ξ v ˛nterval˛ 0 < ξ < s^{−1} privodit~ do zbil~xennffl fraktal~noÝ vimirnosti Δ ∈ (−1, 0) ta pokaznika (124), wo qastkovo poruxu‚ umovu nezbereıennffl. Pri ξ = 0, koli samopod˛bna mnoıina ‚ poroın~o (Δ = 0), v˛dbuva‚t~sffl pereh˛d vid parametra porffldku, wo ne zber˛ga‚t~sffl (ξ → 0), do togo, fflkiȷ zberiga‚t~sffl (ξ → ∞). Zmenxennffl parametra podibnosti v seİmenti s ≤ ξ < ∞, de fraktal~na vim˛rn˛st~ nabuva‚ pozitivnih znaqen~ 0 < Δ ≤ 1, zabezpequ‚ zb˛l~xennffl kil~kosti kanaliv zbereıennffl. ¨ narext˛, pri znaqenn˛ ξ = s fraktal~na vim˛rn˛st~ nabuva‚ maksimal~nogo znaqennffl Δ = 1, fflke v˛dpov˛da‚ povnomu zbereıenn parametra porffldku (D = 2).

Harakterna osobliv˛st~ pobudovanoÝ kartini polfflga‚ v nafflvnost˛ neanal˛tiqnogo perehodu v˛d parametra, wo ne zber˛ga‚t~sffl, do parametra, wo zber˛ga- ‚t~sffl, za rahunok zxivannffl granic~ ξ → 0, ξ → ∞ v toqc˛, fflka v˛dpov˛da‚ poroın˛ȷ mnoıin˛. Taku osobliv˛st~ moına vrahuvati zavdfflki vvedenn uzagal~- nenogo parametra peretvorennffl

ξ ≡ { ξ pri ξ < 1, −ξ^{−1} pri ξ > 1. (125)

V˛n uzagal~n‚ viznaqennffl absoltnogo znaqennffl |x| aditivnoÝ veliqini x na mul~tipl˛kativnu veliqinu ξ. Tod˛ viznaqennffl fraktal~noÝ vim˛rnosti (122) nabuva‚ viglffldu

Δ = −sign(ln ξ) ln s ln |ξ| , (126)

fflkiȷ zabezpequ‚ plavniȷ pereh˛d v˛d stiskannffl (ξ < 1) do roztfflguvannffl (ξ > 1). V˛dpov˛dna zaleın˛st~, wo navedena na ris. 8, vifflvlffl‚ monotonne spadannffl fraktal~noÝ vim˛rnosti Δ z˛ zrostannfflm uzagal~nenogo pokaznika pod˛bnosti ξ z logarifm˛qno osobliv˛st v toqc˛ ξ = 0, Δ = 0.

Navedena kartina prostorovoÝ poved˛nki sistemi moıe buti poxirena na qasovu v˛s~. D˛ȷsno, zg˛dno z [15] vklqennffl pam’fflti wodo inversiÝ t → −t spriqinffl‚ pofflvu v (123) pokaznika (1+Δ_0) pri qastoti u, de Δ_0 — vimirnist~ fraktal~noÝ mnoıini na osi qasu, v toqkah t fflkoÝ vklqa‚t~sffl mehaniqna pam’fflt~. Taka mnoıina sklada‚t~sffl z dvoh d˛lfflnok: perxa v˛dpov˛- da‚ transformaciÝ M (z/ξ_0) = s^{−1}_0 M (z) z ≡ ut(1 − ξ_0) pri parametr˛ pod˛bnosti ξ_0 ∈ (0, s^{−1}_0 ]; druga ma‚ zakon peretvorennffl M (ξ_0z) = s_0M (z), z ≡ ut(ξ_0 −1) pri ξ_0 ∈ [s_0, ∞). Perehid vid d˛lfflnki stiskannffl ξ_0 ≤ s^{−1}_0 v d˛lfflnku roztfflguvannffl ξ_0 ≥ s_0 zdiȷsn‚t~sffl na poroın˛ȷ mnoıini (Δ_0 = 0) ta v˛dpov˛da‚ peretvorenn korpuskulfflrnoÝ pam’fflt˛ u hvil~ovu.

Ris. 8. Viglffld zaleınosti (126) fraktal~noÝ vim˛rnosti Δ v˛d uzagal~nenogo parametra peretvorennffl ξ pri ˛ndeks˛ s = 2.

Takim qinom, zagal~niȷ vipadok qastkovogo zbereıennffl parametra porffldku ta neideal~noÝ pam’fflti qastinki/hvili viznaqa‚t~sffl zakonom dispersiÝ

u = c^{1/(1+Δ0)}(ik)^D, D =

1 + Δ 1 + Δ_0

, (127)

c ≡ e^{αΔ}|ξ − 1|^Δl^{1+Δ} e^{α0 Δ0} |ξ_0 − 1|^{Δ0} τ^{1+Δ0} dμ dη , α_0, α ∼ 1,

de l ta τ — harakterni prostorovo-qasovi masxtabi, a zaleınist~ vimirnosti Δ_0 vid parametra ξ_0 viznaqa- ‚t~sffl rivnfflnnfflm (126), wo znaȷdeno dlffl prostorovoÝ komponenti Δ(ξ). Tod˛ drobovo-diferenciffll~ni rivnfflnnffl ruhu zapisu‚mo tak: [20]

d^{D0} η dt^{D0} + i^D d^D(cη) dx^D = 0. (128)

U l˛n˛ȷnomu nabliıenn˛ μ ∝ η veliqina c sta‚ konstanto ta moıe buti vinesena z operatora diferenc˛vannffl.

U graniqnih vipadkah c˛loqislovih znaqen~ pokaznik˛v prostorovo-qasovih poh˛dnih D_0 ta D l˛- nearizovane r˛vnfflnnffl (128) ohopl‚ osnovn˛ reıimi evolc˛Ý seredoviwa. Napriklad, dlffl D_0 = 2 ma‚mo hvil~ove r˛vnfflnnffl pri D = 2, zviqaȷn˛ oscilfflc˛Ý pri D = 0 i lokal˛zovan˛ pri D = 1. Stala c dor˛vn‚ kvadratov˛ v˛d hvil~ovoÝ xvidkosti, kvadratov˛ qastoti oscilfflc˛ȷ ta dobutkov˛ rozm˛ru d˛lfflnki lokal˛zac˛Ý ȷ qastoti oscilfflc˛ȷ v˛dpov˛dno. Dlffl D_0 = 1 ma‚mo r˛vnfflnnffl Landau–Halatn˛kova dlffl parametra porffldku, wo zber˛ga‚t~sffl (D = 2), ta parametra porffldku, wo ne zber˛ga‚t~sffl (D = 0), a pri D = 1 — transportno-hvil~ove r˛vnfflnnffl. U perxomu vipadku konstanta c zvodit~sffl do difuz˛ȷnogo koef˛c˛‚nta, u drugomu — do ˛nversnogo qasu relaksac˛Ý i do qastoti hvil˛ — v tret~omu. ¨ narext˛, u statiqnomu vipadku D_0 = 0 oderıu‚mo r˛vnfflnnffl Puassona pri D = 2, umovu r˛vnovagi pri D = 0 ta debaÝvs~ke r˛vnfflnnffl ekranuvannffl pri D = 1. Tod˛ c zvodit~sffl v˛dpov˛dno do kvadrata rad˛usa ekranuvannffl, ˛nversnoÝ spriȷnffltlivosti dμ/dη ta rad˛usa ekranuvannffl.

Z navedenogo viwe vipliva‚, wo rozvineniȷ formal˛zm dozvolffl‚ podati ne t˛l~ki l˛n˛ȷn˛ r˛vnfflnnffl ruhu, ale ȷ moıe uzagal~niti Ýh na nel˛n˛ȷn˛ vipadki ta vrahovuvati visoko-dispers˛ȷn˛ skladov˛. Tak, analog˛qno do teor˛Ý sol˛ton˛v [21] moına pripustiti, wo na dodatok do znaȷdenih skladovih niıqogo porffldku k^D D ≡ 1+Δ pot˛k oderıu‚ dispers˛ȷnu komponentu k^{3+Δ1} z pokaznikom −1 ≤ Δ_1 ≤ 1. Nel˛- n˛ȷn˛st~ v˛dobraıa‚t~sffl zaleın˛st μ(η) hem˛qnogo potenc˛ffllu v˛d parametra porffldku. Sl˛d takoı urahuvati, wo vim˛rn˛st~ δ nel˛n˛ȷnogo kanalu ne zvodit~sffl do v˛dpov˛dnoÝ veliqini D pri l˛n˛ȷnomu kanal˛. U rezul~tat˛ r˛vnfflnnffl (128) nabuva‚ viglffldu

d^{D0} η dt^{D0} + i^Dc_0 d^Dη dx^D + β d^{3+Δ1} η dx^{3+Δ1} + d^δ f(η) dx^δ = 0,

f(η) ≡ e^{αδδ} |ξ_δ − 1|^δ l^δ e^{α0D0} |ξ_0 − 1|^{D0} τ^{D0} d~μ dη , (129)

de stala c_0 v˛dpov˛da‚ η = 0; β > 0 — parametr dispers˛Ý; ~μ(η) — nel˛n˛ȷniȷ vnesok u hem˛qniȷ potenc˛ffll. Ce r˛vnfflnnffl zvodit~sffl do viglffldu Korteveİa de Vr˛za pri D_0 = D = δ = 1, Δ_1 = 0 ta f ∝ η^2, r˛vnfflnnffl Xredinİera pri D_0 = 1, D = 0, Δ_1 = −1, δ = 0, f = η^3 ta do r˛vnfflnnffl sinus-Ţordona pri D_0 = D = 2, β = 0, δ = 0, f = sin η. V˛domo, wo v meıah obernenoÝ zadaq˛ teor˛Ý rozs˛vannffl, wo zabezpequ‚ sol˛tonniȷ rozv’fflzok [21], c˛ r˛vnfflnnffl zadovol~nfflt~ vaıliv˛ vlastivost˛ alİebraÝqnoÝ simetr˛Ý [22]. U zv’fflzku z cim vinika‚ pitannffl: qi bude taka simetr˛ffl profflvlffltisffl pri ˛nxih znaqennfflh porffldk˛v poh˛dnih D, D_0, Δ_1 ta δ abo ˛nxomu vibor˛ β ta f(η)? Dlffl v˛dpov˛d˛ na ce pitannffl sl˛d dosl˛diti simetr˛ bagatovim˛rnih fraktal~nih mnoıin, ale cffl problema zalixa‚t~sffl v˛dkrito.

Zg˛dno z [23] konformna simetr˛ffl privodit~ do zv’fflzku m˛ı zaznaqenimi pokaznikami:

D = D_0 = 2(n − 1) − δ 2n − δ , (130)

de n viznaqa‚ nel˛n˛ȷniȷ vnesok f(η) ∝ η^{2n−1} (dlffl η^4- model˛ Landau z aditivnim xumom n = 2). Pri vklqenn˛ mul~tipl˛kativnogo xumu, ampl˛tuda fflkogo proporc˛ȷna η^a, 0 < a < 1, stup˛n~ η dlffl vs˛h skladovih u (129), okr˛m perxoÝ, zmenxu‚t~sffl na 2a.

II. POL^OVA TEOR¨

Za analog˛‚ do kvantovoÝ teor˛Ý polffl [24], cffl qastina İruntu‚t~sffl na pol~ov˛ȷ shem˛, v meıah fflkoÝ funkc˛onal ˛mov˛rnosti rozpod˛lu stohastiqnoÝ sistemi ma‚ eksponenc˛ffll~nu formu z pokaznikom, wo z toqn˛st do znaka zb˛ga‚t~sffl z funkc˛onalom d˛Ý. U rezul~tat˛ maksimal~na ȷmov˛rn˛st~ v˛dpov˛da‚ m˛n˛- mal~n˛ȷ d˛Ý, tak wo v˛dpov˛dno do rozd˛lu II.A naȷ˛- mov˛rn˛x˛ znaqennffl ampl˛tudi g˛drodinam˛qnoÝ modi ta sprfflıenogo ˛mpul~su viplivat~ z principu naȷmenxoÝ d˛Ý. U rozd˛l˛ II.B bude pokazano, wo pol~oviȷ p˛dh˛d dozvolffl‚ vikoristovuvati standartniȷ metod samouzgodıenogo polffl dlffl opisu stohastiqnih sistem ˛z mul~tipl˛kativnim xumom [25]. Pri c~omu vaılivu rol~ v˛d˛gra‚ neodnor˛dn˛st~, fflka viznaqa‚ tip stac˛onarnogo stanu: z’fflsuvalosffl, wo zaleıno v˛d sp˛vv˛dnoxennffl harakternih masxtab˛v naȷ˛mov˛rn˛x˛ znaqennffl moıut~ zb˛gatisffl fflk do r˛vnovaınih, tak ˛ do nest˛ȷkih stan˛v [26]. k ˛ v poperedn~omu rozd˛l˛, mi model‚mo mul~tipl˛kativniȷ xum pokaznikovo funkc˛‚ |x|^a, fflka v˛dpov˛da‚ samopod˛bn˛ȷ sistem˛. U rozd˛l˛ II.C pokazano, wo stepeneva forma mul~tipl˛kativnoÝ funkc˛Ý vipliva‚ z laİranıevogo formal˛zmu, de samopod˛bn˛st~ viznaqa‚t~sffl ˛nvar˛fflntn˛st sistemi wodo dilatac˛Ý [27].

Princip naȷmenxoÝ d˛Ý, na fflkomu İruntu‚t~sffl nax rozglffld, opisu‚ poved˛nku naȷ˛mov˛rn˛xih znaqen~ kanon˛qnih zm˛nnih, fflk˛ zadat~ formu rozpod˛lu ȷmov˛rnosti u fazovomu prostor˛. k v˛domo, zm˛na ˛ntensivnosti xumu moıe privoditi do fflk˛snoÝ perebudovi navedenogo rozpod˛lu, wo ‚ perehodom, ˛ndukovanim xumom [6]. Same tak˛ perehodi mi budemo dosl˛dıuvati u c~omu rozd˛l˛. Õh sl˛d v˛dr˛znfflti v˛d fazovih peretvoren~, wo harakterizut~sffl sil~n˛- xo zm˛no funkc˛Ý rozpod˛lu, pri fflk˛ȷ vona vtraqa‚ svo simetr˛. Pri c~omu profflvlffl‚t~sffl anomal~na poved˛nka statistiqnih moment˛v, fflku opisano v rozd˛l˛ III.

U c˛ȷ qastin˛ nax rozglffld İruntuvatimet~sffl na vikoristann˛ r˛vnfflnnffl Lanıevena (137). Z formal~noÝ toqki zoru, ȷogo sl˛d podavati fflk stohastiqne diferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl

dx = f(x)dt + g(x)dw, (131)

de v˛ner˛vs~kiȷ proces dw ≡ ζdt viznaqa‚t~sffl formulo dw ∼ √ dt ˛ dlffl sprowennffl rozglfflda‚t~sffl odnor˛dna sistema. Odnak δ-korel~ovaniȷ harakter b˛- logo xumu ζ(t) ne dozvolffl‚ povoditisffl z r˛vnfflnnfflm (131) zviqaȷno, napriklad, d˛liti ȷogo na g(x) dlffl viznaqennffl veliqini dw. Z c˛‚ meto sl˛d uvesti dopom˛ınu zm˛nnu y, pov’fflzanu z vih˛dno x sp˛vv˛dnoxennfflm dy = dx/g(x). Z ˛nxogo boku, r˛zniȷ porffldok determ˛n˛stiqnoÝ ta stohastiqnoÝ skladovih potrebu‚ vikoristannffl stohastiqnogo diferenc˛fflla ¨to [6]:

dy = dy dx dx + 1 2 d^2y dx^2

(dx)^2, (132)

fflkiȷ dozvolffl‚ vstanoviti zv’fflzok m˛ı zm˛nnimi x ta y. P˛dstavlfflqi sdi dx, (dx)^2 z (131) ta zber˛gaqi skladov˛ porffldku ne viwe v˛d dt, prihodimo do virazu dw qerez dx ta dt, u fflkomu determ˛n˛stiqna sila nabuva‚ efektivnogo znaqennffl

f_{ef} = f − gg^′/2. (133)

Takim qinom, nafflvn˛st~ b˛logo xumu privodit~ do perenormuvannffl sili za rahunok ȷogo mul~tipl˛kativnogo harakteru.

A. Viznaqennffl ˛nteİrala za tra‚ktor˛fflmi

Prostorovo-qasova zaleın˛st~ ampl˛tudi g˛drodinam˛qnoÝ modi x(r, t), fflka opisu‚ sistemu, zada‚t~sffl r˛vnfflnnfflm Lanıevena ẋ(r, t) = −γ δF δx(r, t) + g(x)ζ(r, t). (134)

Tut krapka oznaqa‚ diferenc˛vannffl za qasom t, r — prostorova koordinata, γ — k˛netiqniȷ koef˛c˛‚nt, determ˛n˛stiqna sila viznaqa‚t~sffl funkc˛onalom

F = ∫ [ F (x) + D 2 |∇x|^2 ] dr, (135)

de F (x) — pitomiȷ termodinam˛qniȷ potenc˛ffll; D > 0 — stala neodnor˛dnosti; ∇ ≡ ∂/∂r. Vnesok fluktuac˛ȷnogo seredoviwa viznaqeno fluktuac˛ȷno funkc˛‚ ζ(r, t) z korelffltorom b˛logo xumu

⟨ζ(r, t)ζ(0, 0)⟩ = σ^2δ(r)δ(t). (136)

Dlffl provedennffl rozrahunk˛v zruqno zd˛ȷsniti pereh˛d do diskretnogo prostoru. Z c˛‚ meto roz˛- b’‚mo sistemu na N domen˛v rozm˛rom l_0, p˛d fflkim moına rozum˛ti veliqinu v˛l~nogo prob˛gu [28]. Pereȷd˛mo do bezrozm˛rnih veliqin, v˛dnosfflqi koordinatu r do l_0, qas t do l^2_0/γD, veliqinu F do D/l^2_0, fluktuac˛ ζ do γD/l^2_0 . U rezul~tat˛ evolc˛ȷne r˛vnfflnnffl (134) nabuva‚ viglffldu ẋ = f(x) + ∇^2x + g(x)ζ, f ≡ −∂F /∂x. (137)

Zastosuvannffl nabliıennffl Ţ˛nzburİa–Landau (135) dozvolffl‚ poklasti masxtab l_0 nabagato menxim v˛d korelfflc˛ȷnoÝ dovıini r_c = D^{1/2}|∂^2F/∂x^2|^{−1/2}_{x=0} [29].

Dlffl k˛l~k˛snogo opisu sistemi pereȷd˛mo v˛d kontinual~nogo prostoru do diskretnogo za rahunok zobraıennffl İratkovoÝ model˛ z krokom h = 1. Tod˛ stani sistemi budut~ opisuvatisffl naborom skalfflrnih zm˛nnih {x_k}, k = 1, . . . , L^d, viznaqenih na g˛perkub˛qn˛ȷ İratc˛ dovıino L ta vim˛rn˛st d. U rezul~tat˛ zm˛na {x_k} z qasom t bude zadavatisffl sistemo stohastiqnih diferenc˛ffll~nih r˛vnffln~

ẋ_k = f(x_k) + 1 2d ∑ j ^D_{kj}x_j + g(x_k)ζ_k(t). (138)

Tut mi vveli diskretniȷ operator Laplasa ^D_{kj}:

∇^2 ⇒ ∑ j ^D_{kj} = ∑ j (δ_{nn(k),j} − 2dδ_{kj}), (139)

de nn(k) viznaqa‚ nab˛r naȷbliıqih sus˛d˛v [30] vuzla k. Okr˛m togo, rozbivaqi qasoviȷ ˛nterval t ∈ [0, T ] na N v˛dr˛zk˛v dovıini Δt = T /N , vvedemo diskretniȷ qas, wo privodit~ r˛vnfflnnffl (138) do viglffldu

x_{i,k} − x_{i−1,k} = f_{i−1,k} + 1 2d ∑ j ^D_{kj}x_{i−1,j}

× Δt + g_{i−1,k}w_{i,k}, (140) de f_{i,k} = f(x_{i,k}), g_{i,k} = g(x_{i,k}) (tut ˛ dal˛ ˛ndeks i viznaqa‚ qas, a k — koordinatu). Ostann˛ȷ dodanok u c~omu r˛vnfflnn˛ poda‚ v˛ner˛vs~kiȷ proces w_{i,k}, rozpod˛leniȷ za Ţaussom:

P {w_{i,k}} = (2π)^{N/2} exp − 1 2Δt ∑ i,i^′ w_{i,k}w_i′_{,k} , (141)

z ˛ntensivn˛st σ^2 = 1. Z formal~noÝ toqki zoru, r˛vnfflnnffl (140) viznaqa‚ peretvorennffl w_{i,k} → x_{i,k}, fflke dozvolffl‚ znaȷti rozpod˛l za x_{i,k} v˛dpov˛dno do v˛domogo rozpod˛lu dlffl w_{i,k}:

P {x_{i,k}} = JP {w_{i,k}}, (142) de J — fflkob˛ffln v˛dpov˛dnogo perehodu:

J = det ∂w_{i,k} ∂x_i′_{,k} . (143)

k zaznaqeno u vstup˛ do qastini II, stohastiqniȷ harakter r˛vnfflnnffl (140) ne dozvolffl‚ viznaqiti w_{i,k} bezposeredn~o — sl˛d vikoristati diferenc˛ffll (132). U rezul~tat˛ znahodimo

w_{i,k} = x_{i,k} − x_{i−1,k} g_{i−1,k} − ( f_{i−1,k} +^1_{2d} ∑ j ^D_{kj}x_j g_{i−1,k} − g^′_{i−1,k} 2 ) Δt, (144)

de druga skladova v duıkah zumovlena v˛ner˛vs~kim harakterom procesu. ¨z urahuvannfflm znaȷdenogo zv’fflzku x_{i,k} ta w_{i,k} viraz (142) nabuva‚ viglffldu

P {x_{i,k}} = ∫ ∏ i,k dw_{i,k}JP {w_{i,k}}

× δ w_{i,k} − 1 g_{i−1,k} x_{i,k} − x_{i−1,k} − f_{i−1,k} + 1 2d ∑ j ^D_{kj}x_{i−1,j} − g^{i−1,k}g^{′i−1,k} 2 Δt . (145)

Dlffl viznaqennffl fflvnogo viglffldu fflkob˛fflna vipix˛mo osnovn˛ elementi v˛dpov˛dnoÝ matric˛:

∂w_{i,k} ∂x_{i,k}′ = 1 g_{i−1,k} δ_{kk}′ ,

∂w_{i,k} ∂x_{i−1,k}′ = ∂ ∂x_{i−1,k}′ ( x_{i,k} + x_{i−1,k} g_{i−1,k} − [ f_{i−1,k} +^1_{2d} ∑ j ^D_{kj}x_{i−1,j} g_{i−1,k} − g^′_{i−1,k} 2 ] Δt ) , (146) ∂w_{i,k} ∂x_i′_{,k}′ = 0 pri i^′ ≠ i, i − 1.

Tod˛ determ˛nant, fflkiȷ ‚ dobutkom d˛fflgonal~nih element˛v, nabuva‚ viglffldu

J ≡ det ∂w_{i,k} ∂x_{i,k} = ∏ i,k 1 g_{i−1,k} . (147)

Vikoristovuqi vlastiv˛st~ del~ta-funkc˛Ý δ(y/a) = aδ(y), perepix˛mo r˛vnfflnnffl (145) tak:

P {x_{i,k}} = ∫ ∏ i,k dw_{i,k}JP {w_{i,k}} ∏ i,k g_{i−1,k}

× δ g_{i−1,k}w_{i,k} − x_{i,k} − x_{i−1,k} − f_{i−1,k} + 1 2d ∑ j ^D_{kj}x_{i−1,j} − g^{i−1,k}g^{′i−1,k} 2 Δt . (148)

P˛dstavlfflqi sdi viraz dlffl fflkob˛fflna, oderıu‚mo

P {x_{i,k}} = ∫ ∏ i,k dw_{i,k}P {w_{i,k}}

× δ g_{i−1,k}w_{i,k} − x_{i,k} − x_{i−1,k} − f_{i−1,k} + 1 2d ∑ j ^D_{kj}x_{i−1,j} − g^{i−1,k}g^{′i−1,k} 2 Δt . (149)

Dal˛ skorista‚mos~ fur’‚-transformanto

δ(x) = 1 2π ∞∫ −∞ e^{ixp} dp. (150)

Tod˛, zastosovuqi ˛nteİruvannffl za naborom zm˛nnih {p_{i,k}}, otrimu‚mo viraz

P {x_{i,k}} = ∫ ∏ i,k dw_{i,k} ∫ ∏ i,k dp_{i,k} 2π P {w_{i,k}}

× exp i ∑ i,k p_{i,k} x_{i,k} − x_{i−1,k} − f_{i−1,k} + 1 2d ∑ j ^D_{kj}x_{i−1,j} − g^{i−1,k}g^{′i−1,k} 2 Δt − g_{i−1,k}w_{i,k} .

Vikoristovuqi dlffl rozpod˛lu P {w_{i,k}} İauss˛ffln (141), p˛slffl ˛nteİruvannffl za {w_{i,k}} oderıu‚mo

P {x_{i,k}} = ∫ ∏ i,k dp_{i,k} 2π exp { − Δt 2 ∑ ii^′ p_{i,k}p_i′_{,k}g_{i−1,k}g_i′_{−1,k} }

× exp i ∑ i,k p_{i,k} x_{i,k} − x_{i−1,k} − f_{i−1,k} + 1 2d ∑ j ^D_{kj}x_{i−1,j} − g^{i−1,k}g^{′i−1,k} 2 Δt . (151)

U kontinual~n˛ȷ granic˛ Δt → 0 znaȷdeniȷ viraz zada‚ ȷmov˛rn˛st~ real˛zac˛Ý r˛znih tra‚ktor˛ȷ zg˛dno z perehodami:

P {x_{i,k}} ⇒ P {x(r, t)}, ∏ i,k dx_{i,k} ⇒ Dx(r, t), ∏ i,k dp_{i,k} 2π ⇒ Dp(r, t). (152)

U rezul~tat˛ ȷmov˛rn˛sniȷ funkc˛onal nabuva‚ viglffldu

P {x(r, t)} = ∫ Dp(r, t) exp − 1 2 T∫ 0 dtp^2(r, t)g^2(x(r, t)) (153)

+ i T∫ 0 dtp(r, t) [ ẋ(r, t) − ( f(x(r, t)) + ∇^2x(r, t) − g(x(r, t))g^′(x(r, t)) 2 )] .

Perehodfflqi do ˛nteİruvannffl po ufflvn˛ȷ os˛, oderıu- ‚mo kanon˛qniȷ viraz

P {x(r, t)} = ∫ e^{−S} Dp(r, t), (154)

de funkc˛onal d˛Ý S = ∫_T 0 dtL(x(r, t), p(r, t)) zada‚t~sffl laİranı˛fflnom

L(x, p) = p[ẋ − f(x) − ∇^2x + g(x)g^′(x)/2] − p^2g^2(x)/2. (155) Princip naȷmenxoÝ d˛Ý privodit~ do r˛vnfflnnffl Oȷlera

∂L ∂z − d dt ∂L ∂ż − ∇ ∂L ∂∇z + ∇^2 ∂L ∂∇^2z = 0, z ≡ {x, p}, (156) fflke viznaqa‚ optimal~n˛ tra‚ktor˛Ý tak:

ẋ = ∇^2x + f − gg^′/2 + g^2p, (157) ṗ = −∇^2p − p [ f^′ − (gg^′)^′/2 + gg^′p ] . (158)

Osk˛l~ki osnovniȷ vnesok v ˛nteİral (154) robit~ optimal~na tra‚ktor˛ffl, to dlffl ȷogo oc˛nki moına znehtuvati vneskom menx ˛mov˛rnih xlfflh˛v. Tod˛ p˛dstanovka ẋ ˛z (157) v (155) sprowu‚ funkc˛onal d˛Ý tak:

S ≃ 1 2 T∫ 0 g^2(x(r, t))p^2(r, t)dt, (159)

de x(r, t), p(r, t) berut~sffl vzdovı optimal~noÝ tra‚ktor˛Ý. Pri sprfflmuvann˛ verhn~oÝ granic˛ ˛nteİrala do bezmeınost˛ oderıu‚mo stac˛onarniȷ rozpod˛l.

B. K˛netika ˛ndukovanogo xumom perehodu

1. B˛liȷ xum Dosl˛d˛mo k˛netiqnu kartinu ˛ndukovanogo mul~- tipl˛kativnim xumom perehodu, İruntuqis~ na metod˛ fazovoÝ plowini [26]. Budemo vihoditi z r˛vnfflnnffl Lanıevena (134), de ampl˛tudu mul~tipl˛kativnogo xumu priȷnfflto u stepenev˛ȷ form˛:

g(x) = |x|^a, (160) a — pozitivniȷ pokaznik, veliqina fflkogo zm˛n‚- t~sffl v ˛nterval˛ v˛d 0 do 1 [31]. Stohastiqnu skladovu viznaqimo fflk b˛liȷ xum (136), de ˛ntensivn˛st~ σ^2 zvodit~sffl do temperaturi T . Dlffl termodinam˛qnogo funkc˛onala zastosovu‚mo formulu (135).

U meıah formal˛zmu ˛nteİruvannffl za tra‚ktor˛- fflmi otrimu‚mo laİranı˛ffln u viglffld˛ (155). Dlffl otrimannffl disipativnoÝ funkc˛Ý vrahu‚mo, wo xum u r˛vnfflnn˛ Lanıevena (134) nabuva‚ aditivnogo harakteru pri zam˛n˛ stohastiqnoÝ zm˛nnoÝ x na y, fflka pov’fflzana umovo dy = dx/g(x). Tod˛, viznaqivxi disipativnu funkc˛ standartnim virazom R(y) = ẏ^2/2 u vih˛dn˛ȷ zm˛nn˛ȷ, znahodimo

R(x) = ẋ^2/2g^2. (161)

Pri c~omu v prav˛ȷ qastin˛ r˛vnfflnnffl Oȷlera (156) z’fflvlffl‚t~sffl poh˛dna ∂R/∂ż ˛ vono nabuva‚ viglffldu

ẋ = ∇^2x + f − gg^′/2 + g^2p, (162) ṗ = −∇^2p − p [ 1 + f^′ − (gg^′)^′/2 + gg^′p ]

−(∇^2x + f)/g^2 + g^′/2g. (163)

Osk˛l~ki nas c˛kavit~ lixe harakter qasovih zaleınosteȷ, skoristaȷmos~ nabliıennfflm dlffl İrad˛- ‚ntnih skladovih:

∇^2x → ξ^{−2}x, ∇^2p → λ^{−2}p, (164)

de korelfflc˛ȷna dovıina ξ ta parametr λ viznaqat~ masxtabi prostorovih neodnor˛dnosteȷ ampl˛tud g˛drodinam˛qnoÝ modi x ta sprfflıenogo ˛mpul~su p. Okr˛m togo, vikoristovu‚mo x^4-model~ F (x) = − ε 2 x^2 + 1 4 x^4, ε ≡ T_c − T T_c . (165)

Osk˛l~ki laİranı˛ffln (155) ‚ simetriqnim wodo odnoqasnoÝ zam˛ni znak˛v x, p, to fazovim portretam vlastiva central~na simetr˛ffl stosovno poqatku koordinat x = p = 0. Z ˛nxogo boku, zg˛dno z (160) v˛s~ x = 0, na fflk˛ȷ ˛ntensivn˛st~ xumu nabuva‚ nul~ovogo znaqennffl, ‚ sinİulfflrno. U rezul~tat˛ sistema pod˛lffl‚t~sffl na dv˛ totoın˛ p˛dsistemi, ˛ dal˛ dostatn~o obmeıitisffl dosl˛dıennfflm lixe verhn~oÝ qastini fazovoÝ plowini x > 0. Tod˛ r˛vnfflnnffl (162), (163) zapisu‚mo tak: ẋ = x [( ξ^{−2} + ε ) − x^2 ] − (a/2)x^{2a−1} + x^{2a}p, (166) ṗ = p { − [( 1 + λ^{−2} ) + ε ] + 3x^2 +(a/2)(2a − 1)x^{2(a−1)} − ax^{2a−1}p }

−x^{1−2a} [( ξ^{−2} + ε ) − x^2 ] + (a/2)x^{−1}. (167)

U stac˛onarnomu stan˛ ẋ = ṗ = 0 ma‚mo p = − ( ξ^{−2} + ε ) x^{1−2a} + x^{3−2a} + (a/2)x^{−1}, (168) p {[( λ^{−2} − aξ^{−2} + (1 − a)ε ] − (3 − a)x^2 )

+ ( a(1 − a)/2 ) x^{2(a−1)} } = 0. (169)

Zv˛dsi vipliva‚, wo pri temperaturah, fflk˛ pereviwut~ veliqinu T_0, viznaqenu umovo (div. ris. 9),

Ris. 9. Zaleınist~ pokaznika a vid bezrozmirnoÝ temperaturi εi, pri fflkiȷ zlivat~sffl sidlo S ta vuzol C. Krivi 1, 2, 3 vidpovidat~ znaqennfflm parametra λ = 0.9; 1.1; ∞. Kriva 3 vidpovida‚ temperaturi ε0, pri fflkiȷ vidbuva‚t~sffl bifurkaciffl z˛ stvorennfflm sidla S0 ta vuzla C.

ξ^{−2} + ε_0 = (a/2)^{12−a} (1 − a)^{− 1−a2−a} (2 − a),

ε_0 ≡ (T_c − T_0)/T_c, (170)

viglffld fazovogo portreta harakterizu‚t~sffl nafflvn˛st odn˛‚Ý s˛dlovoÝ toqki S, poloıennffl fflkoÝ zada‚- t~sffl korenem mnoınika, wo stoÝt~ v (169), pri p ≠ 0. k sv˛dqit~ ris. 10, pri temperatur˛ T_0 v˛dbuva‚t~sffl b˛furkac˛ffl v toqc˛, viznaqen˛ȷ koordinatami:

p_0 = 0, x_0 = [a(1 − a)/2]^{12(2−a)} . (171)

Pri c~omu z’fflvlfflt~sffl dodatkove s˛dlo S_0 ta pritfflguval~niȷ vuzol C, poloıennffl fflkih viznaqa‚t~sffl umovo p = 0 ˛ zada‚t~sffl koordinatami x_∓. Z podal~xim oholodıennfflm sistemi s˛dlo S ta vuzol C zlivat~sffl v toqc˛

p_i = 0, x^2_i = 1 − a 2 − a ( ξ^{−2} + ε ) + λ^{−2} − ξ^{−2} 2(2 − a)

, (172)

wo v˛dpov˛da‚ temperatur˛ ˛nvers˛Ý T_i, fflka zada‚t~sffl umovo

ξ^{−2} + ε_i = x^2_i + (a/2)x^{2(a−1)}_i , ε_i ≡ (T_c − T_i)/T_c. (173)

Ris. 10. Temperaturna zaleınist~ stacionarnih znaqen~ parametra porffldku pri a = 0.2 i λ = 0.5 (verhn˛ȷ graf˛k), λ = 1.1 (niın˛ȷ graf˛k).

Pri T < T_i toqka S, viznaqena korenem drugogo mnoınika v (169), sta‚ pritfflguval~nim vuzlom, a toqka C, wo leıit~ na os˛ p = 0, transformu‚t~sffl v s˛dlo. k baqimo z ris. 11, zaznaqena ˛nvers˛ffl buva‚ lixe za umovi, koli masxtab λ zm˛ni ampl˛tudi fluktuac˛Ý pereviwu‚ kritiqne znaqennffl λ_c, veliqina fflkogo zada‚t~sffl r˛vnfflnnfflmi (172), (173) pri ε_i = 1. Zaleın˛st~ veliqini λ_c v˛d pokaznika a navedeno na ris. 11. Pri a = 0 ˛ a = 1 oderıu‚mo v˛dpov˛dno λ_c = (2 + 3ξ^{−2})^{−1/2} ˛ λ_c = (1 + 3ξ^{−2})^{−1/2}.

Navedene viwe sv˛dqit~, wo v sistemah z λ > λ_c pri temperaturah T < T_i stac˛onarniȷ stan sistemi v˛dpov˛da‚ toqc˛ S, koordinati fflkoÝ zadat~sffl r˛vnfflnnfflmi: p = −f/g^2 + g^′/2g − g^{−2}∇^2x, f^′ = −p^{−1}∇^2p − gg^′p + (gg^′)^′/2.

(174)

Umova (174) oznaqa‚, wo dlffl odnor˛dnih sistem naȷ- ˛mov˛rn˛xe znaqennffl p ampl˛tudi fluktuac˛ȷ sprfflıenoÝ sili protileıne za znakom veliqin˛ sili f; pri c~omu spriȷnffltliv˛st~ χ ≡ (F^{′′})^{−1} = −1/f^′ sta‚ bezmeıno. Takim qinom, vuzol S v˛dpov˛da‚ stac˛onarnomu stanov˛ termodinam˛qnoÝ sistemi, nest˛ȷkoÝ do perehodu do uporffldkovanoÝ fazi. Pri c~omu fazoviȷ portret viglfflda‚, fflk na ris. 12a.

Ris. 11. Fazova difflgrama λ(a), wo pokazu‚ d˛lfflnki, pri fflkih realizut~sffl nestiȷkiȷ ta rivnovaıniȷ stani.

Pri temperaturah T > T_i real˛zu‚t~sffl stac˛onarniȷ stan u toqc˛ C z koordinatami: p = ∇p = ∇x = 0, f = gg^′/2. (175)

V aditivn˛ȷ granic˛ cffl toqka v˛dpov˛da‚ odnor˛dnomu stanov˛ termodinam˛qnoÝ r˛vnovagi (f = 0). k vidno z ris. 12, v˛dpov˛dniȷ fazoviȷ portret moına oderıati ne lixe za rahunok p˛dviwennffl temperaturi (ris. 12b), ale ȷ zavdfflki zmenxenn masxtabu neodnor˛dnosti λ (ris. 12c), a takoı pri zb˛l~xenn˛ pokaznika a mul~tipl˛kativnoÝ funkc˛Ý (ris. 12d).

V˛domo, wo v proces˛ svo‚Ý evolc˛Ý real~na termodinam˛qna sistema prfflmu‚ do r˛vnovaınogo stanu (175), a ne do nest˛ȷkogo (174). Osk˛l~ki perxe v˛dpov˛da‚ malim znaqennfflm parametra neodnor˛dnosti λ, a druge — velikim, to moına dovesti, wo v r˛vnovaınomu stan˛ rozpod˛l fluktuac˛ȷ sprfflıenogo polffl p(r) ‚ sil~no neodnor˛dnim. Pri c~omu fazov˛ portreti viglffldat~, fflk na ris. 12b–d. U por˛vnfflnn˛ z ris. 12a Ýhnffl harakterna osobliv˛st~ polfflga‚ v tomu, wo pritfflguval~niȷ vuzol rozm˛wu‚t~sffl na os˛ p = 0. Zagal~niȷ viglffld fazovih portret˛v, navedenih na ris. 12, harakterizu‚t~sffl nafflvn˛st dvoh separatris ˛z g˛lkami P Q ta M S_0N . Voni rozbivat~ fazovu plowinu na tri ˛zol~ovan˛ d˛lfflnki, fflk˛ v˛dpov˛dat~ velikim, prom˛ınim ta malim znaqennfflm parametra porffldku x. Perxa ˛z zaznaqenih d˛lfflnok harakterizu‚t~sffl nesk˛nqennim zrostannfflm veliqin x, p z˛ splivannfflm qasu t → ∞. Naspravd˛ taka d˛lfflnka real˛zu‚t~sffl z nesk˛nqenno malo ȷmov˛rn˛st. Naȷaktual~n˛xo ‚ d˛lfflnka prom˛ınih znaqen~ x, u fflk˛ȷ ˛z qasom sistema popada‚ v stac˛onarniȷ uporffldkovaniȷ stan. Same cffl d˛lfflnka viznaqa‚ k˛netiku perehodu. Pofflva d˛lfflnki, wo v˛dpov˛da‚ znaqennfflm x ≪ 1, zumovlena mul~tipl˛kativnim harakterom xumu. Tut z˛ zb˛l~xennfflm qasu parametr porffldku x(t) prfflmu‚ do znaqennffl x = 0.

Rozglffln~mo poved˛nku sistemi v koın˛ȷ d˛lfflnc˛. Z c˛‚ meto proanal˛zuȷmo rozpod˛l ˛mov˛rnosti real˛zac˛Ý fazovoÝ tra‚ktor˛Ý, wo v˛dpov˛da‚ poqatkovim znaqennfflm x_0 ≡ x(t = 0). Vona poda‚t~sffl u viglffld˛

P (x_0) ∝ exp ( − 1 2 ∫ x_0

g^2p^2dt ) , (176) de vrahovano virazi (166), (167), ˛nteİruvannffl provodimo vzdovı v˛dpov˛dnoÝ tra‚ktor˛Ý. Oderıanu zaleın˛st~ P (x_0) dlffl pokaznika a < 1/2 navedeno na ris. 13a. Okr˛m triv˛ffll~nogo zb˛l~xennffl gustini ȷmov˛rnosti (176) z nabliıennfflm do poqatku koordinat, pri znaqennfflh x_0, wo v˛dpov˛dat~ separatrisam, sposter˛ga‚mo stribki, poblizu fflkih P (x_0) moıe neznaqno zb˛l~xuvatis~. Poza d˛lfflnko, obmeıeno (zovn˛xn~o) separatriso, ma‚mo P = 0, osk˛l~ki tut x(t), p(t) → ±∞ pri t → ∞. Navedenu poved˛nku rozpod˛lu P (x_0) pofflsn‚mo harakterom qasovih zaleınosteȷ x(t), p(t) parametra porffldku ta ampl˛tudi fluktuac˛ȷ u proces˛ relaksac˛Ý poqatkovogo znaqennffl (ris. 14). Daleko v˛d d˛- lfflnki S_0CS (div. ris. 12d) veliqini p, x xvidko zm˛- nt~ svoÝ znaqennffl, a z nabliıennfflm do neÝ v˛dbuva- ‚t~sffl upov˛l~nennffl. Taku poved˛nku pofflsn‚mo tim, wo poblizu nazvanoÝ d˛lfflnki d˛ffl S{x(r, t), p(r, t)} zm˛- n‚t~sffl nabagato pov˛l~n˛xe, n˛ı daleko v˛d neÝ.

Pri znaqennfflh pokaznika a > 1/2 p˛d˛nteİral~na funkc˛ffl u viraz˛ (176) ma‚ rozb˛ın˛st~, tomu ȷmov˛rn˛st~ P nabuva‚ nul~ovogo znaqennffl pri x_0 ≪ 1 (div. ris. 13b). Harakterno, wo zaznaqenu rozb˛ın˛st~ sposter˛ga‚mo lixe v zon˛ fazovogo portreta, obmeıen˛ȷ g˛lko seperatrisi S_0O na ris. 12d.

Ris. 12. Osnovni tipi fazovih portretiv v uporffldkovanomu stani: a) ε = −0.9, λ = 1, a = 0.2; b) ε = −0.6; c) λ = 0.5; d) a = 0.7 (dlffl ris. b, c, d vkazano lixe parametri, znaqennffl fflkih zmineno v porivnfflnni z ris.a). Poznaqennffl stacionarnih toqok take, fflk i na ris. 10.

Dlffl pofflsnennffl viglffldu zaleınosti P (x_0) rozglffln~mo poved˛nku veliqin x(t), p(t) pri r˛znih znaqennfflh pokaznika a. Z c˛‚ meto poklad˛mo v r˛vnfflnn˛ (167) ṗ = 0. Oderıane v rezul~tat˛ kvadratne r˛vnfflnnffl da‚ stac˛onarne znaqennffl sprfflıenogo ˛mpul~su v granic˛ x → 0:

p = 1 2 ( 1 2 − a )_{−1} x^{1−2a}, a < 1 2 , (177)

p = ( a − 1 2 ) x^{−1}, a > 1 2 . (178)

Takim qinom, pri a < 1/2 sistema prfflmu‚ z plinom qasu do poqatku koordinat x = p = 0, a z pereviwennfflm kritiqnogo znaqennffl a = 1/2 pritfflguval~- niȷ vuzol stribkom perem˛wu‚t~sffl na nesk˛nqenn˛st~ (p → ∞, x = 0). V˛dpov˛dna p˛d˛nteİral~na funkc˛ffl v rozpod˛l˛ (176)

g^2p^2 = 1 4 ( 1 2 − a )_{−2} x^{2(1−a)}, a < 1 2 , (179)

g^2p^2 = ( a − 1 2 )_2 x^{−2(1−a)}, a > 1 2 (180)

harakterizu‚t~sffl ˛nvers˛‚ znaka pokaznika pri perehod˛ qerez kritiqne znaqennffl a = 1/2. P˛dstavlfflqi (177) v r˛vnfflnnffl ruhu (166) ta zalixaqi v n~omu golovn˛ qleni, pri a < 1/2 oderıu‚mo r˛vnfflnnffl 2ẋ = −ax^{2a−1}, fflke da‚ qasovu zaleın˛st~ parametra porffldku

x^{2(1−a)} = a(1 − a)(t_0 − t), t < t_0, a < 1/2, (181) de t_0 — konstanta ˛nteİruvannffl, wo zada‚ qas, protfflgom fflkogo toqka potraplffl‚ na v˛s~ x = 0. P˛dstanovka zaleınosti (181) v (179), a rezul~tatu — v ˛nteİral (176) pokazu‚, wo pri a < 1/2 ˛mov˛rn˛st~ P (x_0) real˛zac˛ȷ tra‚ktor˛ȷ u d˛lfflnc˛ fazovogo portreta x ≪ 1 v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d nulffl (div. ris. 13a).

Zovs˛m ˛nxu situac˛ sposter˛ga‚mo pri pokazniku a > 1/2. U c~omu vipadku r˛vnfflnnffl (166) zvodit~sffl do viglffldu 2ẋ = −(1−a)x^{2a−1}, wo da‚ (181), de mnoınik a(1 − a) zam˛neno na (1 − a)^2. Odnak pri a > 1/2 viraz g^2p^2 viznaqa‚t~sffl pokaznikom z protileınim znakom, tak wo pri t → t_0 g^2p^2 nabuva‚ nesk˛nqennogo znaqennffl. U rezul~tat˛ ȷmov˛rn˛st~ (176) sta‚ znikaqe malo (ris. 13b). F˛ziqna priqina takoÝ poved˛nki polfflga‚ v tomu, wo za sk˛nqenniȷ prom˛ıok qasu t_0 < ∞ sistema potraplffl‚ na v˛s~ x = 0, wo zabezpequ‚ nesk˛nqenne znaqennffl sprfflıenogo ˛mpul~su p ∝ x^{−1} ∝ (t_0 − t)^{−1/2(1−a)}. Naoqno ce moına ufflviti fflk vipadannffl kondensatu (absorbing state) konf˛İurac˛ȷnih toqok z d˛lfflnki fazovogo portreta x ≪ 1 na v˛s~ abscis pri p → ∞. Nagolosimo, wo umova t_0 < ∞ vikonu‚t~sffl lixe niıqe v˛d g˛lki separatrisi S_0O na ris. 12c, a v d˛lfflnc˛ N S_0O ma‚mo t_0 = ∞ ˛ rozb˛ın˛st~ p˛d˛nteİral~nogo virazu v (176) ne profflvlffl‚t~sffl. Tomu P = 0 sta‚ moılivim lixe niıqe v˛d l˛n˛Ý S_0O.

Ris. 13. Zaleınist~ imovirnosti realizaciÝ riznih tra- ‚ktoriȷ P vid poqatkovogo znaqennffl parametra porffldku x0 pri ε = −0.9, λ = 1 ta: a) a = 0.2; b) a = 0.7. Vipadok (a) vidpovida‚ fazovomu portretov˛ na ris. 12a, vipadok (b) — ris. 12c. Poqatkove znaqennffl sprfflıenogo impul~su p0 = 1.

Ris. 14. Zaleınist~ ˛movirnosti realizaciÝ riznih tra- ‚ktoriȷ P vid poqatkovogo znaqennffl parametra porffldku x0 pri ε = −0.9, λ = 1 ta: a) a = 0.2; b) a = 0.7. Vipadok (a) vidpovida‚ fazovomu portretov˛ na ris. 12a, vipadok (b) — ris. 12c. Poqatkove znaqennffl sprfflıenogo impul~su p0 = 1.

Podaqi zaleın˛st~ x(t) sp˛vv˛dnoxennfflm Gersta x(t) ∝ |t_0 − t|^H , otrimu‚mo pokaznik

H^{−1} = 2(1 − a). (182)

k bulo z’fflsovano v qastin˛ I, ce znaqennffl viznaqa‚ vnutr˛xn fraktal~nu vim˛rn˛st~ u fazovomu prostor˛ D = 2(1 − a). Vklqennffl mul~tipl˛kativnogo xumu z˛ zrostaqim pokaznikom a privodit~ do zmenxennffl D v˛d 2 pri a = 0 do 0 pri a = 1. Pod˛bno do c~ogo z r˛vnffln~ (166), (167) v granic˛ x ≪ 1 znahodimo zaleın˛st~ koordinati v˛d ˛mpul~su:

x ∝ |p_0 − p|^{1/|Δ|}, Δ ≡ D − 1 = 1 − 2a. (183)

Oqevidno, wo fraktal~na vim˛rn˛st~ |Δ|, veliqina fflkoÝ obmeıena znaqennfflm 1, harakterizu‚ tip tra‚ktor˛Ý (div. rozd˛l I.E).

a. Sumfirnfi masxtabi neodnorfidnosti. Viwe mi rozglfflnuli nesum˛rn˛ masxtabi zm˛ni parametra porffldku ta sprfflıenogo ˛mpul~su (div. (164)). Rozglffln~mo teper vipadok, koli obidva polffl mat~ odnakov˛ masxtabi neodnor˛dnosti ta plavno zm˛nt~sffl v prostor˛ [32]. Tod˛ moına pereȷti do fur’‚-obraz˛v, dlffl fflkih laplas˛ffln zam˛n‚t~sffl kvadratom hvil~ovogo vektora:

∇^2x → −k^2x, ∇^2p → −k^2p. (184)

Kr˛m togo, mul~tipl˛kativnu funkc˛, zaleıno v˛d fur’‚-obrazu x_k, budemo brati u stepenevomu viglffld˛ (160). Tod˛ vs˛ naveden˛ sp˛vv˛dnoxennffl zalixat~sffl v sil˛, ale u skladovih, wo vrahovut~ neodnor˛dn˛st~ prostoru, sl˛d zm˛niti znak.

U korotkohvil~ovomu reıim˛ |k| > k_0 fazoviȷ portret harakterizu‚t~sffl odn˛‚ s˛dlovo toqko S, fflka leıit~ na os˛ p = 0. Graniqne znaqennffl hvil~ovogo qisla k_0 viznaqa‚t~sffl r˛vnfflnnfflm

k^2_0 = ε − (a/2)^{12−a} (1 − a)^{− 1−a2−a} (2 − a). (185)

Pri |k| = k_0 v˛dbuva‚t~sffl b˛furkac˛ffl v toqc˛ z koordinatami (div. ris. 15):

p_0 = 0, x_0 = [a(1 − a)/2]^{12(2−a)} . (186)

Ris. 15. Difflgrama uporffldkuvannffl; krivi 1, 2, 3 vidpovidat~ ε = 1; 0.7; 0.4.

Zb˛l~xennffl masxtabu neodnor˛dnosti v dovgohvil~ov˛ȷ granic˛ |k| ≤ k_0 privodit~ do transformac˛Ý s˛dla u vuzol, poblizu fflkogo vinikat~ dv˛ nov˛ s˛dlov˛ toqki. Zg˛dno z (185) graniqne znaqennffl hvil~ovogo qisla viznaqa‚t~sffl dodankami, perxiȷ z fflkih zaleıit~ lixe v˛d temperaturi, a drugiȷ — v˛d pokaznika mul~tipl˛kativnogo xumu. V aditivn˛ȷ granic˛ a = 0 ma‚mo zviqaȷnu zaleın˛st~ seredn~ogo polffl k^2_0 = ε; naprfflmlen˛ȷ perkolfflc˛Ý a = 1/2 v˛dpov˛da‚ maksimal~ne znaqennffl k^2_0 = ε − 3/2, a dlffl a = 1 ma- ‚mo k^2_0 = ε − 1/2. D˛fflgrama vporffldkuvannffl na ris. 15 pokazu‚, wo fazovomu perehodu spriffl‚ zb˛l~xennffl masxtabu neodnor˛dnosti prostoru ta p˛dsilennffl ampl˛tudi xumu.

Zaleıno v˛d parametra neodnor˛dnosti stac˛onarna gustina ȷmov˛rnosti ma‚ viglffld, pokazaniȷ na ris. 16. Risunok sv˛dqit~, wo p˛dsilennffl neodnor˛dnosti privodit~ do rozxirennffl d˛lfflnki fazovogo portreta, de tra‚ktor˛Ý potraplfflt~ u vuzol.

Ris. 16. Imovirnist~ realizaciÝ tra‚ktoriȷ na fazoviȷ plowini (ϕ = 0.5): zaleınist~ P (x) pri a = 0.8 (krivi 1, 2, 3 harakterizut~sffl znaqennfflmi |k| = 0.2, 0.4, 0.6).

2. Urahuvannffl korelfflc˛Ý xumu

Hoqa v bagat~oh vipadkah b˛liȷ xum dobre poda‚ poved˛nku sistemi, c˛lkom zrozum˛lo, wo v˛n ‚ ˛deal˛zovano modell fluktuac˛ȷ. D˛ȷsno, fflkwo dlffl n~ogo vs˛ qastoti fluktuac˛ȷ zobraıeno r˛vnopravnim qinom, to real~niȷ spektr obmeıeno sk˛nqeno zono qastot, xirina fflkoÝ zada‚t~sffl qasom korelfflc˛Ý τ < ∞. Pri nevelikih znaqennfflh τ ≪ τ^{(0)}, de masxtab τ^{(0)} zada‚ harakterniȷ qas relaksac˛Ý parametra porffldku, kol~orov˛st~ xumu moına vrahuvati rozkladannfflm za parametrom spektral~noÝ xirini √ τ /τ^{(0)}, fflke da‚ lixe popravki, wo nesutt‚vo zm˛- nt~ kartinu fluktuac˛ȷ [6]. U protileınomu raz˛ τ ≫ τ^{(0)} zastosovu‚t~sffl metod dinam˛qnoÝ relaksac˛Ý, fflkiȷ pokazu‚, wo xum moıe privoditi do fflk˛snih zm˛n [33–35]. Odnak naspravd˛ τ ≫ τ^{(0)} real˛zu‚t~sffl lixe dlffl vuz~kogo klasu stohastiqnih sistem. Takim qinom, osnovniȷ ˛nteres stanovlfflt~ sistemi ˛z sum˛rnimi znaqennfflmi qas˛v korelfflc˛Ý fluktuac˛ȷ ta qasu relaksac˛Ý samoÝ sistemi (τ ∼ τ^{(0)}). C˛ȷ granic˛ v˛dpov˛da‚ metod un˛f˛kovanoÝ aproksimac˛Ý kol~orovogo xumu [36–38]. U ȷogo meıah mi dosl˛dimo odnor˛dnu sistemu, fflka zazna‚ vplivu fluktuac˛ȷnogo seredoviwa z qasom korelfflc˛Ý τ ∼ τ^{(0)} [39].

Budemo, fflk ˛ ran˛xe, vihoditi z r˛vnfflnnffl Lanıevena

ẋ = f(x) + g(x)ζ(t) (187)

dlffl ampl˛tudi g˛drodinam˛qnoÝ modi x(t), evolc˛ffl fflkoÝ zada‚t~sffl determ˛n˛stiqno silo Landau f(x) = εx − x^3 ta ampl˛tudo mul~tipl˛kativnogo xumu g(x) = |x|^a. Na v˛dm˛nu v˛d b˛logo xumu, vvaıatimemo, wo ˛ntensivn˛st~ kol~orovogo viznaqa‚t~sffl normuvannfflm ⟨ζ(t)ζ(t^′)⟩ = (1/2τ ) exp(−|t − t^′|/τ ), (188) fflke v˛dpov˛da‚ procesov˛ Ornxtaȷna–Ulenbeka

τ ζ̇ = −ζ + ξ(t), (189)

de ξ(t) — b˛liȷ xum.

Dlffl viluqennffl kol~orovogo xumu ζ v˛z~memo poh˛dnu za qasom v˛d (187), virazimo ζ̇ z (189), a ζ z (187). U rezul~tat˛ oderıu‚mo nemark˛vs~ke stohastiqne diferenc˛ffll~ne r˛vnfflnnffl τ ( ẍ − ẋ^2g^′(x)/g(x) ) = −σ(x)ẋ + f(x) + g(x)/ξ(t), (190) de xtrih oznaqa‚ diferenc˛vannffl za x ta vvedeno parametr perenormuvannffl

σ(x) = 1 − τ f(x) [ ln f(x) g(x) ]_′ . (191)

Doderıuqis~ metodu un˛f˛kovanoÝ aproksimac˛Ý kol~orovogo xumu, fflkiȷ nada‚ r˛vnfflnn (190) vlastivosti markovosti, vikoristovu‚mo ad˛fflbatiqne nabliıennffl, wo dozvolffl‚ znehtuvati priskorennfflm ẍ, ta zalixa‚mo skladov˛ ẋ ≫ ẋ^2, fflk˛ zadat~ upov˛l~nen˛xu evolc˛. U meıah takogo p˛dhodu sistemu opisu‚mo zviqaȷnim r˛vnfflnnfflm Fokkera– Planka [40,41], fflke v˛dpov˛da‚ l˛nearizovanomu za ẋ r˛vnfflnn evolc˛Ý

σ(x)ẋ = f(x) + g(x)ξ(t). (192)

Viraz u l˛v˛ȷ qastin˛ (192) moına rozum˛ti fflk qasovu poh˛dnu v˛d g˛potetiqnogo procesu y(t), fflkiȷ pov’fflzaniȷ z vih˛dnim x(t) umovo dy = σ(x)dx. Zastosovuqi stohastiqniȷ diferenc˛ffll ¨to (132), poverta‚- mos~ do procesu x(t), wo da‚ r˛vnfflnnffl

ẋ = [ f̃ (x) + h(x) ] + g̃(x)ξ(t) (193)

z perenormovano silo Landau ta ampl˛tudo mul~tipl˛kativnogo xumu: f̃ (x) = f(x)/σ(x), h(x) = −g^2(x)σ^′(x)/2σ(x), g̃(x) = g(x)/σ(x). (194) Dodanok h(x) poda‚ ˛ndukovaniȷ xumom dreȷf, zumovleniȷ kol~orov˛st fluktuac˛ȷ ζ(t).

Zg˛dno z pol~ovim metodom, vikladenim u rozd˛l˛ II.A, efektivne r˛vnfflnnffl Lanıevena (193) v˛dpov˛da‚ takim virazam laİranı˛fflna ta disipativnoÝ funkc˛Ý: L(x, p) = p ( ẋ − f̃(x) − h(x) + g̃(x)g̃^′(x)/2 )

−p^2g̃^2(x)/2, (195)

R = ẋ^2/2g̃^2. (196)

Zv˛dsi v meıah metodu, vikoristanogo dlffl b˛logo xumu, znahodimo r˛vnfflnnffl Oȷlera, zg˛dno z fflkimi stac˛onarniȷ stan sistemi viznaqa‚t~sffl virazami: p = −σf/g^2 + g^′/2g, (197)

p [ σf g^2 ( ln f g )_′ + 1 2 σ^′g^′ σg − g^{′′} 2g ] = 0. (198)

Ris. 17. Fazova difflgrama viniknennffl vporffldkovanogo stanu (x ≠ 0) (krivi 1, 2 vidpovidat~ ε = 0.65, 0.7).

k ˛ za v˛dsutnosti korelfflc˛Ý, sistema viprobovu‚ b˛furkac˛ v uporffldkovaniȷ stan, fflku, odnak, sposter˛ga‚mo ne lixe pri zmenxenn˛ temperaturi −ε, ale ˛ pri zb˛l~xenn˛ qasu korelfflc˛Ý xumu: pri τ > τ_0 dodatkovo do s˛dlovoÝ toqki S, dlffl fflkoÝ p ≠ 0, vinika‚ nove s˛dlo S_0 ta pritfflguval~niȷ vuzol C, fflk˛ rozm˛wut~sffl na os˛ p = 0. Fazova d˛fflgrama na ris. 17 viznaqa‚ d˛lfflnku graniqnih znaqen~ τ_0 qasu korelfflc˛Ý ta pokaznika a mul~tipl˛kativnoÝ funkc˛Ý, fflk˛ v˛dpov˛dat~ r˛znim fazam. Baqimo, wo zrostannffl a privodit~ do reversivnogo perehodu “porffldok–bezporffldok–porffldok”, tod˛ fflk zb˛l~xennffl τ_0 — lixe do vporffldkuvannffl. Temperaturna zaleın˛st~ marİ˛nal~nogo znaqennffl τ_c, fflke v˛dpov˛da‚ maksimumu zaleınosti τ (a), pokazu‚, wo proces uporffldkuvannffl dosfflga‚t~sffl lixe pri zb˛l~xenn˛ qasu korelfflc˛Ý (div. ris. 18).

Ris. 18. Fazova difflgrama maksimal~nogo znaqennffl qasu korelfflciÝ xumu, pri fflkomu sta‚ moılivim stvorennffl vporffldkovanogo stanu.

Ris. 19. Zaleınist~ stacionarnogo rozpodilu P vid poqatkovogo znaqennffl parametra porffldku x0 pri ε = 0.7 (krivi 1, 2 vidpovidat~ a = 0.2 pri τ = 0.4, 0.6; krivi 3,4 vidpovidat~ a = 0.8 pri τ = 0.4, 0.6). Poqatkove znaqennffl sprfflıenogo impul~su p0 = 0.5.

Hoqa qas korelfflc˛Ý xumu sutt‚vo vpliva‚ na stac˛onarn˛ stani sistemi, v˛n nesutt‚vo zm˛n‚ qasov˛ zaleınost˛ parametra porffldku x(t) ta sprfflıenogo ˛mpul~su p(t). Na granicfflh malih znaqen~ x(t) ≪ 1, p(t) ≪ 1 ma‚mo tak˛ sam˛ asimptotiki, fflk ˛ dlffl b˛logo xumu, wo oznaqa‚ nezm˛nn˛st~ fraktal~nih vlastivosteȷ fazovogo prostoru pri “zafarbovuvann˛” xumu. Zg˛dno z ris. 19 zm˛na τ takoı ‚ nesutt‚vo dlffl stac˛onarnogo rozpod˛lu.

Takim qinom, nafflvn˛st~ korotkoqasovoÝ pam’fflt˛ flktuac˛ȷ privodit~ do reversivnogo perehodu, pri fflkomu nevporffldkovana d˛lfflnka real˛zu‚t~sffl lixe v obmeıenomu prom˛ıku pokaznik˛v a ta visokoqastotnomu spektr˛ fluktuac˛ȷ τ < τ_c. Harakterno, wo navedena kartina viznaqa‚ poved˛nku naȷ˛mov˛rn˛xih veliqin. U rozd˛l˛ III.B bude pokazano, wo reversivniȷ pereh˛d sposter˛ga‚mo takoı dlffl statistiqnih moment˛v ⟨x⟩, ⟨(x − ⟨x⟩)^2⟩.

C. Kal˛bruval~na teor˛ffl samopod˛bnih sistem

Rozglffln~mo blukaqu qastinku, wo zd˛ȷsn‚ odnovim˛rn˛ pol~oti L‚v˛. U takomu vipadku sistema ‚ samopod˛bno, tak wo ÝÝ funkc˛ffl rozpod˛lu za koordinato x v qas t odnor˛dna:

P (x, t) = a^{−α}P(y), y ≡ x/a, (199) de a ≡ a(t) — qasozaleıniȷ masxtab, y — bezrozm˛rna koordinata, α — pokaznik samopod˛bnosti. Dlffl anal˛zu takoÝ sistemi zruqno vikoristati metodi, wo İruntut~sffl na poh˛dn˛ȷ Dıeksona D_q (div. dodatok S). Osnovna perevaga c˛‚Ý poh˛dnoÝ pri anal˛z˛ samopod˛bnih sistem polfflga‚ v tomu, wo vona viznaqa‚ var˛fflc˛ funkc˛Ý wodo dilatac˛Ý q ≠ 1, a ne zm˛wennffl dx → 0, fflk u zviqaȷnomu vipadku. V c~omu rozd˛l˛ take podannffl vikoristovu‚mo dlffl pol~ovogo dosl˛dıennffl samopod˛bnoÝ stohastiqnoÝ sistemi.

Na v˛dm˛nu v˛d prostogo vipadku, de masxtab a ne zaleıit~ v˛d qasu t, rozglffln~mo nestac˛onarnu sistemu, dlffl fflkoÝ veliqina a ta faktor q ‚ funkc˛- fflmi t. k v˛domo z teor˛Ý kal˛bruval~nih pol˛v [24], u takomu raz˛ sistema ˛nvar˛fflntna wodo peretvoren~ x → qx, P → Q_qP , Q_q ∼ q^α, fflkwo İrad˛‚ntn˛ skladov˛ D_qP , ∂P/∂t zam˛nt~sffl na podovıen˛ poh˛dn˛ (D_q + ϵ)P , (∂/∂t + E)P , de parametri ϵ, E — komponenti kal˛bruval~nogo potenc˛ffllu (tut ta niıqe qas t vim˛r‚t~sffl v odinicfflh qasu relaksac˛Ý ȷmov˛rnosti). V˛dpov˛dno do (C.6) legko baqiti, wo tak˛ vidovıen˛ poh˛dn˛ ˛nvar˛fflntn˛ stosovno nestac˛onarnoÝ dilatac˛Ý q = q(t), viznaqenoÝ peretvorennfflmi: x → qx, P → Q_qP, (200) ϵ → ϵ − D_qQ_q Q_q − (q − 1) D_qQ_q Q_q D_q P P , E → E − Q̇, de krapka oznaqa‚ poh˛dnu za qasom.

Naȷprost˛xiȷ kal˛bruval~no-˛nvar˛fflntniȷ laİranı˛ffln evkl˛dovoÝ teor˛Ý polffl ‚ takim:

L = 1 2 [(D_q + ϵ)P ]^2 + 1 2 (D_qϵ)^2, (201)

de perxiȷ qlen urahovu‚ kal˛bruval~nu dilatac˛, drugiȷ — vnesok polffl. V˛dpov˛dno dlffl disipativnoÝ funkc˛Ý ma‚mo

R = 1 2 [( ∂ ∂t + E ) P ]_2 + θ 2 [( ∂ ∂t + E ) ϵ ]_2 , (202)

de θ — v˛dnoxennffl qas˛v relaksac˛Ý kal˛bruval~nogo polffl ta ȷmov˛rnosti. U rezul~tat˛ r˛vnfflnnffl Oȷlera

D_q ∂L ∂(D_q z) − ∂L ∂z = − ∂R ∂ż , z ≡ (P, ϵ) (203)

privodit~ do diferenc˛ffll~nih r˛vnffln~ ˛z qastinnimi poh˛dnimi ta nel˛n˛ȷnimi skladovimi:

Ṗ + D^2_q P = −EP + ϵ^2P, (204)

θϵ̇ + D^2_q ϵ − P D_qP = −θEP + ϵP^2. (205)

Perx˛ skladov˛ u pravih qastinah opisut~ disipativniȷ vpliv zovn˛xn~ogo seredoviwa. Dal˛ rozglfflnemo lixe konservativn˛ sistemi, u fflkih pripustimo, wo qasova komponenta kal˛bruval~nogo potenc˛ffllu, fflkiȷ oberneno proporc˛ȷniȷ do v˛dpov˛dnogo qasu relaksac˛Ý, dor˛vnvatime nulev˛ (E = 0).

Pristupaqi do anal˛zu osnovnih r˛vnffln~ (204), (205), rozglffln~mo naȷprost˛xiȷ vipadok ϵ → 0, D^2_q ϵ → 0, u fflkomu voni nabuvat~ formi

Ṗ = −D^2_q P, (206)

θϵ̇ = P D_qP. (207)

Perxe z nih ma‚ difuz˛ȷniȷ viglffld, ale protileıniȷ znak u prav˛ȷ qastin˛ vkazu‚ na te, wo samopod˛bna sistema vifflvlffl‚ rozb˛ınu k˛netiku, vlastivu ˛‚rarh˛qnim sistemam [42]. Odnak taka poved˛nka real˛zu‚t~sffl lixe protfflgom korotkogo qasovogo ˛ntervalu t ∼ θ ≪ 1. Pri zviqaȷnomu qas˛ t ≥ 1, fflkiȷ bude rozglfflnuto niıqe, sta‚ moılivo ad˛fflbatiqna aproksimac˛ffl θ ≪ 1, wo dozvolffl‚ znehtuvati l˛- vo qastino (207). U rezul~tat˛ vikonu‚t~sffl umova D_qP ≃ 0 ˛ sistema potraplffl‚ do stac˛onarnogo odnor˛dnogo stanu

P (x, t) = const ≡ P_{st}. (208)

U skladn˛xomu vipadku ϵ(t) → const ≠ 0 r˛vnfflnnffl (205) zvodit~sffl do viglffldu D_q P = −ϵP, (209) fflkiȷ takoı privodit~ do statiqnogo rozpod˛lu (208).

Dlffl podal~xogo anal˛zu pomnoıimo (204) na D_qP , a (205) na D_q ϵ. Tod˛ znahodimo perxiȷ ˛nteİral

1 2 (D_qP )^2 + 1 2 (D_qϵ)^2 = 1 2 (ϵP )^2 + 1 2 C^2, (210)

de mi poklali

(Ṗ − P D_qϵ)D_qP = 0 (211)

ta vikoristali stalu ˛nteİruvannffl C^2/2. Tod˛ p˛slffl pripuwennffl

D_qϵ = −C, C > 0 (212)

ta umovi D_qP ≠ 0 r˛vnfflnnffl (211) privodit~ do eksponenc˛ffll~noÝ zaleınosti

P ∝ e^{−Ct}, (213)

a (210) zvodit~sffl do viglffldu (209).

k v˛domo, samopod˛bnim sistemam vlastiva stepeneva, a ne eksponenc˛ffll~na poved˛nka [12], tak wo v (210), (212) sl˛d poklasti C = 0. U rezul~tat˛ prihodimo do vaılivoÝ umovi kal˛bruvannffl

D_qϵ = 0, (214)

v˛dpov˛dno do fflkoÝ potenc˛ffll ϵ ne moıe buti funkc˛‚ parametra dilatac˛Ý q. Takim qinom, r˛vnfflnnffl (204) privodit~ do umovi Ṗ = 0, zg˛dno z fflko stac˛- onarniȷ stan sistemi viznaqa‚t~sffl r˛vnfflnnfflm (209). Dopovnqi ȷogo viznaqennfflm poh˛dnoÝ Dıeksona (C.3), prihodimo do sp˛vv˛dnoxennffl [α]_q = −ϵ. k pokazano v dodatku S, q-qislo Dıeksona [α]_q zvodit~sffl do q-logarifma Call˛sa, fflkwo stac˛onarniȷ rozpod˛l P_{st} ta parametr dilatac˛Ý q zv’fflzan˛ umovo

P^{q−1}_{st} ≡ q^α. (215)

Tod˛ oderıane viwe sp˛vv˛dnoxennffl privodit~ do rozpod˛lu Call˛sa [12]

P_{st} = [1 − (q − 1)ϵ]^{1q−1} . (216)

Z poruxennfflm umovi kal˛bruvannffl (214) samopod˛bna sistema perehodit~ u nestac˛onarniȷ reıim, u fflkomu ÝÝ poved˛nka viznaqa‚t~sffl r˛vnfflnnfflm (204). ¨z urahuvannfflm viznaqennffl (C.7) znahodimo

Ṗ = (ϵ^2 − [α]_{qq}) P. (217)

Tod˛ vikoristannffl rozpod˛lu (199) razom z˛ sp˛vv˛dnoxennfflm [α]_q = −ϵ ta zv’fflzkom Ṗ = −a^{−(1+α)}(αP + yP^′)ȧ da‚

a^{−1}ȧ(αP + yP^′) = [δα]_{qq}P, (218)

de xtrih oznaqa‚ diferenc˛vannffl za arİumentom y, a mnoınik [δα]_{qq} oznaqeno v (C.7).

Moına baqiti, wo z urahuvannfflm asimptotik (C.8) u granic˛ q → ∞ sistema perehodit~ v avtomodel~- niȷ reıim pri

aq = const, a^{3α−4}ȧ = const ≡ τ^{−1}_0 yP^′ = (τ_0 − α)P. (219)

Rozv’fflzok ostann~ogo r˛vnfflnnffl P ∝ y^{τ0 −α} da‚ qasov˛ zaleınost˛ harakteristiqnogo masxtabu ta gustini ȷmov˛rnosti:

a^{3(α−1)} = t τ , P ∝ x^{τ0 −α} t^{−τ} , τ ≡ τ_0 3(α − 1)

pri q ≫ 1, t < τ. (220)

U protileınomu vipadku q → 1 veliqina q v (218) ne zaleıit~ v˛d t, ˛ v dovgoqasov˛ȷ granic˛ oderıu‚mo

a ∝ exp (t/τ_0), P ∝ x^{λ0τ0 −α} exp (−λ_0t), λ_0 ≡ α − 1 q − 1 pri q → 1, t ≫ λ^{−1}_0 . (221)

Ototoınennffl qasovih masxtab˛v τ ta λ^{−1}_0 v zaleınostfflh (220), (221) privodit~ do zv’fflzku

τ = 3(q − 1), (222)

zg˛dno z fflkim harakterniȷ qasoviȷ masxtab viznaqa- ‚t~sffl stepenem neaditivnosti sistemi.

Rozglffln~mo dal˛ vipadok nenul~ovoÝ poh˛dnoÝ Dıeksona drugogo porffldku D^2_q ϵ = [ε]_{qq}ϵ, viznaqenoÝ veliqino ε. Tut r˛vnfflnnffl (205) da‚ kal˛bruval~niȷ potenc˛ffll ϵ = −[α]_q 1 − [ε]_{qq}P^{−2}

, (223)

fflkiȷ sta‚ samopod˛bnim, koli [ε]_{qq}P^{−2} spada‚ z˛ zrostannfflm q. Pripuskaqi ce spadannffl u stepenevomu viglffld˛ q^{−γ} z γ → 0^+, ˛z r˛vnfflnnffl (220) ta umovi (219) oderıu‚mo zaleın˛st~ P (t) ∝ q^τ (t), de pokazniki zv’fflzano sp˛vv˛dnoxennfflm γ = 2τ − 3(ε − 1) > 0.

U rezul~tat˛ ˛ndeks kal˛bruval~nogo potenc˛ffllu ε obmeıeno umovo

ε < 1 + 2 3 τ = 1 + 2(q − 1), (224)

de druge r˛vnfflnnffl vipliva‚ z (222). Za cih umov r˛vnfflnnffl (204), dopovnene aproksimac˛‚ ϵ ≃ −[α]_q, wo vipliva‚ z (223), zabezpequ‚ oderıan˛ viwe qasov˛ zaleınost˛ (220).

Avtomodel~niȷ reıim poruxu‚t~sffl, fflkwo mnoınik u prav˛ȷ qastin˛ (217)

ϵ^2 − [α]_{qq} = [α]^2_q [ (1 − [ε]_{qq}P^{−2}_{st} )^{−2} − 1 ] − [δα]_{qq} ≡ −λ (225) sta‚ nezaleınim v˛d qasu (tut gustina ȷmov˛rnosti stac˛onarnogo stanu P_{st} viznaqa‚t~sffl rozpod˛lom Call˛sa (216) z efektivno enerİ˛‚ (223)). Pri c~omu dekrement eksponenc˛ffll~noÝ zaleınosti (221) zam˛n‚t~sffl na λ. Osk˛l~ki ceȷ reıim v˛dpov˛da‚ malim znaqennfflm q, to moına vzfflti granic q → 1, dlffl fflkoÝ

λ = λ_0 − α^2 {[ 1 − ( ε^2 + ε − 1 q − 1 ) e^{2ϵ} ]_{−2} − 1 } ,

λ_0 ≡ α − 1 q − 1 . (226)

Narext˛, pri q → 1, ε^2 + (ε − 1)/(q − 1) ≪ e^{2α} ma‚mo α = [α]_q = −ϵ, wo da‚

λ = λ_0 [ 1 − 2α^2 q − 1 α − 1 ( ε^2 + ε − 1 q − 1 ) e^{−2α} ] . (227)

Rozvinutiȷ formal˛zm İruntu‚t~sffl na dilatac˛ȷn˛ȷ ˛nvar˛fflntnosti laİranı˛fflna (201) ta disipativnoÝ funkc˛Ý (202), fflka dozvolffl‚ opisati evolc˛ konservativnoÝ samopod˛bnoÝ sistemi. ÕÝ poved˛nka viznaqa‚t~sffl funkc˛‚ rozpod˛lu (199) ta kal˛bruval~- nim potenc˛ffllom ϵ (dlffl zviqaȷnoÝ termodinam˛qnoÝ sistemi ostann˛ȷ zvodit~sffl do v˛dnoxennffl enerİ˛Ý m˛krostanu do temperaturi). Õh qasova zaleın˛st~ opisu‚t~sffl nel˛n˛ȷnimi r˛vnfflnnfflmi (204), (205) u qastinnih poh˛dnih. Pri vikonann˛ umovi kal˛bruvannffl (214) enerİ˛ffl m˛krostanu ne zaleıit~ v˛d dilatac˛Ý, ˛ sistema znahodit~sffl u stac˛onarnomu stan˛, fflkiȷ zada‚t~sffl rozpod˛lom Call˛sa (216). Taku kartinu sposter˛ga‚mo v avtomodel~nomu reıim˛ (220), fflkiȷ real˛zu‚t~sffl v qas˛, obmeıenomu znaqennfflm (222), wo zada‚t~sffl neaditivn˛st sistemi (q−1). Na velikih ˛ntervalah qasu dilatac˛ffl sta‚ konstanto, kal˛bruval~na ˛nvar˛fflntn˛st~ poruxu‚t~sffl, ˛ sistema perehodit~ do zviqaȷnogo eksponenc˛ffll~nogo reıimu (221).

Provedeniȷ rozglffld pripuska‚, wo sistema ‚ konservativno — vpliv zovn˛xn~ogo seredoviwa zvodit~sffl do nulffl, tak wo v r˛vnfflnnfflh (204), (205) E = 0. U rozd˛l˛ I.D pokazano, wo vrahuvannffl takogo vplivu dlffl ˛‚rarh˛qnih sistem privodit~ do qasovoÝ komponenti kal˛bruval~nogo potenc˛ffllu E ≡ −(∂/∂x)F (x)+(∂^2/∂^2x)D(x), de F (x) — sila dreȷfu, D(x) — koef˛c˛‚nt difuz˛Ý [9,8]. Osk˛l~ki difuz˛ȷna skladova vzfflta z pozitivnim znakom, to eksponenc˛ffll~niȷ reıim podavl‚t~sffl, ˛ samopod˛bna sistema znahodit~sffl v avtomodel~nomu reıim˛ protfflgom us~ogo qasovogo ˛ntervalu.

DODATOK

A. Funkc˛Ý Mittaİa–L‚ffl‚ra i Foksa

Navedemo minimal~niȷ nabir speciffll~nih funkciȷ, wo dozvolfflt~ pereȷti vid xvidkoÝ eksponenti exp(z) do upovil~nenoÝ stepenevoÝ zaleınosti z^α, z — kompleksniȷ arİument. Budemo vihoditi z rozvinennffl v rffld

exp(z) = ∞∑ k=0 z^k k! . (A.1)

„ogo uzagal~nennffl za rahunok zamini faktorifflla k! gama-funkci‚ Γ(ak + b) z liniȷno deformovanim ar- İumentom privodit~ do vidpovidnogo rffldu dlffl funkciÝ Mittaga–L‚ffl‚ra:

E_{α,β}(z) = ∞∑ k=0 z^k Γ(β + αk) , α > 0, β > 0. (A.2)

Pri graniqnih znaqennfflh parametriv α, β cffl funkciffl perehodit~ v eksponentu ta giperbolu:

E_{1,1}(z) = exp(z), lim_{α→0} E_{α,α}(z) α = (1 − z)^{−2}. (A.3)

kwo perxe rivnfflnnffl vipliva‚ bezposeredn~o z viznaqennffl (A.3), to dlffl oderıannffl drugogo slid prodiferencivati za z rozvinennffl v rffld virazu (1 − z)^{−1}, a takoı vikoristati asimptotiku gama-funkciÝ lim_{x→0} Γ(x) → x^{−1} ta viznaqennffl (A.2). Navedemo takoı neobhidni asimptotiki: E_{α,β}(z) ≈ 1 Γ(α) [ 1 + Γ(α) Γ(α + β) z ] , z → 0; (A.4) E_{α,α}(z) ∝ z^{−2}, z → ∞. (A.5) kwo deformuvati v (A.1) ne arİument faktorifflla, a pokaznik k, to prihodimo do rozvinennffl v rffld uzagal~nenoÝ funkciÝ Foksa:

H^{mn}_{P Q} ( z (a_1, A_1) · · · (a_P , A_P ) (b_1, B_1) · · · (b_Q, B_Q) )

= Π ∞∑ k=0 m∑ l=1

m∏ j=1,j≠l Γ ( b_j − (b_l + k)^{Bj}_{Bl} )_n∏ i=1 Γ ( (1 − a_i) + (b_l + k)^{Ai}_{Bl} )

P∏ i=n+1 Γ ( a_i − (b_l + k)^{Ai}_{Bl} )_Q∏ j=m+1 Γ ( (1 − b_j) + (b_l + k)^{Bj}_{Bl} ) (−1)^kz^{(bl+k)/Bl} k!B_l , (A.6)

de B_k(b_j + c) ≠ B_j (b_k + d) dlffl j ≠ k, j ≥ 1, k ≤ n ta c, d = 0, 1, . . . Pri z → 0 ta z → ∞ oderıu‚mo stepenev˛ asimptotiki H ∼ z^{bl/Bl} ta H ∼ z^{−(1−al)/Al} v˛dpov˛dno, de l vidpovida‚ minimal~nim pokaznikam. Uzagal~nena funkc˛ffl Foksa zvodit~sffl do funkciÝ Mittaİa–L‚ffl‚ra vid obernenogo arİumentu:

E_{α,β}(−z) ≡ H^{11}_{12} ( z (0, 1) (0, 1) (1 − β, α) ) . (A.7)

Zagalom vona viznaqa‚t~sffl fflk ˛nversna transformanta Mell˛na [43]:

H^{mn}_{P Q} ( z (a_1, A_1) · · · (a_P , A_P ) (b_1, B_1) · · · (b_Q, B_Q) ) = 1 2πi ∫ G

m∏ j=1 Γ(b_j + B_j s)^n ∏ i=1 Γ(1 − a_i − A_is) P∏ i=n+1 Γ(a_i + A_is) Q∏ j=m+1 Γ(1 − b_j − B_j s) z^{−s}ds. (A.8)

Kontur ˛nteİruvannffl G vibira‚mo tak, wob rozd˛liti polsi Γ(1 − a_i − A_is) ta Γ(b_j + B_j s). Pustiȷ dobutok ˛nterpretu‚mo fflk 1. C˛loqislov˛ zm˛nn˛ m, n, P, Q zadovol~nfflt~ umovi: 0 ≤ m ≤ P , 0 ≤ n ≤ Q, koef˛c˛‚nti A_i, B_j ‚ dodatnimi, parametri a_i, b_j zapob˛gat~ ˛dentiqnost˛ pols˛v u p˛d˛nteİral~n˛ȷ funkc˛Ý. ¨nteİral (A.8) zb˛ga‚t~sffl za umovi

Ξ = (_m ∑ i=1 A_i − P∑ i=m+1 A_i ) + n∑ j=1 B_j − Q∑ j=n+1 B_j > 0 (A.9)

tak wo funkc˛ H viznaqa‚mo v sektor˛ | arg z| < (π/2)Ξ. Funkc˛ Foksa obqisl‚mo takoı pri

Λ = Q∑ j=1 B_j − P∑ i=1 A_i > 0, koli 0 < |z| < ∞, (A.10) abo

Λ = 0 ta 0 < |z| < R, R ≡ P∏ i=1 A^{−Ai}_i Q∏ j=1 B^{Bj}_j . (A.11)

Rozvinennffl funkc˛Ý Foksa v rffld (A.6) sta‚ moılivim za umovi Λ ≥ 0.

B. Drobovi ˛nteİral ta pohidna

Budemo vihoditi z rivnfflnnffl x∫ a dx_1

x_1∫

a dx_2 f(x_2) = x∫ a (x − x^′)f(x^′) dx^′, (B.1) diferencivannffl fflkogo za x privodit~ do totoınosti. Todi metodom matematiqnoÝ indukciÝ moına dovesti, wo n-kratniȷ inteİral z˛ zminno verhn~o granice zvodit~sffl do odnokratnogo zgidno z formulo x∫ a dx_1

x_1∫

a dx_2 · · · x_{n−2}∫

a dx_{n−1} x_{n−1}∫

a dx_n f(x_n) = 1 (n − 1)! x∫ a (x − x^′)^{n−1}f(x^′) dx^′, (B.2)

de f(x) — dovil~na funkciffl. Pri perehodi vid cilogo qisla n do dovil~nogo ϖ faktoriffll (n−1)! zvodit~sffl do gama-funkciÝ, i formula (B.2) da‚ viznaqennffl ˛nteİrala drobovogo porffldku [16], [44]

I^ϖ_x f(x) ≡ 1 Γ (ϖ) x∫ 0 f(x^′) (x − x^′)^{1−ϖ} dx^′, ϖ > 0. (B.3)

¨nversne peretvorennffl drobovogo ˛nteİrala D^ϖ_x ≡ I^{−ϖ}_x porffldku ϖ > 0 viznaqa‚mo fflk drobovu poh˛dnu:

D^ϖ_x f(x) ≡ 1 Γ (−ϖ) x∫ 0 f(x^′) (x − x^′)^{1+ϖ} dx^′. (B.4)

U d˛lfflnc˛ 0 < ϖ < 1 doc˛l~no zastosovuvati viraz

D^ϖ_x f(x) ≡ ϖ Γ (1 − ϖ) x∫ 0 f(x) − f(x^′) (x − x^′)^{1+ϖ} dx^′, (B.5)

de vrahovano v˛dome sp˛vv˛dnoxennffl xΓ(x) = Γ(x + 1) dlffl x ≡ −ϖ.

C. Poh˛dna Dıeksona

Perevaga q-poh˛dnoÝ Dıeksona polfflga‚ u zruqnost˛ ÝÝ zastosuvannffl dlffl anal˛zu samopod˛bnih sistem, osk˛l~ki cffl poh˛dna viznaqa‚ prir˛st funkc˛Ý f(x) wodo dilatac˛Ý q ≠ 1, a ne stosovno zm˛wennffl dx → 0, fflk u zviqaȷnomu vipadku q = 1. V˛dpov˛dno do takogo viznaqennffl q-poh˛dna Dıeksona zada‚t~sffl fflk

D_q f(x) ≡ f(qx) − f(x) q − 1 , q > 0. (C.1)

Dlffl vaılivogo vipadku odnor˛dnoÝ funkc˛Ý, wo zadovol~nffl‚ umovu f(qx) ≡ q^αf(x), (C.2) de q > 0 — parametr dilatac˛Ý, α > 0 — pokaznik odnor˛dnosti, q-poh˛dna Dıeksona zvodit~sffl do q-qisla Dıeksona:

D_qf(x) = [α]_qf(x), [α]_q ≡ α^q − 1 q − 1 . (C.3)

Legko baqiti, wo [α]_q → α pri q → 1, priqomu [α] zm˛n‚t~sffl, fflk q^{α−1} pri q → ∞. Z odnogo boku, qlogarifm˛qnu funkc˛ Call˛sa

ln_q x ≡ x^{q−1} − 1 q − 1 (C.4)

moına viraziti fflk q-qislo Dıeksona (C.3) z pokaznikom α = (q − 1)(ln x/ ln q). Razom ˛z r˛vnfflnnfflm (C.3) ceȷ zv’fflzok ta r˛vnfflnnffl

ln_q(xy) = ln_q x + ln_q y + (q − 1)(ln_q x)(ln_q y) (C.5)

dat~ vaılive pravilo dlffl poh˛dnoÝ Dıeksona:

D_q [f(x)g(x)] = [D_qf(x)] g(x) + f(x) [D_qg(x)]

+(q − 1) [D_q f(x)] [D_q g(x)] . (C.6)

Poh˛dnu Dıeksona drugogo porffldku viznaqa‚mo tak: D_pD_qf(x) = D_p{[α]_qf(x)} = [α]_{pq}f(x), (C.7)

[α]_{pq} ≡ [α]_p[α]_q + [δα]_{pq}, [α]_p ≡^{pα−1}_{p−1} , [δα]_{pq} ≡^{pα[(pq)α −pq]} (p−1)(pq−1) .

Pri α > 1 veliqina [δα]_{pq} ma‚ tak˛ asimptotiki: [δα]_{pq} →^{α−1}_{p−1} pri p, q → 1, (C.8) [δα]_{pq} → p^{2(α−1)}q^{(α−1)} pri p, q → ∞.

Dlffl uzagal~nennffl viraz˛v (B.5), (C.1) vvedemo drobovu ϖ-poh˛dnu:

D^ϖf(x) ≡ ϖx^{−ϖ} Γ (1 − ϖ) 1∫ 0 f(x) − f(qx) (1 − q)^{1+ϖ} dq,

0 < ϖ < 1. (C.9)

Dlffl samopod˛bnoÝ sistemi funkc˛ffl f(x) ‚ odnor˛dno, tobto zadovol~nffl‚ viraz (C.2). Tod˛ viznaqennffl (C.9) sprowu‚t~sffl: D^ϖf(x) ≡ {α}_ϖ x^{−ϖ}f(x), 0 < ϖ < 1, (C.10) de drobovim ϖ-qislom ‚

{α}_ϖ ≡ ϖ Γ (1 − ϖ) 1∫ 0 1 − q^α (1 − q)^{1+ϖ} dq,

0 < α, 0 < ϖ < 1. (C.11)

Vono moıe buti viraıene v term˛nah gama-funkc˛Ý:

{α}_ϖ = Γ(α + 1) Γ (α + 1 − ϖ) − 1 Γ (1 − ϖ)

. (C.12)

Ce qislo zrosta‚ monotonno z˛ zrostannfflm α ta ϖ, nabuva‚ nul~ovogo znaqennffl pri ϖ = 0, α = 0 ta harakternih znaqen~

{_1 2 }_1 2 =^{√π}_2 −^{1√}_π ≃ 0.322, {1}_1 = 1.

Taka poved˛nka harakterizu‚t~sffl takimi zaleınostfflmi

{α}_ϖ = α pri ϖ = 1, Γ(1 + α) −^1_{Γ(1−α)} pri ϖ = α, ϖ Γ(2−ϖ) pri α = 1.

(C.13)

Tomu, fflkwo q-qislo (C.3) zvodit~sffl do pokaznika α u granic˛ q → 1, ϖ-qislo (C.11), wo v˛dpov˛da‚ drobovomu ˛nteİralov˛ (C.9), zvodit~sffl do mnoınika α pri ϖ = 1.

[1] J.-P. Bouchaud, A. Georges, Phys. Rep. 195, 127 (1991). [2] E. W. Montroll, M. F. Shlesinger, in Studies in Statistical Mechanics, edited by J. Lebowitz, E. W. Montroll (North-Holland, Amsterdam) 11, 1 (1984).

[3] W. Schneider, W. Wyss, J. Math. Phys. 25, 134 (1988). [4] E. Feder, Fraktaly (Mir, Moskva, 1991). [5] D. O. Harqenko, ”urn. f˛z. dosl. 5, 14 (2001). [6] V. Horsthemke, R. Lefevr, Inducirovannye xumom perehody (Mir, Moskva, 1990).

[7] R. Hilfer, Phys. Rev. E 48, 2466 (1993).

[8] A. I. Olemskoȷ, Pis~ma ıurn. ¸ksp. teor. fiz. 71, 412 (2000).

[9] A. I. Olemskoȷ, Pis~ma ıurn. ¸ksp. teor. fiz. 69, 391 (1999).

[10] R. Rammal, G. Toulouse, M. A. Virasoro, Rev. Mod.

Phys. 58, 765 (1986).

[11] A. I. Olemskoi, in Physics Reviews, edited by I. M. Khalatnikov (Gordon & Breach, London) 18, Part 1 (1996).

[12] C. Tsallis, in Nonextensive Statistical Mechanics and its Applications, Lecture Notes in Physics, edited by S. Abe, Y. Okamoto (Springer-Verlag, Berlin, 2000).

[13] E. M. Lifxic, L. P. Pitaevskiȷ, Fiziqeskaffl kinetika (Nauka, Moskva, 1978).

[14] D. H. Zanette, Braz. J. Phys. 29, 108 (1999); condmat/9905064 (1999).

[15] R. R. Nigmatullin, Teor. mat. fiz. 90, 354 (1992). [16] S. G. Samko, A. A. Kilbas, O. I. Marichev, Fractional integrals and derivatives — theory and applications (Gordon and Breach, New-York, 1993).

[17] D. Forster, Gidrodinamiqeskie fluktuacii, naruxennaffl simmetriffl i korrelfflcionn˛e funkcii (Moskva, Atomizdat, 1980).

[18] D. N. Zubarev, Neravnovesnaffl statistiqeskaffl termodinamika (Moskva, Nauka, 1971).

[19] A. I. Olemskoȷ, A. . Flat, Usp. fiz. nauk 163, 1 (1993).

[20] U d-vim˛rnomu vipadku druga skladova r˛vnfflnnffl (128) zam˛n‚t~sffl na sumu skladovih, wo v˛dpov˛dat~ masxtabov˛ li , fraktal~n˛ȷ vim˛rnost˛ Di, parametrov˛ pod˛bnosti ξi ta stalim αi pri i = 1, . . . , d.

[21] V. E. Zaharov, S. F. Manakov, S. P. Novikov, L. P. Pitaevskiȷ, Teoriffl solitonov: metod obratnoȷ zadaqi (Moskva, Nauka, 1980).

[22] N. H. Ibragimov, Gruppy preobrazovaniȷ v matematiqeskoȷ fizike (Moskva, Fizmatgiz, 1983).

[23] A. I. Olemskoi, V. F. Klepikov, Phys. Rep. 338, 571 (2000).

[24] J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena (Clarendon Press, Oxford, 1994).

[25] A. S. Mikhailov, A. Yu. Loskutov, Foundations in Synergretics II (Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1996).

[26] A. I. Olemskoȷ, D. O. Harqenko, Fiz. tverd. tela 42, 520 (2000).

[27] A. I. Olemskoi, Physica A, 295, 409 (2001). [28] Dı. Nikolis, Dinamika ierarhiqeski sopodqinennyh sistem: ~volcionnoe predstavlenie (Mir, Moskva, 1989).

[29] E. M. Lifxic, L. P. Pitaevskiȷ, Statistiqeskaffl fizika. Q. 2 (Nauka, Moskva, 1978).

[30] Dlffl dovedennffl formuli (139) rozglffln~mo odnovim˛rniȷ vipadok, u fflkomu İrad˛‚nt veliqini xk podano dvoma diskretnimi r˛znicfflmi: ∇+xk ≡ xk+1 − xk ta ∇−xk ≡ xk − xk−1. Oqevidno, wo perxa z nih viznaqa‚ xvidk˛st~ zm˛ni funkc˛Ý xk pri zb˛l~xenn˛ ˛ndeksu k, a druga — pri zmenxenn˛. Buduqi simetriqnim, laplas˛ffln dor˛vn‚ dobutkov˛ cih operac˛ȷ: ∇^2 ≡ ∇+∇−. U rezul~tat˛ oderıu‚mo viraz ∑ j Dkj xj = (xk+1 + xk−1) − 2xk , fflkiȷ zvodit~sffl do simvol˛qnogo zapisu (139) pri d = 1. Uzagal~nennffl dlffl dov˛l~noÝ vim˛rnosti ‚ oqevidnim.

[31] A. I. Olemskoȷ, Usp. fiz. nauk 168, 287 (1998).

O. ¨. OL˝MSKO„, D. O. HARQENKO

[32] D. O. Harqenko, ”urn. fiz. dosl. 3, 415 (1999). [33] M. S. Miguel, R. Toral, cond-mat/9707147 (1997). [34] A. V. Soldatov, Teor. mat. fiz. 85, 288 (1990). [35] D. O. Harqenko, ”urn. fiz. dosl. 3, 37 (1999). [36] P. Jung, P. Hängi. Phys. Rev. A 35, 4464 (1987). [37] F. Castro, H. S. Wio, G. Abramson, Phys. Rev. E 52, 159 (1995).

[38] S. E. Mangioni, R. R. Deza, R. Toral, H. S. Wio, Phys.

Rev. E 61, 223 (2000).

[39] D. O. Kharchenko, Physica A 308, 101 (2002). [40] V. E. Shapiro, Phys. Rev. E 48, 109 (1993). [41] D. O. Harqenko, Ukr. fiz. ıurn 44, 647 (1999). [42] A. I. Olemskoi, A. D. Kiselev, Phys. Lett. A 247, 221 (1998).

[43] A. Prudnikov, Y. Brychkov, and O. Marichev, Inegrals and series. V. 3 (Gordon and Breach, New York, 1990).

[44] R. Hilfer, Applications of Fractional Calculus in Physics (Ed. World Scientific, Singapore, 2000).

THEORY OF SELF-SIMILAR STOCHASTIC SYSTEMS (PART I)

A. I. Olemskoi, D. O. Kharchenko Sumy State University 2 Rimskiy-Korsakov Str., Sumy, UA–40007, Ukraine

The work is based on the use of the power-law asymptotics for the distribution function of self-similar systems. Starting from the obvious presentations we consider an anomalous nature of the particle walks, field representation of the stochastic process and time dependencies of most probable values and moments of stochastic variable. According to the equation for the distribution function a difference between main types of the particle walks (Brownian diffusion, Levy flights, subdiffusion) is explained. It is shown that the type of the motion is defined by the spatio–temporal distribution of intensity of the particle jump: if it takes an analytical form we have the ordinary diffusion in the case of nonanalytical dependence in the space we come to the Levy flights and nonanalitycal temporal dependence means the subdiffusion process. In the first case the distribution function acquires a power-law multiplier with respect to the coordinate, and power-law multiplier with respect to time in the second one. The relations between the dynamical exponent and indexes of the Levy flight and the subdiffusion as well as between fractal dimension and multiplicative noise exponent are defined. We show that the diffusion in the ultrametric space is defined with the help of the Fokker–Planck equation defined through the Jekson derivative. It is explained that the multiplicative noise breaks an additivity of the hierarchical system and mupltiplicativity of the probabilities. We find the general type of the fractional order motion equation, which in the limited cases are reduced to the wave equation, oscillating and transporting equation, Landau–Khalatnikov equation for conserved and nonconserved order parameter, Poisson equation and Debye’s screening equation. In the nonlinear case it reduced to the Korteweg–de Wrize, sin-Gordon and a nonlinear Schrödinger equations. We show that the distribution function is defined by the exponential dependence with the exponent which is reduced to the standard action in the Euclidean field theory. For the white and coloured multiplicative noises the evolution of the more probable values of the stochastic variable and conjugate momentum is explored. We found that changing of the multiplicative noise exponent the system tests the reversible transition from the ordered state to disordered one and back. Form the Lagrangian and dissipative function, which are invariant with respect to the similarity transformations, the field equations are obtained.