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Rozgl�nuto mo�liv�st~ zbud�enn� ampl�tudi qandler�vs~kogo kolivann� vnasl�dok pa-

rametriqnogo rezonansu. Z urahuvann�m t�l~ki vnutr�xn~ogo d�erela ener��Ý (�rav�ta��noÝ

vzamod�Ý Zeml� � M�s��) pobudovano diferen��l~ne r�vn�nn�, �ke opisu parametriqni�

rezonans u sistem�.

U perx�� d�l�n� nest��kosti otrimano sta�onarni� rozv'�zok ~ogo r�vn�nn� wodo amp-

l�tudi vlasnogo kolivann� Zeml� v sistem� Zeml�{M�s�~.
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I. VSTUP

Model�vann� ruhu zemnoÝ sistemi v�dl�ku sto-

sovno �ner��noÝ vkl�qa ruh sistemi Zeml�{M�s�~

navkolo Son�, a tako� obertann�, �ke skladat~s�

z prees�Ý, nuta�Ý, ruhu pol�sa ta obertann� Zeml�

navkolo svoÝ os�.

Detal~ni� anal�z pokazu, wo klasiqn� formi

r�vn�n~ ruhu ne vrahovu�t~ okremih vlastivoste�,

�k� zumovlen� zv'�zkom kolivan~ u sistem� Zeml�{

M�s�~{Sone. Ce privodit~ v okremih vipadkah do

rozhod�enn� model� � real~nogo ruhu, �ki� znaho-

dimo na osnov� eksperimental~nih spostere�en~.

U pov'�zan�� sistem� vlasn� kolivann� okremih t�l

zm�n��t~s�. Za dopomogo� matematiqnogo aparatu,

�ki� opisu pov'�zan� kolivann�, avtori �Ý roboti

[1,2℄ pobuduvali model~, wo pereda na�va�liv�x�,

osnovn� � haraktern� vlastivost� pov'�zanih koli-

van~ u sistem� Zeml�{M�s�~. Pri�n�ti� dl� �Ý

model� stup�n~ �deal�za�Ý dozvoliv zastosuvati v�-

dom� metodi anal�tiqnogo anal�zu. U rezul~tat� oder-

�ano teoretiqnu veliqinu per�odu vlasnih kolivan~

Zeml� v sistem� Zeml�{M�s�~, �ka dor�vn� sered-

n~omu znaqenn� per�odu qandler�vs~kogo kolivann�,

viznaqenogo p�sl� obrobki suqasnih eksperimental~-

nih danih pro koordinati pol�sa Zeml�.

U nax�� statt� obm�rkovano novi� p�dh�d do z'�su-

vann� priqin zm�ni ampl�tudi � per�odu qandler�v-

s~kogo ruhu.

II. PARAMETRIQNE ZBUD�ENN�

AMPL�TUDI QANDLER�VS^KOGO RUHU

Qastota vlasnih kolivan~ !

0

� koef��nt zaga-

sann� Æ viznaqa�t~s� t�l~ki f�ziqnimi vlastivos-

t�mi sistemi. Pri dosl�d�enn� zovn�xn~oÝ d�Ý na sis-

temu Zeml�{M�s�~ neobh�dno v�dr�zn�ti silovu � pa-

rametriqnu d�Ý. Silova d�� ne privodit~ do zm�ni pa-

rametr�v !

0

� Æ. Qisto silova d�� na sistemu Zeml�{

M�s�~ mo�e buti t�l~ki vnasl�dok ÝÝ �deal�za�Ý,

tobto v pripuwenn�, wo sistema l�n��na. Paramet-

riqna d��, navpaki, zm�n� t�l~ki !

0

� Æ.

Dl� real~noÝ sistemi Zeml�{M�s�~, �ka prini-

povo nel�n��na, nemo�livo rozd�liti qisto silovu �

parametriqnu d��, tomu wo p�d qas zrostann� ampl�-

tudi zovn�xn~oÝ sili abo zrostann� ampl�tudi vimu-

xenih kolivan~ u sistem� vinika nel�n��na zale�-

n�st~ er�omnogo parametra � (� | v�dstan~ m�� en-

trami mas Zeml� � M�s��) v�d mittvogo znaqenn�

zovn�xn~oÝ sili. Taku d�� nale�it~ uva�ati zm�xa-

no�, tobto � silovo�, � parametriqno�.

C� obstavina nadzviqa�no uskladn� anal�z vimu-

xenih proes�v u nel�n��n�� sistem� nav�t~ u konser-

vativnomu nabli�enn� � robit~ ne �lkom korektnim

rozgl�d pr�moÝ silovoÝ d�Ý bez urahovuvann� vodnoqas

d�Ý na parametri sistemi (parametriqnoÝ d�Ý).

Tomu u�vl�t~s� do�l~nim rozme�uvati qisto pa-

rametriqnu d�� na ampl�tudu � qastotu vlasnih ko-

livan~ Zeml� v sistem� Zeml�{M�s�~ bez protistav-

lenn� silovogo, abo pr�mogo, vplivu.

Dl� o�nki parametriqnoÝ d�Ý vikoristamo mo�-

liv�st~ klasif�kuvati vidi d��, pov'�zanih �z r�z-

nimi sposobami vnesku ener��Ý v sistemu, wo zumov-

l� h�d rezonansnih �viw.

Pri pr�m�� d�Ý na sistemu ener��� vimuxenih koli-

van~ utvor�t~s� za rahunok bezposeredn~oÝ roboti

zovn�xn�h sil. Unasl�dok parametriqnoÝ d�Ý zros-

tann� zapasu ener��Ý kolivann� zd��sn�t~s� z pere-

tvorenn�m ener��Ý z odnogo vidu v �nxi�.

�z zagal~noÝ teor�Ý parametriqnogo rezonansu vi-

pliva, wo xl�hom per�odiqnoÝ zm�ni ener�omnogo

parametra pri pevnih vzamov�dnoxenn�h m�� qas-

toto� d�Ý na parametr � vlasno� qastoto� sistemi

mo�e v�dbuvatis� proes, �ki� posil�t~s� stosovno

ampl�tudi � zabezpequ qastkovu abo povnu kompen-

sa�� vtrati ener��Ý v sistem�. Zokrema za rahunok

vnutr�xn�h vlastivoste� sistemi po�vl�t~s� mo�-
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liv�st~ v�dnovl�vati ampl�tudi vlasnih kolivan~

sistemi na qastot� !

0

. Efekt vnutr�xn~oÝ d�Ý na�b�l~-

xi�, koli M�s�~ znahodit~s� v perigeÝ, � na�men-

xi�, koli | v apogeÝ. Ruh po el�psu z malim eksen-

trisitetom mo�na rozgl�dati �k rezul~tat v�l~nih

kolivan~ navkolo kola; tak samo mi mo�emo rozgl�-

dati real~ni� ruh M�s�� �k v�l~ne kolivann� nav-

kolo var����noÝ orb�ti z rad�usom krivizni �

0

= a,

de a | seredn� v�dstan~ m�� entrami mas Zeml� �

M�s��, �ka v�dpov�da seredn~omu ruhov� po nezbu-

ren�� orb�t�.

Parametriqne zbud�enn� kolivan~ (parametriq-

ni� rezonans) v�dbuvat~s�, �kwo na�vn� pevn� vza-

mov�dnoxenn� m�� qastoto� kolivann� parametra

!

�

� qastoto� zbud�enih kolivan~ !. Matematiqni�

opis per�odiqnoÝ zm�ni �

t

wodo �

0

ma vigl�d

�

t

=

�

0

[1 + e os(2!t)℄

; (1)

de 2! = !

�

| qastota per�odiqnoÝ zm�ni parametra

�

t

, �ka obqisl�t~s� za formulo�

!

�

=

1

2

p

(!

2

a

� !

2



)=2; (2)

de !

a

; !



| qastoti anomal�stiqnogo � sinodiqnogo

ruh�v.

�kwo vrahovuvati t�l~ki vnutr�xn d�erelo

vnesku ener��Ý (�rav�ta��na vzamod�� Zeml� � M�-

s��), to matematiqni� opis parametriqnogo rezo-

nansu mo�na zadati u vigl�d� takogo diferen��l~-

nogo r�vn�nn�:

�x+ !

2

0

[1 + e os(2!t)℄f(x) = 0; (3)

de f(x) | funk��, �ka opisu nel�n��nu harakteris-

tiku sistemi. Zadamo f(x) u vigl�d�:

f(x) = x+ x

3

; (4)

de

 = �

p

1 + (4�)

2

=2; (5)

� | bezrozm�rni� koef��nt zv'�zku v sistem�

Zeml�{M�s�~ [3℄.

Dl� r�vn�nn� (3) poblizu znaqen~ !

0

=! =

1; 2; 3; : : : ; n pri �� glibin� modul��Ý parametra �

 pevna d�l�nka znaqen~ !, u �kih stanoviwe r�vno-

va�nogo ruhu sta nest��kim, � v sistem� povinn� vi-

niknuti � zrostati kolivann� �z qastotami !, 2!, 3!

� t.p.

U nabli�enomu rozgl�d� mo�na obme�itis~ roz-

v'�zkom r�vn�nn� (3) �z qastoto� !, �ke stosut~s�

poruxenn� umov st��kosti r�vnova�nogo stanoviwa

v perx�� d�l�n� nest��kosti ! = !

0

.

U �� d�l�n� sta�onarni� rozv'�zok r�vn�nn� (3)

wodo ampl�tudi A �  < 0  takim:

A

2

=

4

3jj

�

1�

!

2

!

2

0

(1� e=2)

�

: (6)

Na ris. 1 pokazana zale�n�st~, �ku opisu r�v-

n�nn� (6), koli  < 0. Veliqini !

1

� !

2

v�dpov�da-

�t~ me�am �nterval�v perxoÝ d�l�nki parametriq-

nogo zbud�enn� v�l~nih kolivan~. C� veliqini oder-

�an� za umov �snuvann� real~nogo rozv'�zku r�vn�nn�

(3) � ma�t~ vigl�d:

!

1

= !

0

p

1 + e=2; !

2

= !

0

p

1� e=2: (7)

Me�� �nterval�v perxoÝ d�l�nki parametriqnogo zbu-

d�enn� dl� per�odu P

0

qandler�vs~kogo kolivann� �

tr~oh znaqen~ parametra e naveden� v tabli� 1.

Ris. 1. Graf�ki parametriqnogo rezonansu dl� konser-

vativnoÝ nel�n��noÝ sistemi Zeml�{M�s�~.

e 0.0448 0.0549 0.0650

P

0

= 435:3 P

1

,(dob) 430.5 429.4 428.4

(dob) P

2

,(dob) 440.3 441.4 442.6

Tabli� 1. Me�� �nterval�v perxoÝ d�l�nki para-

metriqnogo zbud�enn� qandler�vs~kogo kolivann�.

V�dpov�dno do tabl. 1 �nterval zm�ni seredn~ogo pe-

r�odu vnasl�dok parametriqnogo zbud�enn� sklada

dl� r�znih znaqen~ eksentrisitetu 2.2%, 2.7%, 3.3%.

Urahuvann� disipa�Ý � deformuvann� ampl�tudi

p�d vplivom vimuxenih proes�v viklika nevelike

zb�l~xenn� �nterval�v zm�ni seredn~ogo per�odu. Na-

veden� na ris. 1 � v tabl. 1 teoretiqn� rezul~tati uz-

god�u�t~s� z perxim � drugim eksperimental~nimi

zakonami Mel~h�ora.

Harakter proes�v u sistem� Zeml�{M�s�~ za pa-

rametriqno� d�� z glibino� modul��Ý e mo�na po-

dati tak. Na�vn�st~ u sistem� kolivan~ �z qastoto�
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!, wo popada do �ntervalu !

1

�!

2

(v�dpov�dni� �nter-

val per�od�v P

1

�P

2

v tabl. 1), viklika kolivann� z

obme�eno� ampl�tudo� A, �ka suttvo zale�it~ v�d

stupen� nel�n��nosti sistemi . Zale�no v�d harak-

teru nel�n��nosti (znak ) kolivann� pri podal~x��

zm�n� ! za me�� zaznaqenoÝ d�l�nki (perxoÝ d�l�nki

parametriqnogo zbud�enn�) spada do nul� qi na-

rosta. V�dsutn�st~ �zohronnosti sistemi privodit~

do togo, wo pri viniknenn� parametriqno zbud�enih

kolivan~ qastota vlasnih kolivan~ �z rostom ampl�-

tudi zm�n�t~s�, � sama sistema vihodit~ na me�u

v�dpov�dnoÝ d�l�nki parametriqnogo zbud�enn�. Ce

viklika zmenxenn� ener��Ý, �ku vklada sistema v

zm�nu parametra � � tim samim obme�u zrostann�

ampl�tudi vlasnih kolivan~.

III. VISNOVKI

1. Per�odiqna zm�na ener�omnogo parametra � vi-

klika zm�nu ampl�tudi � per�odu qandler�vs~-

kogo ruhu Zeml� v sistem� Zeml�{M�s�~ (para-

metriqna d��).

2. Urahovu�qi, wo v sistem� Zeml�{M�s�~, v�d-

pov�dno do zakonu vsesv�tn~ogo t���nn�, �snu

odin zm�nni� ener�omni� parametr �, mi po-

buduvali diferen��l~ne r�vn�nn�, �ke opisu

parametriqni� rezonans.

U perx�� d�l�n� nest��kosti zna�deno rozv'�-

zok ~ogo r�vn�nn� wodo ampl�tudi qandler�v-

s~kogo ruhu.

3. Do priqin, �k� obme�u�t~ veliqinu ampl�tudi

qandler�vs~kogo kolivann�, nale�it~ nel�n��-

ni� harakter zm�ni ener�omnogo parametra �,

a tako� ruh barientru sistemi Zeml�{M�s�~,

�ki� zm�n� f�ziqn� umovi v sistem�.

4. Por�vn�nn� teoretiqnogo vzamozv'�zku zm�ni

ampl�tudi � per�odu qandler�vs~kogo koli-

vann� ( < 0) vi�vl� uzgod�enn� z perxim

� drugim zakonami Mel~h�ora.
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In the oupled system Earth{Moon the proper frequeny of the free Earth osillations is transformed into

proper frequeny of the Earth{Moon system. Aordingly, Kurbasova and Rykhlova (2001) have proposed a

model desribing the most important properties of oupled osillations in the Earth{Moon system. The admitted

level of idealization in this model allowed the appliation of the known methods of analysis and omputation. As

a result the theoretial value of the proper osillation period in the Earth{Moon system was derived equal to the

mean Chandler osillation period that was obtained by reduing experimental data of the Earth pole oordinates.

Most investigators of Chandler osillations ame to the onlusion that its period remains not onstant in time.

This is often supposed to be onneted with variations of the amplitude in aordane with the empirial law by

Melhior (1954). Considering external ation on the Earth{Moon system we distinguish power and parametri

ation. Power ation does not hange !

0

(frequeny of Chandler osillations) and Æ (damping oeÆient), while

the parametri ation is hanging them. By studying parametri ation we lassify ations onneted with di�erent

ways of introduing energy into the system that is deisive for the appearing of resonanes. Considering only the

internal soure of energy input (gravitational interation of Earth and Moon) the parametri resonane an be

desribed by the di�erential equation. The proesses in a system with parametri ation and modulation depth

e, an be desribed in the following way: osillations with the frequeny ! (inside the frequeny interval !

1

� !

2

)

reate in the system an osillating proess with the amplitude A that depends signi�antly on the non-linearity

level . Depending on the value of , the osillations will derease to zero or inrease along with a hange of !

beyond the border of the �rst non-equilibrium zone.
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