ȷURNAL FIZIQNIH DOSLIDȷEN^ t. 7, ˝ 1 (2003) s. 1–26

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 7, No. 1 (2003) p. 1–26

TEORI˚ SAMOPOD�BNIH STOHASTIQNIH SISTEM. QASTINA �

O. ¨. Ol‚mskoȷ, D. O. Harqenko Sums~kiȷ derıavniȷ un˛versitet vul. Rims~kogo-Korsakova, 2, Sumi, 40007, UkraÝna (Otrimano 17 qervnffl 2002 r.)

Pokazano, wo opis evolc˛Ý statistiqnih moment˛v, fflk˛ zvodfflt~sffl do parametra porffldku, avtokorelffltora ta funkc˛Ý v˛dguku, privodit~ do obqislennffl seredn~ogo v˛d stepenevoÝ funkc˛Ý z drobovim pokaznikom, wo dosfflga‚t~sffl vikoristannfflm vlastivosti samopod˛bnosti. U c~omu vipadku reversivniȷ fazoviȷ pereh˛d “bezlad–lad–bezlad” sposter˛ga‚t~sffl pri zm˛n˛ temperaturi. Rozvinuta shema zastosovu‚t~sffl z vikoristannfflm drobovih r˛vnffln~ Lorenca z aditivnimi xumami do rozglffldu zadaq˛ pro kritiqn˛st~, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl. Znaȷden˛ umovi formuvannffl lavini pokazut~, wo ÝÝ poved˛nka kritiqno zaleıit~ v˛d ˛ntensivnosteȷ flktuac˛ȷ keruval~nogo parametra. Zg˛dno z fazovo d˛fflgramo, pererivqastiȷ reıim kritiqnosti, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl, real˛zu‚t~sffl, fflkwo ˛ntensivnost˛ flktuac˛ȷ enerİ˛ȷ lavin ta skladnosti Ýhn~ogo ansambl pereviwut~ kritiqn˛ znaqennffl. V˛dtvoreno stepenevu formu rozpod˛lu za rozm˛rami lavin, dlffl pokaznika fflkogo znaȷdeno zv’fflzki z dinam˛qnim pokaznikom, fraktal~no vim˛rn˛st fazovogo prostoru, pokaznikom mul~tipl˛kativnogo xumu ta parametrom neaditivnosti.

Klqov˛ slova: samopod˛bn˛st~, mul~tipl˛kativniȷ xum, b˛liȷ/kol~oroviȷ xum, pol~oti Lev˛, subdifuz˛ffl, fraktal~na vim˛rn˛st~, neaditivn˛st~, parametr porffldku, keruval~- niȷ parametr, kritiqn˛st~, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl, droboviȷ diferenc˛ffll/˛nteİral.

PACS number(s): 02.50.–r, 47.53.+n, 64.60.Cn, 64.60.Lx, 72.70.+m.

VSTUP

Harakterna osobliv˛st~ pol~ovogo p˛dhodu, vikladenogo v qastin˛ I [1], polfflga‚ v tomu, wo v˛n dozvolffl‚ pokazati poved˛nku naȷ˛mov˛rn˛xih veliqin. Rozd˛l I prisvfflqeniȷ dosl˛dıenn osnovnih statistiqnih moment˛v — parametra porffldku, avtokorelffltora ta dvoqasovoÝ funkc˛Ý Ţr˛na. U rezul~tat˛ vda‚t~sffl podati evolc˛ stohastiqnoÝ sistemi ne t˛l~ki pri perehodah, ˛ndukovanih xumom, a takoı pri fazovih peretvorennfflh. U takomu viklad˛ mi spoqatku dosl˛dıu‚mo prost˛xiȷ vipadok b˛logo xumu (rozd˛l I.A), a pot˛m rozglfflda‚mo kol~oroviȷ xum (rozd˛l I.B). Pri oderıann˛ viraz˛v dlffl xvidkosteȷ parametra porffldku ta funkc˛Ý Ţr˛na operac˛ffl userednennffl ne viklika‚ obtfflıen~, tod˛ fflk r˛vnfflnnffl dlffl zm˛ni avtokorelffltora m˛stit~ seredn‚ v˛d stepenevoÝ funkc˛Ý z drobovim pokaznikom. „ogo obqislenn prisvfflqeno rozd˛l I.A.1. Vlastiv˛st~ samopod˛bnosti dozvolffl‚ viraziti drobove seredn‚ qerez momenti c˛- logo porffldku. k nasl˛dok oderıu‚mo zamknenu sistemu r˛vnffln~ dlffl parametra porffldku, avtokorelffltora ta funkc˛Ý Ţr˛na. U p˛drozd˛l˛ I.A.2 rozglfflnuto nevporffldkovanu sistemu, wo ma‚ fraktal~nu vim˛rn˛st~ D < 1. Ustanovleno, wo pri malomu qas˛ avtokorelffltor zm˛n‚t~sffl stepenevim qinom, a pri velikomu — eksponenc˛ȷno prfflmu‚ do stac˛onarnogo stanu. Dosl˛dıennffl vporffldkovanogo stanu v rozd˛l˛ I.A.3 pokazu‚, wo mul~tipl˛kativniȷ xum transformu‚ pereh˛d drugogo rodu v perxiȷ. Nel˛n˛ȷniȷ harakter evolc˛Ý sistemi poblizu stac˛onarnoÝ toqki, fflka v˛dpov˛d‚ nevporffldkovanomu stanu, privodit~ do togo, wo eksponenta Lfflpunova nabira‚ formi Call˛sa. Z ˛nxogo boku, vlastiv˛st~ samopod˛bnosti v˛dobraıa‚t~sffl vikoristannfflm peretvoren~ Mell˛na dlffl opisu stac˛onarnogo vporffldkovanogo stanu. V rezul~- tat˛ z’fflsovu‚t~sffl, wo poblizu c~ogo stanu sistema povodit~sffl anomal~no — efektivniȷ dekrement zagasannffl logarifm˛qno zm˛n‚t~sffl z qasom. k ˛ v p˛drozd˛l˛ II.B.2 (div. [1]), dosl˛dıennffl kol~orovogo xumu (rozd˛l I.B) dosfflga‚t~sffl metodom un˛f˛kovanoÝ aproksimac˛Ý. „ogo vikoristannffl v p˛drozd˛l˛ I.A.1 pokazu‚, wo harakter poved˛nki sistemi v nevporffldkovanomu stan˛ fflk˛sno ne zm˛n‚t~sffl. Odnak zafarbovuvannffl xumu privodit~ do fflk˛snoÝ zm˛ni kartini vporffldkuvanffl — z p˛dviwennfflm temperaturi sistema spoqatku vporffldkovu‚t~sffl, a pot˛m rozuporffldkovu- ‚t~sffl. Zaznaqeniȷ reversivniȷ pereh˛d sposter˛ga‚- t~sffl lixe za umovi, wo qas korelfflc˛Ý ne pereviwu‚ pevnogo kritiqnogo znaqennffl. Wo stosu‚t~sffl evolc˛Ý sistemi, to zafarbovuvannffl xumu ne zm˛n‚ ÝÝ harakteru, zokrema klas un˛versal~nosti sistemi ne zaleıit~ v˛d qasu korelfflc˛Ý.

Na v˛dm˛nu v˛d fazovogo perehodu, fflkiȷ zabezpequ‚t~sffl zakritiqnim znaqennfflm keruval~nogo parametra, v rozd˛l˛ II dosl˛dıeno reıim samoorgan˛zovuvanoÝ kritiqnosti, fflka ne potrebu‚ zovn˛xn~ogo vplivu. U takomu viklad˛ mi vihodimo z naȷprost˛- xoÝ model˛ formuvannffl lavini pri rus˛ p˛sku nahileno poverhne (rozd˛l II.A). Znaȷdeno stac˛onarn˛ znaqennffl xvidkosti teq˛Ý p˛sku ta nahilu ȷogo poverhn˛. Vrahuvannffl flktuac˛ȷ zaznaqenih veliqin u rozd˛l˛ II.B privodit~ do fazovoÝ d˛fflgrami, wo viznaqa‚ d˛lfflnki formuvannffl lavini, r˛vnovaıniȷ ta zm˛xaniȷ stani. Ostann˛ȷ v˛dpov˛da‚ perervnomu reıimu kritiqnosti, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl ˛ viznaqa‚t~sffl ˛ntensivnostfflmi flktuac˛ȷ vertikal~noÝ komponenti xvidkosti ta nahilu poverhn˛. U rozd˛l˛ II.C pokazano, wo adekvatne zobraıennffl samopod˛bnoÝ poved˛nki sistemi potrebu‚ vikoristannffl drobovogo obernenogo zv’fflzku, fflkiȷ sutt‚vo modif˛ku‚ sistemu Lorenca. Dlffl podaq˛ rozpod˛lu za rozm˛rami lavin u rozd˛l˛ II.D vikoristano psevdotermodinam˛qnu kartinu Edvardsa, v meıah fflkoÝ samoorgan˛zac˛ffl privodit~ do neİativnoÝ temperaturi. Pri c~omu znovu vikoristano drobovu sistemu Lorenca, de rol~ parametra porffldku v˛d˛gra‚ rozm˛r lavini, sprfflıene pole zvodit~sffl do neaditivnoÝ skladnosti (complexity), a enerİ˛ffl, fflka ne zber˛ga‚t~sffl, ‚ keruval~nim parametrom. Znaȷdeno fazovu d˛fflgramu, wo viznaqa‚ r˛zn˛ d˛lfflnki poved˛nki sistemi zaleıno v˛d ˛ntensivnosteȷ xum˛v zaznaqenih veliqin. U rezul~tat˛ z’fflsovu- ‚t~sffl, wo samopod˛bniȷ rozpod˛l, vlastiviȷ kritiqnost˛, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl, zabezpequ‚t~sffl flktuac˛fflmi enerİ˛Ý p˛winok, fflk˛ ruhat~sffl. Dosl˛- dıennffl stohastiqnoÝ sistemi v rozd˛l˛ II.E pokazu‚, wo samopod˛bniȷ rozpod˛l poda‚t~sffl, z odnogo boku, fflk rozv’fflzok nel˛n˛ȷnogo r˛vnfflnnffl Fokkera–Planka, fflke opisu‚ poved˛nku neaditivnoÝ sistemi, a z ˛nxogo — v˛dpov˛da‚ drobovomu r˛vnfflnn Fokkera–Planka dlffl pol~ot˛v Lev˛. Z˛stavlennffl rozv’fflzk˛v zaznaqenih r˛vnffln~ privodit~ do sp˛vv˛dnoxen~ m˛ı pokaznikom rozpod˛lu za rozm˛rami lavin, fraktal~no vim˛rn˛st fazovogo prostoru, pokaznikom mul~tipl˛kativnogo xumu, k˛l~k˛st r˛vnffln~, neobh˛dnih dlffl zobraıennffl samouzgodıenoÝ poved˛nki sistemi v reıim˛ kritiqnosti, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl, dinam˛qnim pokaznikom ta parametrom neaditivnosti Call˛sa.

Cffl stattffl m˛stit~ drugu qastinu oglffldu, poqatogo v poperedn~omu nomeri. Wob uniknuti povtorennffl mater˛ffllu, mi vikoristovu‚mo r˛vnfflnnffl qastini I, zastosovuqi sucil~nu numeraci.

I. EVOL“C¨ STATISTIQNIH MOMENT¨V

U rozd˛l˛ II (div. [1]) mi dosl˛dili poved˛nku naȷ˛- mov˛rn˛xih znaqen~ stohastiqnoÝ zm˛nnoÝ, wo predstavlffl‚ pereh˛d, ˛ndukovaniȷ xumom. Na v˛dm˛nu v˛d c~ogo, navedeniȷ niıqe rozglffld prisvfflqeno vivqenn statistiqnih moment˛v, fflk˛ harakterizut~ ne lixe ekstremumi funkc˛Ý rozpod˛lu, ale sil~- n˛x˛ zm˛ni ÝÝ viglffldu, napriklad, poruxennffl simetr˛Ý. Bude pokazano, wo pri c~omu zaleın˛st~ moment˛v v˛d ˛ntensivnosti xumu profflvlffl‚ anomal~nu poved˛nku, vlastivu fazovomu peretvorenn [2]. Takimi momentami ‚ parametr porffldku η(t) ≡ ⟨x(t)⟩, avtokorelffltor S(t) ≡ ⟨(δx)^2⟩, δx(t) ≡ x(t) − ⟨x(t)⟩ ta dvoqasova funkc˛ffl Ţr˛na G(t, t^′) ≡ ⟨x(t)x(t^′)⟩. Dlffl sprowennffl mi budemo rozglffldati 0-vim˛rniȷ prost˛r, u fflkomu v˛dsutnffl zaleın˛st~ v˛d koordinati. Spoqatku (rozd˛l I.A) bude dosl˛dıeno b˛liȷ xum [3], a v rozd˛l˛ I.B — kol~oroviȷ xum [4].

A. B˛liȷ xum

Zazviqaȷ, budemo vihoditi z r˛vnfflnnffl Lanıevena (137), u fflkomu mul~tipl˛kativna funkc˛ffl ma‚ stepeneviȷ viglffld (160), a b˛liȷ xum zada‚t~sffl korelffltorom (136). V˛dpov˛dno do c~ogo, korelffltor ampl˛tudi mul~tipl˛kativnogo xumu g(x(t)) ta poqatkovoÝ funkc˛Ý ζ(t^′) p˛dporffldkovu‚t~sffl umov˛ ⟨g(x(t))ζ(t^′)⟩ = 0, t ≠ t^′. (229) Userednqi r˛vnfflnnffl Lanıevena, dlffl perxogo momentu oderıu‚mo η̇ = ⟨f(x)⟩, de ⟨f(x)⟩ ≠ f(η). Sila f(x) = −∂F (x)/∂x zada‚t~sffl v˛l~no enerİ˛‚ Landau (165), de parametr ε v˛d˛gra‚ rol~ bezrozm˛rnoÝ temperaturi, v˛drahovanoÝ v˛d kritiqnogo znaqennffl. Userednennffl takoÝ sili da‚ skladovu ⟨x^3⟩, fflka zvodit~sffl do rozkladu za kumulfflntami η⟨x^2⟩ ≡ η(η^2 + S). k nasl˛dok, evolc˛ȷne r˛vnfflnnffl parametra porffldku nabira‚ viglffldu η̇ = η ( ε − η^2 ) − 3ηS, (230) de η, S ‚ funkc˛fflmi qasu t.

V˛dpov˛dno do (136) ta (229) ma‚mo ⟨g(x(t))x(t^′)ζ(t)⟩ = ⟨g(x(t))x(t^′)⟩⟨ζ(t)⟩ +⟨g(x(t))ζ(t)⟩η(t^′ ) + ⟨g(x(t))⟩⟨x(t^′)ζ(t)⟩ = 0. Tod˛ r˛vnfflnnffl dlffl dvoqasovogo korelffltora ma‚ formu ∂ ∂t G(t, t^′) = {ε − 3[η^2(t) + S(t)]}G(t, t^′). (231)

Otıe, problema polfflga‚ u znahodıenn˛ r˛vnfflnnffl dlffl var˛fflc˛Ý S ≡ ⟨x^2⟩ − η^2. Vikoristovuqi sp˛vv˛dnoxennffl dx^2 ≡ (x + dx)^2 − x^2, de dx viznaqa‚t~sffl stohastiqnim diferenc˛ffll~nim r˛vnfflnnfflm (131), dlffl ⟨x^2⟩ oderıu‚mo d dt ⟨x^2⟩ = 2⟨xf(x)⟩ + ⟨g^2(x)⟩. (232)

P˛dstavlfflqi sdi viznaqennffl mul~tipl˛kativnoÝ funkc˛Ý ta determ˛n˛stiqnoÝ sili, prihodimo do seredn~ogo ⟨x^{2a}⟩ z drobovim stepenem, fflke sl˛d rozklasti za standartnimi kumulfflntami.

1. Obqislennffl drobovogo seredn~ogo

Dopovnimo vih˛dniȷ rozpod˛l P (x) dopom˛ınim P_q(x), 0 < q < 1 na osnov˛ zv’fflzku x^qP (x)dx ≡ yP_q (y)dy. (233)

Tod˛ normovaniȷ rozpod˛l P_q(y) novoÝ stohastiqnoÝ zm˛nnoÝ y ≡ x^q ‚ takim:

P_q(y) = q^{−1}y^{(1−q)/q} P (y^{1/q}). (234)

Uvodfflqi poznaqennffl ⟨. . .⟩_q dlffl seredn~ogo za P_q(y) ta ⟨. . .⟩ za P (x), oderıu‚mo

⟨x^q ⟩ = ⟨y⟩_q , (235) ⟨x^q ⟩ ≡ ∫ x^qP (x)dx,

⟨y⟩_q ≡ q^{−1} ∫ yy^{(1−q)/q} P (y^{1/q})dy.

Takim qinom, vikoristannffl rozpod˛lu (234) dozvolffl‚ znaȷti seredn‚ v˛d stepenevoÝ funkc˛Ý x^q z drobovim pokaznikom q < 1.

Odnor˛dna funkc˛ffl rozpod˛lu samopod˛bnoÝ stohastiqnoÝ sistemi ma‚ asimptotiku [5]: P (x) ≃ Ax^{−2a}, A ≡ 1 2 |1 − 2a| b^{|1−2a|}, (236) de stala normuvannffl A zada‚t~sffl parametrom obr˛- zannffl b → 0: 2 1/b∫ b P (x)dx = 1. (237)

Zastosuvannffl (236) dlffl c˛logo n > 0 da‚

⟨x^{nq}⟩ ≡ A ∫ x^{nq}x^{−2a}dx = A(1 − 2a + nq)^{−1}x^{1−2a+nq}. (238)

Tod˛ z (235) vipliva‚ ⟨x^{nq}⟩ = α_n(q)⟨x^n⟩^{pn(q)}, (239) de pokaznik p_n(q) ta mnoınik α_n(q) zadat~sffl virazami:

p_n(q) = 1 − 2a + nq 1 − 2a + n , α_n(q) = A^{n(1−q)(1−2a+n)} p^{−1}_n (q) (1 − 2a + n)^{pn (q)−1}. (240)

Teper mi moıemo sformulvati r˛vnfflnnffl dlffl avtokorelffltora S = ⟨x^2⟩−η^2, fflke İruntu‚t~sffl na (232), (239), (240). Zg˛dno z rozglffldom, provedenim u rozd˛l˛ I.B qastini I, poved˛nka sistemi z mul~tipl˛kativnim xumom viznaqa‚t~sffl pokaznikom a, pov’fflzanim z fraktal~no vim˛rn˛st fazovogo prostoru D sp˛vv˛dnoxennfflm (55). Pri 1/2 < a < 1, koli fraktal~na vim˛rn˛st~ D < 1, sistema zavıdi nevporffldkovana,˛ ÝÝ poved˛nka zada‚t~sffl lixe funkc˛‚ G(t, t^′) ta avtokorelffltorom S(t). Perxiȷ viznaqa‚t~sffl r˛vnfflnnfflm (231), a dlffl drugogo z urahuvannfflm (232), (239), (240) ma‚mo

Ṡ = 2S(ε − 3S) + α_2S^p2 , (241)

α_2 ≡ α_2(a) = A^{2(1−a)p2} p^{−p2}_2 ,

p_2 ≡ p_2(a) = (3 − 2a)^{−1},

de pokladeno q = a, n = 2. V d˛lfflnc˛ 0 < a < 1/2, de fraktal~na vim˛rn˛st~ D > 1, sistema moıe buti vporffldkovano, ˛ zam˛st~ (241) oderıu‚mo

Ṡ = 2S [ε − 3(η^2 + S)] + α_1η^p1 , (242)

α_1 ≡ α_1(2a) = A^{(1−2a)p1} p^{−p1}_1 ,

p_1 ≡ p_1(a) = [2(1 − a)]^{−1},

de q = 2a, n = 1.

2. Nevporffldkovana sistema

Ceȷ vipadok real˛zu‚t~sffl dlffl pokaznika a > 1/2, koli fraktal~na vim˛rn˛st~ D < 1 ˛ evolc˛ffl sistemi zada‚t~sffl r˛vnfflnnfflmi (241), (231), wo viznaqat~ qasov˛ zaleınost˛ odno- ta dvoqasovogo korelffltor˛v S(t), G(t, t^′). Formu perxoÝ z nih podano na ris. 1a, z fflkogo baqimo, wo S(t) monotonno zrosta‚ do stac˛onarnogo znaqennffl S_0, viznaqenogo r˛vnfflnnfflm

ε − 3S_0 + (α_2/2)S^{p2 −1}_0 = 0. (243)

U granic˛ S ≪ 1, koli S^{p2} ≫ S ≫ S^2, r˛vnfflnnffl (241) da‚ stepenevu formu qasovoÝ zaleınosti: S(t) = Bt^{1/(1−p2)}, B ≡ [ A^{2(1−a)} p_2(1 − p_2)

]p_2/(1−p_2) , p_2 ≡ (3 − 2a)^{−1}, (244)

de pokladeno S(t = 0) = 0. U protileınomu raz˛ S_0 − S ≪ S_0 ma‚mo eksponenc˛ȷnu zaleın˛st~ (S − S_0) ∝ e^{−λt}, λ ≡ 6(2 − p_2)S_0 − 2(1 − p_2)ε. Zg˛dno z (243), zrostannffl temperaturi ε monotonno zb˛l~xu‚ stac˛onarnu veliqinu S_0 v˛d m˛n˛mal~nogo znaqennffl (α_2/6)^{1/(2−p2)} (div. ris. 1b).

Qasovu zaleın˛st~ korelffltora G(t, 0), wo viznaqa- ‚t~sffl rozv’fflzkom r˛vnfflnnffl (231), podano na ris. 2 pri r˛znih pokaznikah a, temperaturah ε ta odnakovih poqatkovih umovah. Harakterno, wo korelffltor G(t, 0) spoqatku dosfflga‚ maksimumu, a pot˛m monotonno spada‚ do nulffl. Zrostannffl ε ta a p˛dsil‚ zaznaqeniȷ maksimum.

Ris. 1. Poved˛nka avtokorelffltora pri a > 1/2: a) qasova zaleın˛st~ S(t) (kriv˛ 1, 2, 3 v˛dpov˛dat~ a = 0.6, ε = 0.2; a = 0.6, ε = 0.4; a = 0.9, ε = 0.2); b) stac˛onarna toqka S0 zaleıno v˛d temperaturi ε dlffl dek˛l~koh znaqen~ pokaznika a.

Ris. 2. Qasova zaleın˛st~ İr˛n˛vs~koÝ funkc˛Ý v domen˛ a > 1/2 dlffl dek˛l~koh znaqen~ pokaznika a ta temperaturi ε (kriv˛ 1, 2, 3 v˛dpov˛dat~ a = 0.6, ε = 0.4; a = 0.6, ε = 0.2; a = 0.9, ε = 0.4.

3. Uporffldkovana sistema

Teper rozglffln~mo vipadok a < 1/2, fflkiȷ v˛dpov˛da‚ fraktal~n˛ȷ vim˛rnost˛ fazovogo prostoru D > 1. Pri c~omu poved˛nka sistemi zada‚t~sffl diferenc˛ffll~nimi r˛vnfflnnfflmi (230), (231), (242), dlffl anal˛zu fflkih doc˛l~no skoristatisffl metodom fazovoÝ plowini. k vidno z fazovogo portreta na ris. 3a, pri malih temperaturah ε ‚ lixe odna pritfflguval~na toqka η_0 = 0, S_0 = ε/3. Zrostannffl ε privodit~ do b˛furkac˛Ý v toqc˛ η_c = [(2 − p_1)(4 − p_1)^{−1}ε_0]^{1/2}, S_c = (2/3)(4 − p_1)^{−1}ε_0, wo v˛dpov˛da‚ temperatur˛

ε_0 =

4 − p_1 2 − p_1 [ 3 8 (2 − p_1)α_1 ]_{2/(4−p1)} . (245)

Ris. 3. Fazov˛ portreti pri a > 1/2: a) a = 0.3, ε = 0.2; b) a = 0.3, ε = 0.4.

k sv˛dqit~ ris. 4, znaqennffl ε_0 nesk˛nqenno zrosta‚ z nabliıennfflm pokaznika a do kritiqnoÝ veliqini a = 1/2. Koordinati s˛dla ta vuzla, wo stvort~sffl vnasl˛dok b˛furkac˛Ý, viznaqat~sffl r˛vnfflnnfflmi:

ε − η^2_0 − (3/4)α_1η^{p1−2}_0 = 0,

S_0 = (4α_1)^{−1}(ε − 3S_0)^{(p1/2)−1}, (246)

fflk˛ viplivat~ z (230), (242) pri η̇ = 0, Ṡ = 0. Temperaturn˛ zaleınost˛ stac˛onarnih znaqen~ η_0, S_0 podano na ris. 5, de xtrihova l˛n˛ffl v˛dpov˛da‚ s˛dlov˛ȷ toqc˛ S, a suc˛l~na — vuzlov˛ȷ C.

Ris. 4. Fazova d˛fflgrama sistemi.

Harakterno, wo podaniȷ pereh˛d naleıit~ do perxogo rodu, tod˛ fflk vih˛dniȷ x^4-potenc˛ffll v˛dpov˛da‚ neperervnomu peretvorenn. Takim qinom, pri malih znaqennfflh pokaznika mul~tipl˛kativnogo xumu (a < 1/2) flktuac˛Ý transformut~ r˛d perehodu, tod˛ fflk pri a > 1/2 xum uzagal˛ prign˛qu‚ proces uporffldkuvannffl (div. [2]).

Rozglffln~mo qasov˛ zaleınost˛ osnovnih statistiqnih moment˛v. Spoqatku proanal˛zuȷmo nevporffldkovaniȷ stan, wo v˛dpov˛da‚ toqc˛ C_0 na ris. 3, u meıah velikih qasovih ˛nterval˛v t → ∞. Nafflvn˛st~ seredn˛h drobovogo porffldku v r˛vnfflnn˛ (242) ne dozvolffl‚ vikoristovuvati zviqaȷniȷ metod pokaznik˛v Lfflpunova, wo v˛dpov˛da‚ eksponenc˛ȷnim qasovim zaleınostfflm. Ce moına ob˛ȷti, vikoristavxi uzagal~nenu eksponentu Call˛sa [6]:

e^{qt} ⇒ exp_q(t) ≡ [1 + (1 − q)t]^{1/1−q}, (247)

de parametr q v˛d˛gra‚ rol~ pokaznika Lfflpunova. Vona p˛dporffldkovu‚t~sffl pravilu diferenc˛vannffl ∂ ∂t exp_q (t) = ( exp_q(t) )_q ≡ exp^q(t). (248)

U granicfflh malih ta velikih qasovih ˛nterval˛v ma- ‚mo asimptotiki:

lim_{t→0} exp_q(t) → 1 + t,

lim_{t→∞} exp_q (t) → [(1 − q)t]^{1/1−q} , (249)

perxu z fflkih bude zastosovano dlffl viznaqennffl mnoınik˛v Lfflpunova, a za dopomogo drugoÝ vstanovl‚mo ˛ndeks q. Harakterno, wo pri znaqennfflh parametra q ≠ 1 eksponenta Call˛sa zm˛n‚t~sffl za stepenevim zakonom u granic˛ t → ∞.

Ris. 5. Stac˛onarn˛ stani sistemi pri a > 1/2: a) parametr porffldku η zaleıno v˛d temperaturi ε pri r˛znih znaqennfflh a; b) avtokorelffltor S zaleıno v˛d temperaturi ε pri r˛znih znaqennfflh a.

Budemo xukati rozv’fflzki r˛vnffln~ (230), (242) u viglffld˛

η(t) = m exp_μ(t), S(t) = S_0 + n exp_ν (t), (250)

de S_0 = ε/3 v˛dpov˛da‚ toqc˛ C_0, ˛ndeksi μ, ν p˛dlfflgat~ viznaqenn. Osk˛l~ki mnoınik n viznaqa‚ veliqinu popravki v rozklad˛ (250), to v˛n p˛dporffldkovu‚t~sffl umov˛ n ≪ 1, tod˛ fflk znaqennffl ‚dinoÝ skladovoÝ m moıe buti dov˛l~nim. Z f˛ziqnogo poglffldu, ce oznaqa‚, wo parametr porffldku povodit~sffl nel˛- n˛ȷno, tod˛ fflk avtokorelffltor — l˛n˛ȷno. P˛dstavlfflqi (250) u (230) ta vrahovuqi skladov˛ ne viwe v˛d perxogo porffldku za ampl˛tudami m, n ≪ 1, ma‚mo

3n exp^{1−μ}_μ (t) exp_ν(t) = −1. (251)

Tod˛, vikoristovuqi (249), u granic˛ velikogo qasovogo ˛ntervalu oderıu‚mo

n^{−1} = 3(1 − μ), ν = 2. (252)

P˛dstavlfflqi (250) v (242), dlffl m ta μ znahodimo

exp^{1−ν}_ν (t) [ 2εn − α_1m^{p1} exp^{p1}_μ (t) exp^{−1}_ν (t) ] = −n. (253)

Viwe zaznaqalosffl, wo u granic˛ malogo qasovogo ˛ntervalu funkc˛ffl exp^{1−ν}_ν (t) zvodit~sffl do 1 ˛ dlffl mnoınika Lfflpunova oderıu‚mo

3α_1m^{p1} = −(1 + 2ε). (254)

V˛dpov˛dno, u granic˛ velikih masxtab˛v qasu ma‚mo exp^{p1}_μ (t) exp^{−1}_ν (t) = const ≡ p^{−1}_1 , zv˛dki

μ = 1 + p_1 ≡ 1 + [2(1 − a)]^{−1}. (255)

Takim qinom, u granic˛ t → ∞ avtokorelffltor prfflmu‚ do st˛ȷkogo znaqennffl S_0 za g˛perbol˛qnim zakonom

S(t) = S_0 + (2/3)(1 − a)t^{−1}, t → ∞. (256)

Parametr porffldku spada‚ stepenevim qinom

η(t) = η_0 − [2(1 − a)]^{2(1−a)}|m|t^{−2(1−a)}, t → ∞, (257)

de ampl˛tuda m poda‚t~sffl r˛vnfflnnfflm (254).

Otıe, pri malih v˛dhilennfflh temperaturi v˛d kritiqnoÝ toqki (ε < ε_0) sposter˛ga‚t~sffl monotonniȷ spad parametra porffldku η(t), tod˛ fflk avtokorelffltor povodit~sffl nemonotonno (div. fazoviȷ portret na ris. 3a). Skladn˛xa poved˛nka statistiqnih moment˛v u d˛lfflnc˛ ε > ε_0, de b˛furkac˛ffl privodit~ do vporffldkuvannffl. k vidno z ris. 3b, fazova plowina rozd˛lffl‚t~sffl na dv˛ d˛lfflnki, wo v˛dpov˛dat~ malim ta velikim znaqennfflm parametra porffldku. U perx˛ȷ poved˛nka sistemi analog˛qna do poperedn~ogo vipadku ε < ε_0. kwo poqatkov˛ znaqennffl veliqin zabezpequt~ potraplfflnnffl fazovoÝ toqki do d˛lfflnki, wo leıit~ pravoruq separatrisi, to sistema evolc˛onu‚ do pritfflguval~nogo vuzla C. V˛dpov˛dna qasova zaleın˛st~ na ris. 6 (div. krivu 2) pokazu‚ kritiqne upov˛l~nennffl poblizu separatrisi C_0SC na ris. 3b, fflke profflvlffl‚t~sffl ˛ v d˛lfflnc˛ nevporffldkovanogo stanu (kriva 1).

Ris. 6. Qasov˛ zaleınost˛ r˛znih tra‚ktor˛ȷ fazovogo portreta ris.3: a) qasov˛ zaleınost˛ parametra porffldku zobraıeno pri a = 0.3, ε = 0.2 ta S(0) = 0 (kriv˛ 1, 2, 3 v˛dpov˛dat~ η(0) = 0.057, η(0) = 0.066, η(0) = 1.0); b) qasov˛ zaleınost˛ avtokorelffltora pri a = 0.3, ε = 0.4 ta S(0) = 0 (kriv˛ 1, 2, 3 v˛dpov˛dat~ η(0) = 0.057, η(0) = 0.066, η(0) = 1.0).

Provedeniȷ rozglffld sv˛dqit~ pro te, wo nel˛n˛ȷna poved˛nka sistemi poblizu nevporffldkovanogo stanu, fflkiȷ v˛dpov˛da‚ toqc˛ C_0, potrebu‚ uzagal~nennffl eksponenti Lfflpunova v˛dpov˛dnim virazom Call˛sa (247). Poblizu vuzla C, fflkiȷ v˛dpov˛da‚ vporffldkovanomu stanov˛, parametr porffldku ta avtokorelffltor nabuvat~ sk˛nqennih znaqen~, wo dozvolffl‚ vikoristovuvati l˛n˛ȷne nabliıennffl. U rezul~tat˛ v eksponent˛ (247) sta‚ sutt‚vo lixe druga skladova, wo poda‚ ffldro peretvorennffl Mell˛na. Odnak fflkwo eksponenta Call˛sa harakterizu‚t~sffl odnim znaqennfflm parametra q, to peretvorennffl Mell˛na m˛stit~ Ýh spektr:

η(t) = η_0 + ∫ m_q t^q dq, (258)

S(t) = S_0 + ∫ n_qt^q dq. (259)

P˛dstavlfflqi c˛ viznaqennffl v l˛nearizovan˛ r˛vnfflnnffl (230), (242), dlffl ampl˛tud m_q , n_q ≪ 1 oderıu‚mo ( q/t + 2η^2_0 ) m_q − 3η_0n_q = 0, (260) [ 4η_0(ε − η^2_0) − α_1η^{p1 −1}_0 p_1 ] m_q + [ q/t + 2(ε + η^2_0) ] n_q = 0. (261)

Cffl sistema ma‚ rozv’fflzok za umovi

c = (ε + η^2_0) [ 1 ± √ 1 − 8η^2_0(2ε − η^2_0) − 3α_1η^{p1}_0 p_1 ε + 2η^2_0 ] , (262)

de vvedeno stalu c = −q/t. V rezul~tat˛ parametr porffldku (258) ta avtokorelffltor (259) zm˛nt~sffl poblizu vporffldkovanoÝ toqki C tak:

η(t) = η_0 + m exp (−ct ln t) , (263)

S(t) = S_0 + n exp (−ct ln t) , (264)

de ampl˛tudi m, n v˛dpov˛dat~ ˛ndeksov˛ q = −ct.

Qasov˛ zaleınost˛ funkc˛Ý G(t, 0) zobraıeno na ric. 7. Koli ε < ε_0, wo v˛dpov˛da‚ fazovomu portretu na ris. 3a, pri velikih poqatkovih znaqennfflh parametra porffldku η(0) sposter˛ga‚t~sffl monotonne spadannffl, a z ȷogo zmenxennfflm z’fflvlffl‚t~sffl maksimum (div. ris. 7a). Taka poved˛nka zalixa‚t~sffl pri perehod˛ do uporffldkovanoÝ d˛lfflnki ε > ε_0 (ric. 7b), wo v˛dpov˛da‚ fazovomu portretov˛ na ris. 3b.

Ris. 7. Qasova zaleın˛st~ korelffltora G(t, 0): a) a = 0.3, ε = 0.2, S(0) = 0 (kriv˛ 1, 2, 3 v˛dpov˛dat~ η(0) = 0.098, η(0) = 0.4, η(0) = 0.97); b) a = 0.3, ε = 0.4, S(0) = 0 (kriv˛ 1, 2, 3 v˛dpov˛dat~ η(0) = 0.057, η(0) = 0.066, η(0) = 1.0).

B. Kol~oroviȷ xum

Opisuqi perehodi, ˛ndukovan˛ kol~orovim xumom (p˛drozd˛l II.B.2 qastini I), mi pokazali, wo sistema real˛zu‚ reversivniȷ pereh˛d — uporffldkuvannffl prot˛ka‚ lixe pri znaqennfflh pokaznika mul~tipl˛kativnogo xumu, obmeıenih verhn˛m ˛ niın˛m znaqennfflmi. Tut mi pobaqemo, wo pri vklqenn˛ korelfflc˛ȷ xumu statistiqna kartina, opisana v rozd˛l˛ I.A, takoı privodit~ do reversivnogo peretvorennffl, fflke, odnak, v˛dpov˛da‚ obmeıenomu ˛ntervalov˛ temperaturi, a ne pokaznika. Na v˛dm˛nu v˛d stac˛onarnogo vipadku d-vim˛rnogo prostoru, rozglfflnutogo v [2,7–9], budemo dosl˛dıuvati evolc˛ 0-vim˛rnoÝ sistemi [4].

k ˛ ran˛xe, opixemo stohastiqnu sistemu r˛vnfflnnfflm Lanıevena (137), u fflkomu sila zada‚t~sffl v˛l~- no enerİ˛‚ (165), mul~tipl˛kativna funkc˛ffl ma‚ viglffld (160), a xum poda‚t~sffl procesom Ornxtaȷna–

Ulenbeka (189). Vikoristovuqi nabliıennffl un˛f˛- kovanoÝ aproksimac˛Ý kol~orovogo xumu, oderıu‚mo do r˛vnfflnnffl (192), userednennffl fflkogo da‚ ⟨σ(x)ẋ⟩ = ⟨f(x)⟩. (265) P˛dstavlfflqi sdi viraz (191) dlffl σ(x) ta vinosfflqi znak poh˛dnoÝ za qasom za userednennffl, p˛slffl rozkladu za kumulfflntami otrimu‚mo

[ϵ + κ(η^2 + S)]η̇ + κηṠ = η(ε − η^2) − 3ηS, (266)

de vvedeno poznaqennffl:

ϵ = 1 − ετ (1 − a), κ = τ (3 − a). (267)

Dlffl konstruvannffl r˛vnfflnnffl avtokorelffltora vikoristovu‚mo dopom˛ıniȷ stohastiqniȷ proces dy ≡ σdx, dlffl fflkogo vrahuvannffl skladovih odnogo porffldku za dt da‚ dy^2 ≡ (y + dy)^2 − y^2 = ϵ^2dx^2 + (2ϵκ/3)dx^4 + (κ/3)^2dx^6. Nehtuqi vneskom x^6 ≪ 1, oderıu‚mo r˛vnfflnnffl

2ϵη [ ϵ + 4κ ( 1 3 η^2 + S )] η̇ + ϵ[ϵ + 4κ(η^2 + S)]Ṡ

= 2 [ ϵε(η^2 + S) − ( ϵ − κε 3 ) (η^4 + 6η^2S + 3S^2) ]

+⟨x^{2a}⟩, (268)

de ostann˛ȷ qlen zada‚t~sffl virazom (239).

1. Nevporffldkovana sistema

k ˛ dlffl b˛logo xumu, nevporffldkovana sistema real˛zu‚t~sffl v d˛lfflnc˛ pokaznik˛v a > 1/2, wo v˛dpov˛da‚ fraktal~n˛ȷ vim˛rnost˛ D < 1. Evolc˛ffl takoÝ sistemi zada‚t~sffl r˛vnfflnnfflm Ṡ ( ϵ 2 + 2κS ) = S ( ε − S ( 3 − εκ ϵ )) + α_2S^{p2} , (269)

rozv’fflzannffl fflkogo podano na ris. 8. Baqimo, wo avtokorelffltor monotonno dosfflga‚ stac˛onarnogo stanu, viznaqenogo r˛vnfflnnfflm ε − ( 3 − εκ ϵ ) S_0 + α_2S^{p2 −1}_0 = 0, (270)

de S_0 ≠ −ϵ/4κ. Na ris. 9 navedeno zaleın˛st~ stac˛onarnih stan˛v v˛d temperaturi ε ta qasu korelfflc˛Ý τ . Baqimo, wo zrostannffl oboh parametr˛v ε, τ zb˛l~xu‚ stac˛onarne znaqennffl S_0.

Ris. 8. Qasova zaleın˛st~ avtokorelffltora S pri ε = 0.6, τ = 0.5, a = 0.8.

Ris. 9. Stac˛onarn˛ stani sistemi pri a = 0.8: a) zaleın˛st~ S0 v˛d keruval~nogo parametra pri r˛znih τ; b) zaleın˛st~ S0 v˛d qasu korelfflc˛Ý xumu pri r˛znih ε.

Pri malomu qas˛ t ≪ 1 real˛zu‚t~sffl granicffl S ≪ 1, u fflk˛ȷ S^{p2} ≫ S ≫ S^2, ˛ r˛vnfflnnffl (269) privodit~ do stepenevoÝ zaleınosti

S = Bt^{11−p2} , B = [ 2(1 − p_2)α_2 ϵ ] 1_{1−p2} , t → 0. (271)

U protileınomu raz˛ S − S_0 ≪ S_0 ma‚mo eksponenc˛ȷnu poved˛nku S − S_0 ∝ e^{−λt}, λ = −ε + S_0(3 − εκ/ϵ) − α_2p_2 ϵ/2 + 2κS_0 , t → ∞. (272)

2. Uporffldkovana sistema

Pereȷd˛mo do vipadku a < 1/2, koli fraktal~na vim˛rn˛st~ D > 1 ˛ sistema uporffldkovu‚t~sffl. Tod˛ ÝÝ dinam˛ka opisu‚t~sffl r˛vnfflnnfflmi:

γ(η, S)η̇ = η[ϵ − η^2 − 3S][ϵ + 4κ(η^2 + S)] −2κη [ ε(η^2 + S) − ( 1 − κε 3ϵ ) (η^4 + 6η^2S + 3S^2) ]

−κϵα_1η^{p1+1}, (273) β(η, S)Ṡ = [ ε(η^2 + S) − ( 1 − κε 3ϵ ) (η^4 + 6η^2S + 3S^2) ]

×[ϵ + κ(η^2 + S)] − η^2 [ ϵ + 4κ ( η^2 3 + S )] [ε − η^2 − 3S]

+[ϵ + κ(η^2 + S)]α_1η^{p1} , (274)

wo viznaqat~ parametr porffldku ta avtokorelffltor. Tut mnoıniki, fflk˛ zadat~ xvidk˛st~ zm˛ni veliqin, mat~ viglffld:

γ(η, S) = [ϵ + κ(η^2 + S)][ϵ + 4κ(η^2 + S)]

− 2η^2κ [ ϵ + 4κ ( η^2 3 + S )] , (275)

β(η, S) = [ ϵ 2 + 2κ(η^2 + S) ] [ϵ + κ(η^2 + S)]

− κη^2 [ ϵ + 4κ ( η^2 3 + S )] . (276)

Oderıana sistema diferenc˛ffll~nih r˛vnffln~ rozv’fflzu‚t~sffl metodom fazovoÝ plowini, vikoristannffl fflkogo pokazu‚, wo zafarbovuvannffl xumu nesutt‚vo zm˛n‚ viglffld fazovogo portreta, navedenogo na ris. 3. Rozglffln~mo spoqatku stac˛onarniȷ stan, u fflkomu η̇ = 0, Ṡ = 0. Malim znaqennfflm parametra ε v˛dpov˛da‚ ‚dina osobliva toqka z koordinatami

η_0 = 0, S_0 = 1 − ετ (1 − a) 1 − 2ετ (1 − 2a/3) ε 3 , (277)

wo harakterizut~ nevporffldkovaniȷ stan. Pod˛bno do b˛logo xumu p˛dviwennffl parametra ε privodit~ do b˛furkac˛Ý v toqc˛ ε = ε_0. U rezul~tat˛ vinikat~ s˛dlo ta vuzol z koordinatami, wo zadat~sffl r˛vnfflnnfflmi:

[ϵ − η^2_0 − 3S_0][ϵ + 4κ(η^2_0 + S_0)]

= 2κ [ ε(η^2_0 + S_0) − ( 1 − κε 3ϵ ) (η^4_0 + 6η^2_0S + 3S^2_0 ) ]

+κϵα_1η^{p1}_0 , (278) [ ε(η^2_0 + S_0) − ( 1 − κε 3ϵ ) (η^4_0 + 6η^2_0S_0 + 3S^2_0 ) ]

×[ϵ + κ(η^2_0 + S_0)] = η^2_0 [ ϵ + 4κ ( η^2_0 3 + S_0 )]

×[ε − η^2_0 − 3S_0] − [ϵ + κ(η^2_0 + S_0)]α_1η^{p1}_0 . (279)

Zg˛dno z fazovo d˛fflgramo na ris. 10, pri velikih pokaznikah a zrostannffl qasu korelfflc˛ȷ xumu τ monotonno zvuıu‚ d˛lfflnku vporffldkuvannffl. Z ˛nxogo boku, zmenxennffl znaqennffl a zabezpequ‚ nemonotonne rozxirennffl d˛lfflnki vporffldkuvannffl, tak wo pri stalomu qas˛ τ zrostannffl ε_0 privodit~ spoqatku do vporffldkuvannffl, a pot˛m do rozuporffldkuvannffl. Takim qinom, pri znaqennfflh parametra korelfflc˛Ý τ , obmeıenih zverhu ˛ znizu, uporffldkovaniȷ stan vinika‚ takoı na sk˛nqenomu v˛dr˛zku znaqen~ temperaturi ε. ¨nakxe kaıuqi, fazoviȷ pereh˛d profflvlffl‚ reversivniȷ harakter, odnak, na v˛dm˛nu v˛d perehodu, ˛ndukovanogo xumom, obmeıena d˛lfflnka parametr˛v sistemi v˛dpov˛da‚ vporffldkovanomu stanov˛. Naȷb˛l~xe ce profflvlffl‚t~sffl na temperaturnih zaleınostfflh stac˛onarnih znaqen~ parametra porffldku (ris. 11a) ta avtokorelffltora (ris. 12a), tod˛ fflk na v˛dpov˛dnih zaleınostfflh v˛d qasu korelfflc˛Ý (div. ris. 11b, 12b) reversivniȷ harakter perehodu ne profflvlffl‚t~sffl.

Ris. 10. Fazova d˛fflgrama sistemi.

Dosl˛dıennffl evolc˛Ý sistemi poblizu stac˛onarnih toqok dosfflga‚t~sffl vikoristannfflm eksponenti Call˛sa (250) ta peretvoren~ Mell˛na (258), (259), uvedenih u p˛drozd˛l˛ I.A.3. Poblizu stac˛onarnoÝ toqki, wo v˛dpov˛da‚ nevporffldkovan˛ȷ faz˛, dlffl ampl˛tud zaleınosteȷ (250) oderıu‚mo m^{p1} =

(ϵ + κS_0)(ϵ + 4κS_0) κϵα_1 ,

n = 1 κϵp_1 (ϵ + κS_0)(ϵ + 4κS_0) ϵ/2 − ε + 2κS_0 , (280)

tod˛ fflk pokazniki viznaqat~sffl virazami (252) (255), wo v˛dpov˛dat~ asimptotikam η(t) ∝ t^{−2(1−a)}, S(t) ∝ t^{−1}, vlastivim b˛lomu xumu. ¨z fazovogo portreta, navedenogo na ris. 3b, vidno, wo vporffldkuvannffl sistemi potrebu‚ pereviwennffl poqatkovim znaqennfflm parametra porffldku kritiqnoÝ veliqini η_c, fflka v˛dpov˛da‚ peretinann separatrisi z v˛ss abscis. Zg˛dno z ris. 13 zrostannffl qasu korelfflc˛Ý privodit~ lixe do slabkogo zb˛l~xennffl kritiqnogo znaqennffl η_c. Dosl˛dıennffl evolc˛Ý sistemi poblizu vporffldkovanogo stanu pokazu‚, wo, nezvaıaqi na znaqne uskladnennffl formal˛zmu, zafarbovuvannffl xumu ne zm˛n‚ viglffldu zaleınosteȷ (263), (264).

Takim qinom, zafarbovuvannffl xumu privodit~ do fflk˛snoÝ zm˛ni harakteru fazovogo perehodu, fflkiȷ sta‚ reversivnim. Odnak osk˛l~ki klas un˛versal~nosti ne zm˛n‚t~sffl, to dinam˛ka sistemi ne zazna‚ fflk˛snih zm˛n.

Ris. 11. Stac˛onarn˛ stani sistemi pri a = 0.2; a) parametr porffldku zaleıno v˛d temperaturi; b) parametr porffldku zaleıno v˛d qasu korelfflc˛Ý xumu (tonk˛ l˛n˛Ý v˛dpov˛dat~ s˛dlov˛ȷ stac˛onarn˛ȷ toqc˛, tovst˛ — pritfflguval~nomu vuzlu).

Ris. 12. Stac˛onarn˛ stani sistemi pri a = 0.2; a) avtokorelffltor zaleıno v˛d temperaturi; b) avtokorelffltor zaleıno v˛d qasu korelfflc˛Ý xumu (tonk˛ l˛n˛Ý v˛dpov˛dat~ s˛dlov˛ȷ stac˛onarn˛ȷ toqc˛, tovst˛ — pritfflguval~- nomu vuzlu).

Ris. 13. Kritiqne znaqennffl parametra porffldku ηc zaleıno v˛d qasu korelfflc˛Ý xumu τ pri ε = 0.5 ta r˛znih pokaznikah mul~tipl˛kativnogo xumu a.

II. KRITIQN¨ST^, KA SAMOORGAN¨ZOVU˝T^S

Odnim ˛z osnovnih ufflvlen~ suqasnoÝ f˛ziki ‚ koncepc˛ffl fazovogo perehodu, zg˛dno z fflko mala zm˛na keruval~nogo parametra (napriklad, temperaturi) moıe privesti do fflk˛snoÝ perebudovi sistemi, fflkwo zovn˛xn˛ȷ vpliv zabezpequ‚ kritiqne znaqennffl c~ogo parametra. Osnovna osobliv˛st~ fazovogo perehodu polfflga‚ v tomu, wo v˛n rozviva‚t~sffl kritiqno — utvorennffl novoÝ fazi privodit~ do samopod˛bnoÝ strukturi, u fflk˛ȷ v˛dsutn˛ȷ harakterniȷ masxtab [10]. Formal~no vlastiv˛st~ samopod˛bnosti viraıa- ‚t~sffl odnor˛dn˛st funkc˛Ý rozpod˛lu P (x) za ampl˛- tudo x g˛drodinam˛qnoÝ modi, wo v˛dpov˛da‚ za vporffldkuvannffl:

P (x/x_c) = x^τ_c P (x). (281)

Zg˛dno z (281), zm˛na masxtabu x_c vipadkovoÝ veliqini x privodit~ do mul~tipl˛kativnoÝ zm˛ni ȷmov˛rnosti ÝÝ real˛zac˛Ý P , fflka harakterizu‚t~sffl pokaznikom τ . Uvodfflqi masxtabnu zm˛nnu y ≡ x/x_c ta funkc˛ rozpod˛lu P(y) ≡ y^τ P (y), moına perepisati (281) u viglffld˛

P (x) = x^{−τ} P(y), (282)

z fflkogo vipliva‚ osnovna vlastiv˛st~ samopod˛bnih sistem: u meı˛ velikih ta malih znaqen~ stohastiqnoÝ zm˛nnoÝ x, koli funkc˛ P(y) moına poklasti stalo, rozpod˛l P (x) nabira‚ stepenevogo viglffldu.

k ˛ vs˛ fazov˛ perehodi, proces samoorgan˛zac˛Ý potrebu‚ ˛ntensivnogo zovn˛xn~ogo vplivu. Ostann˛m qasom, odnak, vifflvleno bezl˛q sistem, u fflkih samoorgan˛zac˛ffl prot˛ka‚ spontanno. skravim profflvom takoÝ poved˛nki, v˛domim fflk kritiqn˛st~, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl (SOK), ‚ zemletrusi ta sn˛gov˛ lavini. Okr˛m togo, reıim SOK profflvlffl‚t~sffl pri teq˛Ý sipkih mater˛ffll˛v nahileno poverhne (v˛doma model~ sandpile) [11–14], prirodnomu v˛dboru v b˛olog˛qnih sistemah [15], l˛sovih poıeıah, prot˛kann˛ r˛dini v poristih seredoviwah ˛ t. ˛n. (div. [16]). Sutt‚va osobliv˛st~ SOK polfflga‚ v pererivqastomu harakter˛ procesu, wo v˛dpov˛da‚ reıimov˛ perem˛xuvannffl: osnovniȷ qas disipac˛ffl protid˛‚ spontannomu nakopiqenn enerİ˛Ý, ˛ sistema perebuva‚ v peredkritiqnomu stan˛; spontanno moıe viniknuti nekompensovane nakaquvannffl enerİ˛Ý, fflke privodit~ do samoorgan˛zac˛Ý; p˛slffl c~ogo protfflgom qasu s v˛dbuva‚t~sffl rozrffldka nakopiqenoÝ enerİ˛Ý, pro fflku govorfflt~ fflk pro lavinu rozm˛rom s. Taka poved˛nka sistemi, wo samoorgan˛zovu‚t~sffl, viznaqa‚t~sffl funkc˛‚ rozpod˛lu tipu (282) P (s) = s^{−τ} P(x), x ≡ s/s_c. (283) Tut kritiqniȷ rozm˛r s_c pov’fflzaniȷ ˛z rozm˛rom sistemi L ta harakternim qasom t_c ∼ L^z sp˛vv˛dnoxennfflm s_c ∼ L^D ∼ t^{D/z}_c , D — fraktal~na vim˛rn˛st~, z — dinam˛qniȷ pokaznik. Zg˛dno z [17], tipov˛ znaqennffl zaznaqenih pokaznik˛v stanovlfflt~ τ = 3/2, D = 4, z = 2. Z ˛nxogo boku, skeȷl˛nİov˛ sp˛vv˛dnoxennffl, dopovnen˛ r˛vnfflnnfflm spriȷnffltlivosti ta seredn~ogo rozm˛ru lavini, dat~ virazi [17]

τ = 1 + z D ,

τ = 2 ( 1 − 1 D ) . (284)

Odnim z naȷb˛l~x rozvinutih metod˛v, fflk˛ dozvolfflt~ podati osnovn˛ osoblivost˛ SOK, ‚ pol~ova shema [17,18], u meıah fflkoÝ rol~ parametra porffldku v˛d˛gra‚ gustina aktivnih vuzl˛v ρ_a, a keruval~niȷ parametr zvodit~sffl do polffl gustini enerİ˛Ý ζ, fflke zber˛ga‚t~sffl. Reıim SOK poda‚t~sffl fflk rezul~tat konkurenc˛Ý m˛ı ˛ntensivnostfflmi nakaquvannffl enerİ˛Ý h ta disipac˛Ý ϵ. Na poved˛nc˛ sistemi kritiqno zumovl‚t~sffl nafflvn˛st~ zakonu zbereıennffl: enerİ˛ffl ne znika‚, koli h = ϵ = 0, a v model˛ sandpile nakaqu‚t~sffl v sistemu, zabezpequqi stac˛onarniȷ reıim pri ϵ > h, h → +0, ϵ → +0. Perxiȷ vipadok harakterizu‚ kritiqniȷ stan [17,18], u fflkomu neodnor˛dn˛st~ poqatkovogo rozpod˛lu enerİ˛Ý privodit~ do nemarkovs~- koÝ skladovoÝ ta prostorovoÝ zaleınosti parametr˛v zadaq˛. Pri vim˛rnost˛, wo pereviwu‚ kritiqne znaqennffl d_c = 4, ceȷ vipadok zvodit~sffl do kartini fazovogo perehodu Landau, u meıah fflkoÝ ρ_a ∼ (ζ − ζ_c) dlffl aktivnogo stanu (ζ > ζ_c) ta ρ_a = 0 — dlffl poglinaqogo (ζ < ζ_c). Principovo ˛nxu kartinu sposter˛ga‚mo v sistemah, wo v˛dpov˛dat~ model˛ sandpile, fflka pripuska‚ take nakaquvannffl enerİ˛Ý h → +0, wo ÝÝ gustina dosfflga‚ kritiqnogo znaqennffl ζ_c. U c~omu raz˛ serednffl gustina aktivnih vuzl˛v nabira‚ viglffldu ⟨ρ_a⟩ = h/ϵ, tak wo spriȷnffltliv˛st~ χ_0 ≡ ∂⟨ρ_a⟩/∂h dor˛vn‚ χ_0 = ϵ^{−1}. U rezul~tat˛ funkc˛ffl v˛dguku na velikih v˛dstanfflh r ‚ tako: χ(r) ∼ r^{2−d}e^{−r/ξ} , de d — vim˛rn˛st~ prostoru, ξ ∼ ϵ^{−1/2} — korelfflc˛ȷna dovıina, fflka ne zvodit~sffl do harakternogo rozm˛ru L ∼ ϵ^{−1/μ}. Poved˛nka sistemi, wo viznaqa‚t~sffl umovami stac˛onarnosti ˛ translfflc˛ȷnoÝ ˛nvar˛fflntnosti [18], harakterizu‚t~sffl naborom kritiqnih pokaznik˛v β = γ = δ = 1, μ = 2, ν = 1/2, η = 0, vlastivih teor˛Ý seredn~ogo polffl [17].

Torkaqis~ ˛nxih p˛dhod˛v, zaznaqimo, wo b˛l~- x˛st~ ˛z nih bula zastosovana do naȷpopulfflrn˛xoÝ ta prostoÝ model˛ sandpile, fflku dosl˛dıeno fflk anal˛- tiqno [19,20], tak ˛ qisel~no [21–23]. Anal˛tiqne zobraıennffl zvodit~sffl, fflk pravilo, do pol~ovih metod˛v, perxiȷ z fflkih [24] İruntu‚t~sffl na nel˛n˛ȷnomu r˛vnfflnn˛ difuz˛Ý. Odnak vikoristannffl odnoparametriqnogo p˛dhodu ne dozvolffl‚ vrahuvati osnovnu osobliv˛st~ sistem, fflk˛ samoorgan˛zovut~sffl, — samouzgodıeniȷ harakter dinam˛ki lavin, zumovleniȷ zvorotnim zv’fflzkom m˛ı v˛dkrito sistemo ta navkolixn˛m seredoviwem. Zm˛stovn˛xu kartinu da‚ vikoristannffl dvoparametriqnih shem [12,13,25]. Ce dosfflga‚t~sffl za dopomogo kal˛bruval~nih pol˛v (tipu xvidkosti ruhu p˛sku ta visoti ȷogo poverhn˛) abo mater˛ffll~nih pol˛v, wo zvodfflt~sffl do k˛l~kosti p˛- winok, wo ruhat~sffl (rozm˛ru lavini) ˛ t. ˛n. Vikoristannffl teor˛Ý seredn~ogo polffl pokazu‚, wo samopod˛bniȷ reıim dinam˛ki sipkogo seredoviwa v˛dpov˛- da‚ ad˛fflbatiqn˛ȷ poved˛nc˛, pri fflk˛ȷ harakterniȷ qas zm˛ni parametra porffldku znaqno pereviwu‚ v˛dpov˛dniȷ masxtab keruval~nogo parametra. Povna kartina samoorgan˛zac˛Ý potrebu‚ vikoristannffl triparametriqnogo p˛dhodu.

C qastinu prisvfflqeno pol~ovomu zobraıenn SOK u meıah standartnogo p˛dhodu [26], fflkiȷ vikoristovu‚ fflk kal˛bruval~n˛, tak ˛ mater˛ffll~n˛ komponenti.

Pokazano, wo, dosl˛dıuqi formuvannffl odinoqnoÝ lavini, sl˛d vikoristovuvati perx˛ z cih komponent, rol~ fflkih v˛d˛grat~ skladov˛ xvidkost˛ ta nahil sipkoÝ poverhn˛ (div. rozd˛li II.A — II.C). kwo nas c˛kavit~ povna kartina SOK, wo zvodit~sffl do rozpod˛lu za rozm˛rom lavin, to potr˛bno rozglffldati mater˛ffll~ne pole, fflke fflvlffl‚ sobo k˛l~- k˛st~ ruhomih p˛winok (rozd˛li II.D ta II.E). Na osnov˛ naoqnih zobraıen~ u rozd˛l˛ II.A rozvinuto samouzgodıenu teor˛ stac˛onarnogo potokovogo stanu, fflka zvodit~ zadaqu formuvannffl odinoqnoÝ lavini do enerİ˛Ý, fflka zber˛ga‚t~sffl v p˛dhod˛ [18]. Rozd˛l II.B prisvfflqeno vrahuvann aditivnih xum˛v dlffl komponent xvidkosti ta nahilu p˛sku. Pokazano, wo zrostannffl ˛ntensivnosti flktuac˛ȷ privodit~ do pofflvi lavini nav˛t~ pri v˛dsutnost˛ nakaquvannffl enerİ˛Ý, priqomu xum keruval~nogo parametra v˛d˛gra‚ kritiqnu rol~. Takiȷ flktuac˛ȷniȷ reıim harakterizu‚ vipadok h → +0 [18], pri fflkomu rozpod˛l parametra porffldku nabira‚ stepenevogo viglffldu z c˛- loqislovim pokaznikom. Osk˛l~ki naspravd˛ ceȷ pokaznik droboviȷ, to v rozd˛l˛ II.C provedeno uzagal~- nennffl sistemi Lorenca, fflke da‚ zmogu prirodnim xlfflhom opisati real~nu kartinu stvorennffl lavini. Zg˛dno z rozd˛lom II.D, take uzagal~nennffl dozvolffl‚ zobraziti poved˛nku ansambl lavin. Ce dosfflga‚t~sffl na osnov˛ p˛dhodu Edvardsa [27,28], fflkiȷ, za analog˛‚ ˛z zviqaȷno termodinam˛ko, opisu‚ rozpod˛l p˛winok za enerİ˛fflmi neaditivnoÝ sistemi [29]. Take podannffl sta‚ moılivim pri vikoristann˛ drobovoÝ sistemi Lorenca, de rol~ parametra porffldku v˛d˛gra‚ rozm˛r lavini, sprfflıene pole zvodit~sffl do neaditivnoÝ skladnosti (complexity), a enerİ˛ffl, fflka ne zber˛ga‚t~sffl, ‚ keruval~nim parametrom. Znaȷdeno fazovu d˛fflgramu, wo viznaqa‚ r˛zn˛ d˛lfflnki poved˛nki sistemi zaleıno v˛d ˛ntensivnosti xum˛v zaznaqenih veliqin. U rezul~tat˛ z’fflsovu‚t~sffl, wo rozpod˛l (283), vlastiviȷ SOK, zabezpequ‚t~sffl flktuac˛fflmi enerİ˛Ý ruhomih p˛winok. Vikoristannffl stohastiqnoÝ sistemi v rozd˛l˛ II.E pokazu‚, wo ceȷ rozpod˛l ‚, z odnogo boku, rozv’fflzkom nel˛n˛ȷnogo r˛vnfflnnffl Fokkera–Planka, fflkiȷ opisu‚ poved˛nku neaditivnoÝ sistemi [29], a z drugogo — v˛dpov˛da‚ drobovomu r˛vnfflnn Fokkera–Planka dlffl proces˛v Lev˛, fflk˛ harakterizut~sffl dinam˛qnim pokaznikom z ≠ 2 [30]. Z˛stavlennffl rozv’fflzk˛v zaznaqenih r˛vnffln~ privodit~ do netriv˛ffll~nih zv’fflzk˛v m˛ı pokaznikom τ u rozpod˛l˛ (283), fraktal~no vim˛rn˛st D fazovogo prostoru, harakteristiqnim pokaznikom mul~tipl˛- kativnogo xumu, k˛l~k˛st r˛vnffln~, neobh˛dnih dlffl zobraıennffl samopogodıenoÝ poved˛nki sistemi v reıim˛ SOK, dinam˛qnim pokaznikom z ta parametrom neaditivnosti Call˛sa.

A. Formuvannffl stac˛onarnoÝ lavini

Nehaȷ u dov˛l~niȷ moment qasu t poverhnffl nahilu p˛sku zada‚t~sffl zaleın˛st y = y_t(x). Tod˛ pot˛k p˛sku opisu‚t~sffl gorizontal~no ta vertikal~no komponentami xvidkosti ẋ ≡ ∂x/∂t, ẏ ≡ ∂y/∂t ta nahilom poverhn˛ y^′ ≡ ∂y/∂x. U pripuwenn˛ disipativnogo harakteru evolc˛ffl zaznaqenih stepen˛v v˛- l~nosti opisu‚t~sffl debaÝvs~kimi r˛vnfflnnfflmi dẋ dt = − ẋ τ_x , (285) dẏ dt = − ẏ τ^{(0)}_y

, (286) dy^′ dt = y^′_e − y^′ τ_S , (287)

de τ_x, τ^{(0)}_y ˛ τ_S — qasi relaksac˛Ý komponent xvidkosti ta nahilu v˛dpov˛dno. Zg˛dno z (285)—(287), u stan˛ spoko skladov˛ xvidkosti ‚ ẋ = ẏ = 0, a r˛vnovaıniȷ nahil y^′ = y^′_e ≠ 0 v˛d˛gra‚ rol~ keruval~nogo parametra, znaqennffl fflkogo zada‚t~sffl zovn˛xn˛mi umovami.

Osk˛l~ki ruh p˛winok uzdovı r˛znih naprfflmk˛v ne ‚ nezaleınim, r˛vnfflnnffl (285) sl˛d dopovniti veliqino f = ẏ/γ, wo stanovit~ silu r˛dkogo tertffl vzdovı os˛ y (γ — k˛netiqniȷ koef˛c˛‚nt). U rezul~tat˛ oderıu‚mo

τ_xẍ = −ẋ + a^{−1}ẏ, (288)

de a ≡ γ/τ_x. Zg˛dno z r˛vnfflnnfflm difuz˛Ý ẏ = Dy^{′′}, wo harakterizu‚t~sffl koef˛c˛‚ntom D, sila tertffl viznaqa‚t~sffl krivizno sipkoÝ poverhn˛: f = (D/γ)y^{′′}. (289) U stac˛onarnomu potokovomu stan˛ ẍ = 0 rozv’fflzok r˛vnfflnnffl (288) viznaqa‚ dotiqnu y = ax + const, tak wo sila tertffl f = τ^{−1}_x ẋ proporc˛ȷna gorizontal~n˛ȷ komponent˛ xvidkosti p˛sku. Vrahovuqi zaleın˛st~ (289) ta vikoristovuqi pravilo diferenc˛vannffl dy^′/dt = ẏ^′ + y^{′′}ẋ, z (287) otrimu‚mo r˛vnfflnnffl dlffl zm˛ni nahilu:

τ_Sẏ^′ = (y^′_e − y^′) − (τ_S /D) ẋẏ. (290)

Pod˛bno moına znaȷti r˛vnfflnnffl dlffl vertikal~noÝ komponenti xvidkosti:

τ_yÿ = −ẏ + τ_y τ_x y^′ẋ, 1 τ_y ≡ 1 τ^{(0)}_y ( 1 + y^′_e a τ^{(0)}_y τ_x ) . (291)

Tut mi znehtuvali vneskami viwih porffldk˛v prostorovo-qasovih poh˛dnih ta vveli perenormovaniȷ qas relaksac˛Ý τ_y, zaleıniȷ v˛d nahilu y^′_e, fflkiȷ zada‚t~sffl zovn˛xn˛mi umovami.

R˛vnfflnnffl (288), (290), (291) stanovlfflt~ osnovu dlffl samouzgodıenogo opisu potoku p˛sku. Õhnffl v˛dm˛nna osobliv˛st~ polfflga‚ v tomu, wo pered nel˛n˛ȷnimi qlenami v (290), (291) stofflt~ r˛zn˛ znaki, tod˛ fflk (288) l˛n˛ȷne. Ostann‚ oznaqa‚, wo na poqatkov˛ȷ stad˛Ý lavina poqina‚ poxirvatis~ uzdovı dotiqnoÝ y = ax + const. znak “-” pered ostann˛m qlenom u r˛vnfflnn˛ (290) moına rozglffldati fflk vifflv principu Le- Xatel~‚ — osk˛l~ki zrostannffl nahilu spriffl‚ formuvann lavini, to komponenti xvidkosti ẋ ta ẏ protid˛t~ ȷogo zb˛l~xenn. Pozitivniȷ zv’fflzok ẋ ta y^′ z ẏ u r˛vnfflnn˛ (291) ‚ priqino samoorgan˛zac˛Ý, wo privodit~ do viniknennffl lavin.

U bezrozm˛rnomu viglffld˛ r˛vnfflnnffl (288), (290), (291) zvodfflt~sffl do sistemi Lorenca

u̇ = −u + v, (292) ϵv̇ = −v + uS, (293) δṠ = (S_e − S) − uv, (294) de vvedeno parametri ϵ ≡ τ_y/τ_x, δ ≡ τ_S /τ_x, masxtabovan˛ veliqini u ≡ (τ_y/τ_x)^{1/2}(τ_S /D)^{1/2}ẋ, v ≡ (τ_y /τ_x)^{1/2}(τ_S /D)^{1/2}ẏ/a ta S ≡ (τ_y/τ_x)y^′/a ‚ komponentami xvidkosti ta nahilom, toqka oznaqa‚ poh˛dnu za bezrozm˛rnim qasom t/τ_x. U zagal~nomu viglffld˛ sistema (292)—(294) ne ma‚ anal˛tiqnogo rozv’fflzku, ale pri ϵ ≪ 1, δ ≪ 1 moına vikoristati ad˛fflbatiqne nabliıennffl, u meıah fflkogo l˛v˛ qastini r˛vnffln~ (293), (294) pokladat~sffl r˛vnimi nulev˛. U rezul~tat˛ prihodimo do zaleınosti S ta v v˛d gorizontal~noÝ xvidkosti u: S = S_e 1 + u^2 , v = S_eu 1 + u^2

. (295)

Z˛ zrostannfflm u v ˛nterval˛ v˛d 0 do 1 nahil S monotonno spada‚, a xvidk˛st~ v zb˛l~xu‚t~sffl (pri u > 1 ma‚mo dv/du < 0, ˛ pot˛k p˛sku sta‚ turbulentnim). P˛dstanovka drugogo r˛vnfflnnffl (295) v (292) da‚ r˛vnfflnnffl Landau–Halatnikova u̇ = − ∂E ∂u (296) z k˛netiqno enerİ˛‚

E = u^2 2 − S_e 2 ln ( 1 + u^2 ) . (297)

Pri S_e < 1 zaleın˛st~ E(u) ‚ monotonno zrostaqa, tak wo stac˛onarna xvidk˛st~ u_0 = 0, i lavina ne utvor‚t~sffl. Takiȷ stan v˛dpov˛da‚ poglinal~n˛ȷ struktur˛, dosl˛dıen˛ȷ u [18]. kwo nahil S_e pereviwu‚ kritiqne znaqennffl S_c = 1, k˛netiqna enerİ˛ffl ma‚ m˛n˛mum, wo v˛dpov˛da‚ komponentam xvidkosti u_0 = v_0 = (S_e − 1)^{1/2} ta nahilu S_0 = 1.

Podaniȷ scenar˛ȷ zada‚ nadkritiqniȷ reıim formuvannffl lavin, fflkiȷ v˛dpov˛da‚ fazovomu perehodu drugogo rodu [25]. Ce vipliva‚ z rozvinennffl k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý (297) za stepenfflmi u^2, fflke privodit~ do formuli Landau. V rezul~tat˛ dlffl kritiqnih pokaznik˛v oderıu‚mo znaqennffl γ = 1, δ = 3, ν = 1/2, fflk˛ zb˛gat~sffl z rezul~tatami teor˛Ý seredn~ogo polffl [17]. Odnak pokaznik β = 1/2 u dva razi menxiȷ, an˛ı u [17], osk˛l~ki vikoristaniȷ parametr porffldku (xvidk˛st~) ne zvodit~sffl do k˛l~kosti aktivnih vuzl˛v.

Formuvannffl lavin stanovit~ subkritiqniȷ reıim samoorgan˛zac˛Ý, fflkomu v˛dpov˛da‚ fazoviȷ pereh˛d perxogo rodu. Dlffl vrahuvannffl c˛‚Ý obstavini pripustimo, wo efektivniȷ qas relaksac˛Ý τ_x(u) zb˛l~- xu‚t~sffl v˛d znaqennffl τ_x(1 + m)^{−1}, m > 0 do τ_x zg˛dno z r˛vnfflnnfflm τ_x τ_x(u) = 1 + m 1 + u^2/u^2_τ

, (298)

de 0 < u_τ < 1. Tod˛ k˛netiqna enerİ˛ffl (297) ‚ sklado- vo ΔE = mu^2_τ 2 ln ( 1 + u^2 u^2_τ ) , (299)

a stac˛onarn˛ znaqennffl xvidkosti mat~ viglffld

u^m_0 = u_{00} [ 1 ∓ √ 1 + u^2_τ u^{−4}_{00} (S_e − S_c) ]_{1/2} , (300)

2u^2_{00} ≡ (S_e − 1) − S_cu^2_τ , S_c ≡ 1 + m,

de verhn˛ȷ znak v˛dpov˛da‚ nest˛ȷkomu stanov˛ u^m, pri fflkomu k˛netiqna enerİ˛ffl E +ΔE ma‚ maksimum, niın˛ȷ — st˛ȷkomu u_0. V˛dpov˛dn˛ znaqennffl stac˛onarnogo nahilu dor˛vnt~

S_± =

1 + u^2_{00} ± √ (1 + u^2_{00})^2 − (1 − u^2_τ ) S_e

1 − u^2_τ

. (301)

St˛ȷkomu stanov˛ v˛dpov˛da‚ menxe znaqennffl S_−, fflke plavno spada‚ v˛d veliqini

S^0_m = 1 + u_τ √ m/(1 − u^2_τ ) (302) pri S_e = S^0_c , S^0_c ≡ ( 1 − u^2_τ ) (S^0_m )^2, (303)

do graniqnogo znaqennffl S_− = 1 pri S_e → ∞. Zaleınost˛ u_0, u^m ta S_0 v˛d S_e podano na ris. 14.

Zg˛dno z opisano kartino, formuvannffl lavin poda‚ fflskravo viraıene g˛sterezisne fflviwe: seredoviwe, fflke spoqatku perebuva‚ u stan˛ spoko, poqina‚ ruh t˛l~ki pri nahil˛, wo pereviwu‚ kritiqne znaqennffl S_c = 1 + m, tod˛ fflk nahil, wo v˛dpov˛da‚ zupinc˛ lavini, harakterizu‚t~sffl menxim znaqennfflm S^0_c (div. (302), (303)). Maksimal~no g˛sterezis profflvlffl‚t~sffl v granic˛ τ_S /τ_x → 0, a z˛ zb˛l~xennfflm parametra ad˛fflbatiqnosti δ ≡ τ_S /τ_x petlffl g˛sterezisu zvuıu‚t~sffl. Wo stosu‚t~sffl vikoristanoÝ viwe umovi malosti v˛dnoxennffl τ_y/τ_x ≡ ϵ, to ȷogo zrostannffl privodit~ do zm˛ni fazovogo portreta lixe na stad˛Ý xvidkoÝ zm˛ni veliqin, tod˛ fflk un˛versal~na d˛lfflnka ne zm˛n‚t~sffl.

Ris. 14. Zaleın˛st~ S0 v˛d (a) xvidkosteȷ ue, u^m, (b) r˛vnovaınogo nahilu Se. Str˛lki pokazut~ petl g˛sterezisu.

B. Flktuac˛ȷne formuvannffl lavini

Rozglffln~mo vpliv aditivnih xum˛v na skladov˛ xvidkosti u, v ta nahil S. Z c˛‚ meto vvedemo v prav˛ qastini r˛vnffln~ (292)—(294) stohastiqn˛ skladov˛ I^{1/2}_u ξ, I^{1/2}_v ξ, I^{1/2}_S ξ (tut ˛ntensivnost˛ I_u, I_v, I_S vim˛rt~sffl v odinicfflh (τ_x/τ_y)(D/τ_S ), a^2(τ_x/τ_y)(D/τ_S ), a^2(τ_x/τ_y) v˛dpov˛dno, ξ(t) — δkorel~ovana stohastiqna zm˛nna) [31]. Tod˛ v meıah ad˛fflbatiqnogo nabliıennffl r˛vnfflnnffl (293), (294) privodfflt~ do qasovih zaleınosteȷ v(t) = v̄ + ṽξ(t), S(t) = S̄ + ~Sξ(t); v̄ ≡ S_eud(u), ṽ ≡ √ I_v + I_S u^2 d(u), (304) S̄ ≡ S_ed(u), ~S ≡ √ I_S + I_vu^2 d(u),

d(u) ≡ (1 + u^2)^{−1}.

Tut determ˛n˛stiqn˛ skladov˛ zvodfflt~sffl do r˛vnffln~ (295), a flktuac˛ȷn˛ viplivat~ ˛z v˛domoÝ vlastivosti aditivnosti dispers˛ȷ İauss˛vs~kih vipadkovih veliqin [31]. Takim qinom, sinerİetiqniȷ princip p˛dporffldkuvannffl peretvor‚ aditivn˛ xumi vertikal~noÝ skladovoÝ xvidkosti v ta nahilu S v mul~- tipl˛kativn˛. V rezul~tat˛ virazi (292), (304), (304) dat~ r˛vnfflnnffl Lanıevena

u̇ = f(u) + √ I(u) ξ(t), f ≡ − ∂E ∂u , (305)

de sila f zada‚t~sffl enerİ˛‚ E, wo viznaqa‚t~sffl formulo (297), a efektivna ˛ntensivn˛st~ xumu zada‚t~sffl r˛vnfflnnfflm I(u) ≡ I_u + ( I_v + I_S u^2 ) d^2(u), (306)

fflke vipliva‚ ˛z zaznaqenoÝ vlastivosti aditivnosti ˛ntensivnosteȷ xum˛v. Wob uniknuti neporozum˛nnffl, sl˛d v˛dznaqiti, wo p˛dstanovka (304), (304) u (292) privodit~ do stohastiqnoÝ dobavki [ I^{1/2}_u + ( I^{1/2}_v + I^{1/2}_S u ) d(u) ] ξ(t), (307)

kvadrat ampl˛tudi fflkoÝ v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d efektivnoÝ ˛ntensivnosti xumu (306). Wob˛l~xe, bezposeredn‚ vikoristannffl ad˛fflbatiqnogo nabliıennffl v r˛vnfflnnfflh (293), (294) da‚ flktuac˛ȷn˛ dobavki zaleınosteȷ (304) u viglffld˛ ṽ ≡ (I^{1/2}v + I^{1/2}_S u)d(u), ~S ≡ (I^{1/2}_S − I^{1/2}_v u)d(u), wo v˛dr˛znfflt~sffl v˛d (304). Ostannffl z cih dobavok fflvno nef˛ziqna, osk˛l~ki viklika‚ povnu kompensac˛ flktuac˛ȷ nahilu ~S pri gorizontal~n˛ȷ skladov˛ȷ xvidkosti u = √ I_S /I_v. Formal~no priqino zaznaqenoÝ supereqnosti ‚ nemoıliv˛st~ zastosuvati zviqaȷn˛ metodi anal˛zu do r˛vnffln~ Lanıevena (div. [31]).

R˛vnfflnnffl Lanıevena (305) ma‚ nab˛r rozv’fflzk˛v, rozpod˛l fflkih zada‚t~sffl v˛dpov˛dnim r˛vnfflnnfflm Fokkera–Planka ∂P (u, t) ∂t = ∂ ∂u { −f(u)P (u, t) + ∂ ∂u [I(u)P (u, t)] } . (308)

U stac˛onarnomu stan˛ ȷmov˛rn˛st~ rozpod˛lu P (u, t) ne zaleıit~ v˛d qasu, ˛ viraz, wo stoÝt~ u f˛gurnih duıkah pravoÝ qastini (308), zvodit~sffl do nulffl. V rezul~tat˛ prihodimo do stac˛onarnogo rozpod˛lu

P (u) = Z^{−1} exp{−U (u)}, (309)

de Z — normuval~na stala. Efektivna enerİ˛ffl

U (u) = ln I(u) − u∫ 0 f(u^′) I(u^′) du^′,

f ≡ − ∂E ∂u , (310)

viznaqa‚t~sffl poqatkovim znaqennfflm (297) ta ˛ntensivn˛st xumu (306). Komb˛nuqi c˛ virazi, moına znaȷti fflvniȷ viglffld zaleınosti U (u), odnak vona nadto velika, wob ÝÝ navoditi tut. R˛vnfflnnffl, wo viznaqa‚ poloıennffl ekstremum˛v c˛‚Ý zaleınosti ta rozpod˛lu P (u), ma‚ viglffld

x^3 − S_ex^2 − 2I_S x + 4(I_S − I_v) = 0,

x ≡ 1 + u^2. (311)

Takim qinom, viglffld rozpod˛lu P (u) ne zaleıit~ v˛d ˛ntensivnosti xumu I_u gorizontal~noÝ skladovoÝ xvidkosti u i viznaqa‚t~sffl veliqino nahilu S_e ta ˛ntensivnostfflmi xum˛v I_v, I_S vertikal~noÝ skladovoÝ v ta nahilu S. Tomu bez utrati zagal~nosti moına poklasti I_u = 0, ˛ r˛vnfflnnffl (297), (310), (306) privodfflt~ do virazu dlffl efektivnoÝ enerİ˛Ý

U (u) = 1 2 [ u^4 2 + (2 − S_e − i)u^2 (312)

+ (1 − i) (1 − S_e − i) ln(i + u^2) ] +I_S ln[g^2_S (u) + ig^2_v (u)], i ≡ I_v/I_S . Zg˛dno z (311), efektivna enerİ˛ffl (312) nabuva‚ m˛n˛- mal~nogo znaqennffl v toqc˛ u = 0, fflkwo nahil S_e ne pereviwu‚ kritiqnogo znaqennffl

S_c = 1 + 2I_S − 4I_v, (313)

fflke zrosta‚ z˛ zb˛l~xennfflm ˛ntensivnosti flktuac˛ȷ nahilu ta zmenxu‚t~sffl z˛ zrostannfflm ˛ntensivnosti flktuac˛ȷ vertikal~noÝ xvidkosti. Pri c~omu p˛sok perebuva‚ v spokoÝ. Umovi stvorennffl lavini legko znaȷti u prostomu vipadku I_v = 0, koli gorizontal~na xvidk˛st~ ‚ tako:

u^2_± = 1 2 [ S_e − 3 + √ (3 − S_e)^2 + 4(2S_e − 3 + 2I_S ) ] , (314)

fflkiȷ vipliva‚ z (311) p˛slffl viluqennffl korenffl u^2 = 0. M˛n˛mal~ne znaqennffl c˛‚Ý xvidkosti

u^2_c = 1 2 [ (S_e − 3) − √ (S_e + 7)(S_e − 1) ] (315)

dosfflga‚t~sffl na prfflm˛ȷ (313), de I_v = 0. Pri S_e < 4/3 koren˛ u_c stat~ kompleksnimi, a pri S_e > 4/3 — d˛ȷsnimi, priqomu u_+ = −u_−. Takim qinom, u trikritiqn˛ȷ toqc˛

S_e = 4/3,

I_S = 1/6 (316)

v˛dbuva‚t~sffl stvorennffl lavini. Pri vikonann˛ umovi (313) kor˛n~ u = 0 v˛dpov˛da‚ m˛n˛mumu efektivnoÝ enerİ˛Ý (312) dlffl S_e < 4/3, tod˛ fflk pri S_e > 4/3 v˛n v˛dpov˛da‚ maksimumu, a koren˛ u_± — simetriqnim m˛n˛mumam.

Znaȷdemo umovi ˛snuvannffl koren˛v u_±. Poklavxi diskrim˛nant r˛vnfflnnffl (311) r˛vnim nulev˛, oderıu- ‚mo virazi

I_S = 0,

I^2_S − I_S [ 27 2 ( 1 − S_e 3 ) − S^2_e 8 ] + S^3_e 2 = 0, (317)

ostann˛ȷ z fflkih da‚ zaleın˛st~

2I_S = [ 27 2 ( 1 − S_e 3 ) − S^2_e 8 ]

± {[ 27 2 ( 1 − S_e 3 ) − S^2_e 8 ]_2 − 2S^3_e }_{1/2} . (318)

Vona v˛dpov˛da‚ dzvonopod˛bn˛ȷ kriv˛ȷ S_e(I_S ), fflka peretina‚ gorizontal~nu v˛s~ u toqkah I_S = 0 ta I_S = 27/2 ˛ nabuva‚ maksimal~nogo znaqennffl S_e = 2 pri I_S = 2. (319)

Pri I_v = 0 cffl kriva torka‚t~sffl prfflmoÝ (313) u toqc˛ (316).

Rozglffln~mo teper zagal~niȷ vipadok, koli ˛snut~ obidva mul~tipl˛kativn˛ xumi I_v, I_S ≠ 0. Pri c~omu veliqini I_S , S_e, u^2, U zam˛nt~sffl perenormovanimi znaqennfflmi Ĩ ≡ I_S /a^2, S̃_e ≡ S_e/a, ũ^2 = (1 + u^2)/a − 1, ~U /Ĩ, de a = 1 − i, i ≡ I_v/I_S < 1. U rezul~tat˛ d˛ffl xumu vertikal~noÝ xvidkosti v zvodit~sffl do perenormuvannffl ekstremal~nogo znaqennffl gorizontal~noÝ skladovoÝ u veliqino (a^{−1} − 1)^{1/2}, tak wo d˛lfflnka rozhodıennffl ũ ≈ 0 sta‚ nedosfflıno.

¨z urahuvannfflm zaznaqenih zam˛n umova ekstremumu zagal~noÝ enerİ˛Ý (312) privodit~ do r˛vnfflnnffl u = 0 ta (311). „ogo anal˛z pokazu‚, wo umova ˛snuvannffl nul~ovogo rozv’fflzku viznaqa‚t~sffl virazom (313), a trikritiqna toqka ma‚ koordinati:

S_e = 4 3 (1 − I_v),

I_S = 1 6 (1 + 8I_v) . (320)

Pri f˛ksovanih znaqennfflh ˛ntensivnosti I_v fazova d˛fflgrama nabira‚ viglffldu (ris. 15), de l˛n˛Ý 1, 2 v˛dpov˛dat~ utrat˛ st˛ȷkosti sistemi (viwe v˛d prfflmoÝ 1 ‚ st˛ȷkiȷ potokoviȷ stan, niıqe v˛d krivoÝ 2 — r˛vnovaıniȷ, a m˛ı nimi rozm˛wu‚t~sffl a dvofazna d˛lfflnka). Pri I_v < 1/4 situac˛ffl pod˛bna vipadku I_v = 0 — lavina vinika‚ t˛l~ki pri flktuac˛fflh nahilu I_S , fflk˛ pereviwut~ kritiqne znaqennffl (div. ris. 15a). Z˛ zrostannfflm flktuac˛ȷ vertikal~noÝ xvidkosti do I_v > 1/4 situac˛ffl zm˛n‚- t~sffl dokor˛nno — nav˛t~ pri v˛dsutnost˛ flktuac˛ȷ nahilu I_S sta‚ moılivim spontanne viniknennffl lavini (div. ris. 15b). Zg˛dno z (320), trikritiqna toqka potraplffl‚ na v˛s~ I_S pri intensivnost˛ I_v = 1, a z pereviwennfflm kritiqnogo znaqennffl I_v = 2 stac˛- onarniȷ stan r˛vnovagi vzagal˛ znika‚ (ris. 15c).

Navedeniȷ rozglffld pokazu‚, wo disipativna dinam˛ka potoku p˛sku na poverhn˛ poda‚t~sffl shemo Lorenca, v meıah fflkoÝ gorizontal~na ta vertikal~na skladov˛ xvidkosti v˛d˛grat~ rol~ parametra porffldku ta sprfflıenogo polffl, a nahil poverhn˛ ‚ keruval~nim parametrom. Dosl˛dıennffl, provedene v rozd˛l˛ II.A, demonstru‚, wo dlffl formuvannffl lavini za v˛dsutnosti xumu nahil y^′_e, wo zada‚t~sffl zovn˛xn˛mi umovami, ma‚ pereviwuvati kritiqne znaqennffl

y^′_c = (τ_xτ_y)^{−1/2}γ. (321)

U rezul~tat˛ naȷb˛l~x zdatnimi do stvorennffl stac˛onarnoÝ lavini ‚ sipk˛ seredoviwa z malimi znaqennfflmi k˛netiqnogo koef˛c˛‚nta γ ta velikimi qasami relaksac˛Ý τ_x, τ_y xvidkosti teq˛Ý. Pri v˛dsutnost˛ xumu formuvannffl lavini stanovit~ fazoviȷ pereh˛d, zumovleniȷ zovn˛xn˛m vplivom, fflkiȷ zabezpequ‚ nahil, wo pereviwu‚ kritiqne znaqennffl (321).

Pri vklqenn˛ aditivnih xum˛v stohastiqniȷ vpliv gorizontal~noÝ xvidkosti sta‚ nesutt‚vim, a flktuac˛Ý vertikal~noÝ xvidkosti ta nahilu nabuvat~ mul~tipl˛kativnogo harakteru. Dlffl bezrozm˛rnih ˛ntensivnosteȷ xum˛v meıa d˛lfflnki stvorennffl lavin zada‚t~sffl r˛vnfflnnfflm

I_S = − 1 2 + 2I_v, (322)

wo vipliva‚ z (311) pri x = 1 (u = 0) ta S_e = 0. Takim qinom, za v˛dsutnosti flktuac˛ȷ nahilu lavina stvor‚t~sffl, fflkwo ˛ntensivn˛st~ xumu vertikal~noÝ xvidkosti pereviwu‚ znaqennffl

I_{v0} = 1 4 Dγ^2 τ_xτ_y τ_S , (323)

fflke v˛dpov˛da‚ toqc˛ O na ris. 16. Zagalom formuvannffl lavini zabezpequ‚t~sffl flktuac˛fflmi fflk vertikal~noÝ xvidkosti, tak ˛ nahilu poverhn˛ p˛sku, ˛ntensivnost˛ fflkih obmeıeno umovo (322). Zm˛xaniȷ stan vinika‚ pri dosfflgann˛ znaqen~

I_{v1} = Dγ^2 τ_xτ_yτ_S ,

I_{S1} = 3 2 γ^2 τ_xτ_y , (324)

wo v˛dpov˛dat~ trikritiqn˛ȷ toqc˛ T na ris. 16. kwo ˛ntensivn˛st~ xumu vertikal~noÝ xvidkosti pereviwu‚ we b˛l~xe znaqennffl

I_{v2} = 2 Dγ^2 τ_xτ_y τ_S , (325)

fflke v˛dpov˛da‚ flktuac˛fflm nahilu I_{S2} = 6γ^2/τ_xτ_y (toqka C na ris. 16), to st˛ȷkiȷ stan r˛vnovagi sta‚ nemoılivim.

Zaznaqimo, wo reıim SOK viznaqa‚t~sffl radxe ne potokovim stanom lavini, a pererivqastim reıimom ÝÝ formuvannffl, fflkiȷ v˛dpov˛da‚ d˛lfflnkam sp˛v˛snuvannffl faz A ta N (lavinoutvorennffl ta v˛dsutnosti lavini) na ris. 15, 16. Zg˛dno z provedenim anal˛- zom, zaznaqeniȷ pererivqastiȷ reıim real˛zu‚t~sffl v d˛lfflnc˛, obmeıen˛ȷ prfflmo (322) ta kub˛qno parabolo

I_v = I_S [ 1 − ( 2 27 )_{1/2} √ I_S ] , (326)

de vikoristano bezrozm˛rn˛ veliqini I_v, I_S . V˛dpov˛dna fazova d˛fflgrama, wo pokazana na ris. 16, ma‚ netriv˛ffll~niȷ viglffld (osoblivo v d˛lfflnc˛ I_{v1} ≤ I_v ≤ I_{v2}).

Ris. 15. Fazova d˛fflgrama pri f˛ksovanih znaqennfflh Iv : a) Iv = 0; b) Iv = 1; c) Iv = 2. Kriv˛ 1 ta 2 viznaqat~ meıu faz stab˛l~noÝ lavini (A) ta ÝÝ v˛dsutnosti (N).

Ris. 16. Fazova d˛fflgrama sistemi pri S0 = 0 ta Is, Iv ≠ 0 (T — trikritiqna toqka; C — kritiqna toqka).

C. Drobova sistema Lorenca

Dlffl podal~xogo dosl˛dıennffl sistemi, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl, sl˛d znaȷti rozpod˛l ˛mov˛rnosti (309), viglffld fflkogo viznaqa‚t~sffl efektivno ener- İ˛‚ (310). Pri I_u, I_S ≪ I_v oderıu‚mo viraz

P (u) ≈ I^{−1}_v (1 + u^2)^2 exp { I^{−1}_v ∫ f(u)(1 + u^2)^2du } ,

f(u) ≡ −u + S_eu 1 + u^2

, (327)

wo sutt‚vo v˛dr˛znffl‚t~sffl v˛d odnor˛dnoÝ funkc˛Ý (283) samopod˛bnoÝ sistemi. Flktuac˛Ý nahilu I_S ≫ I_u, I_v privodfflt~ do rozpod˛lu:

P (u) ≈ I^{−1}_S ( 1 + u^2 u )_2

× exp { I^{−1}_S ∫ f(u)(1 + u^2)^2 u^2 du } ∼ u^{−2}. (328)

Takim qinom, zrostannffl ˛ntensivnosti flktuac˛ȷ nahilu zumovl‚ vstanovlennffl samopod˛bnogo reıimu, fflkomu v˛dpov˛da‚ odnor˛dna funkc˛ffl z c˛lim pokaznikom 2.

Odnak u zagal~nomu vipadku ceȷ pokaznik povinen buti ne c˛lim, a drobovim (tak, u rozpod˛l˛ (283) ma‚mo τ ≈ 3/2). Wob viluqiti take obmeıennffl, zam˛nimo parametr porffldku u v nel˛n˛ȷnih skladovih r˛vnffln~ (292)–(294) stepenevim mnoınikom u^a z pokaznikom 0 ≤ a ≤ 1. Tod˛ z urahuvannfflm stohastiqnih dobavok osnovn˛ r˛vnfflnnffl nabirat~ viglffldu

u̇ = −u + v + √ I_u ξ(t), ϵv̇ = −v + u^aS + √ I_v ξ(t), (329) δṠ = (S_e − S) − u^av + √ I_S ξ(t), de vikoristano bezrozm˛rn˛ zm˛nn˛. F˛ziqniȷ sens provedenoÝ zam˛ni polfflga‚ v tomu, wo vimoga samopod˛bnosti dosfflga‚t~sffl v meıah pripuwennffl pro droboviȷ harakter pozitivnogo ta neİativnogo zvorotnih zv’fflzk˛v. Tod˛ umova ad˛fflbatiqnosti ϵ, δ ≪ 1 privodit~ do r˛vnfflnnffl Lanıevena (por. z (305))

u̇ = f_a(u) + √ I_a(u)ξ(t), (330)

de sila f_a(u) ta ˛ntensivn˛st~ xumu I_a(u) viznaqat~sffl fflk f_a(u) ≡ −u + S_eu^ad_a(u), I_a(u) ≡ I_u + ( I_v + I_S u^{2a} ) d^2_a(u), d_a(u) ≡ ( 1 + u^{2a} )_{−1} . (331)

V˛dpov˛dniȷ rozpod˛l (por. z (309))

P_a(u) = Z^{−1} I_a(u) exp {−E_a(u)} , (332)

de Z — statistiqna suma, zada‚t~sffl efektivnim potenc˛ffllom

E_a(u) ≡ − u∫ 0 f_a(u^′) I_a(u^′) du^′. (333)

Toqki ekstremumu c~ogo rozpod˛lu viznaqat~sffl r˛vnfflnnfflm

2aI_S u^{2a} + ( 1 + u^{2a}

)_2 u^{1−a} [ S_e − u^{1−a} ( 1 + u^{2a} )] = 2a(I_S − 2I_v), (334)

zg˛dno z fflkim umova u = 0 v˛dpov˛da‚ meıi d˛lfflnki stvorennffl lavin

I_S = 2I_v. (335)

Kritiqn˛ znaqennffl parametr˛v stanu viznaqat~sffl umovo |^{du}_{dSe} | = ∞, wo privodit~ do r˛vnfflnnffl u^{2(1−a)} ( 1 + u^{2a} )_2 [( 2 + a^{−1} ) + ( a^{−1} − 1 ) u^{−2a} ]

− 1 2 S_eu^{1−a} ( 1 + u^{2a} ) [( 3 + a^{−1} ) + ( a^{−1} − 1 ) u^{−2a} ]

= 2aI_S . (336)

Virazi (334)–(336) uzagal~nt~ r˛vnfflnnffl (311), (322), (326), wo v˛dpov˛dat~ vipadku a = 1.

Anal˛z navedenih viraz˛v pokazu‚, wo rezul~tati rozd˛lu II.B malo zm˛nt~sffl pri perehod˛ do zagal~nogo vipadku 0 ≤ a ≤ 1. Naȷsutt‚v˛xa zm˛na sposter˛ga‚t~sffl dlffl zaleınosti stac˛onarnoÝ xvidkosti u_0 v˛d nahilu S_e — z˛ zmenxennfflm pokaznika a < 1 znaqennffl u_0 sta‚ v˛dm˛nnim v˛d nulffl u vs~omu ˛nterval˛ zm˛ni S_e (div. ris. 17). Zb˛l~xennffl ˛ntensivnosti xumu vertikal~noÝ xvidkosti I_v viklika‚ monotonne zrostannffl u_0, tod˛ fflk z˛ zb˛l~xennfflm I_S stvor‚t~sffl bar’‚r poblizu toqki u = 0. Pri c~omu zaleın˛st~ u_0(S_e) vtraqa‚ monotonniȷ viglffld pri znaqennfflh I_S , wo v˛dpov˛dat~ d˛lfflnc˛ viwe v˛d prfflmoÝ (335) (div. ris. 18). k ˛ za v˛dsutnosti xumu (ris. 14), niın˛ g˛lki krivih v˛dpov˛dat~ nest˛ȷkim znaqennfflm parametra porffldku, a verhn˛ — st˛ȷkim.

Zg˛dno z ris. 19, d˛lfflnka v˛dsutnosti lavin rozm˛wu- ‚t~sffl pri prom˛ınih znaqennfflh parametr˛v stanu S_e, I_v, I_S . Fazova d˛fflgrama, wo viznaqa‚ stani sistemi zaleıno v˛d ˛ntensivnosteȷ xum˛v I_v, I_S , nabuva‚ viglffldu, pod˛bnogo do vipadku a = 1, odnak pri a ≠ 1 prfflma (322) transformu‚t~sffl v (335) (por. ris. 20 ta 16). Zg˛dno z ris. 21 zrostannffl xumu vertikal~noÝ xvidkosti I_v zb˛l~xu‚ d˛lfflnku stvorennffl lavin.

Ris. 17. Zaleın˛st~ stac˛onarnoÝ xvidkosti u v˛d nahilu S0 pri a = 0, 0.5, 0.7, 0.9, 1.0 zverhu donizu.

Ris. 18. Zaleın˛st~ stac˛onarnoÝ xvidkosti u v˛d nahilu S0: a) pri a = 0.75, Iv = 1 (kriv˛ 1 – 4 v˛dpov˛dat~ IS = 1, 2, 3, 5); b) pri Iv = 1, IS = 5 (kriv˛ 1 – 4 v˛dpov˛dat~ a = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0.

Ris. 19. Trivim˛rna fazova d˛fflgrama (domen v˛dsutnosti lavini roztaxovu‚t~sffl p˛d poverhne).

D. Samopod˛bniȷ rozpod˛l lavin

Viwe mi dosl˛dili proces formuvannffl odinoqnoÝ lavini. Pereȷd˛mo teper do rozglffldu samopod˛bnogo ansambl lavin, wo harakterizu‚t~sffl rozpod˛- lom (283). Doderıuqis~ metodu, vikladenogo v rozd˛l˛ II.B, budemo vrahovuvati xumi vs˛h stepen˛v v˛- l~nosti, a takoı droboviȷ zvorotniȷ zv’fflzok, uvedeniȷ u rozd˛l˛ II.C.Osnovo naxogo anal˛zu ‚ sistema Lorenca, odnak teper sinerİetiqn˛ parametri harakterizut~ ne sipke seredoviwe, a ansambl~ lavin, fflkiȷ u meıah p˛dhodu Edvardsa [27,28], uzagal~- nenogo na neaditivnu sistemu, zobraıeniȷ za analog˛‚ z termodinam˛qno sistemo. Ce dozvolffl‚ opisati zm˛nu rozm˛ru lavini, neaditivnoÝ skladnosti (complexity) ta k˛netiqnoÝ enerİ˛Ý sipkogo seredoviwa. U meıah sinerİetiqnogo p˛dhodu zaznaqen˛ stepen˛ v˛l~nosti v˛d˛grat~ rol~ parametra porffldku, sprfflıenogo polffl ta keruval~nogo parametra v˛dpov˛dno.

Poperedn˛ȷ rozglffld pokazu‚, wo sinerİetiqniȷ princip p˛dporffldkuvannffl ta droboviȷ harakter zvorotnogo zv’fflzku zumovl‚ mul~tipl˛kativniȷ harakter xumu. Dal˛ mi pobaqimo, wo ce ‚ priqino neaditivnosti termodinam˛qnoÝ sistemi, tak wo, za Call˛som [29], neobh˛dno provesti userednennffl z˛ stepenem q ≠ 1. Tak, k˛netiqna enerİ˛ffl ruhu seredoviwa zada‚t~sffl virazom ζ_q ≡ ∑ i ζ_i p^q_i , (337)

de p_i — ˛mov˛rn˛st~ ruhu i-oÝ qastinki z enerİ˛‚ ζ_i. M˛ro bezladu ‚ skladn˛st~ (complexity) sistemi, fflka, za analog˛‚ z entrop˛‚ Call˛sa [29], zada‚t~sffl r˛vnfflnnfflm

Σ_q ≡ − ∑ i p^q_i − 1 q − 1 . (338)

Ostann˛m parametrom povnogo naboru stepen˛v v˛l~- nosti sinerİetiqnoÝ sistemi ‚ rozm˛r lavini s.

¨duqi za neodnorazovo vikoristano shemo Lorenca, zobrazimo samouzgodıenu poved˛nku sistemi naborom r˛vnffln~ (por. z (329)):

τ_sṡ = −s + a_sΣ_q + √ I_s ξ(t), τ_ΣΣ̇_q = −Σ_q + a_Σs^{τ/2}ζ_q + √ I_Σ ξ(t), (339)

τ_ζζ̇_q = (ζ^e − ζ_q) − a_ζ s^{τ/2}Σ_q + √ I_ζ ξ(t). Tut τ_s, τ_Σ, τ_ζ — qasi relaksac˛Ý v˛dpov˛dnih veliqin, a_s, a_Σ, a_ζ — pozitivn˛ parametri zvorotnogo zv’fflzku, I_s, I_Σ, I_ζ — v˛dpov˛dn˛ ˛ntensivnost˛ xumu, τ — pozitivniȷ pokaznik, ζ^e — k˛netiqna enerİ˛ffl, fflka zada‚t~sffl zovn˛xn˛m vplivom. Harakterna osobliv˛st~ perxogo z cih r˛vnffln~ polfflga‚ v tomu, wo vono privodit~ do l˛n˛ȷnogo zv’fflzku m˛ı rozm˛rom lavini s ta skladn˛st Σ_q pri v˛dsutnost˛ xumu. Z ˛nxogo boku, dva ostann˛ r˛vnfflnnffl (339) m˛stfflt~ nel˛- n˛ȷn˛ zv’fflzki m˛ı termodinam˛qnimi veliqinami ζ_q, Σ_q ta rozm˛rom lavini s. Z v˛ddalennfflm v˛d stac˛onarnogo stanu neİativniȷ zvorotniȷ zv’fflzok rozm˛ru lavini ta skladnosti z enerİ˛‚ privodit~, v˛dpov˛dno do principu Le-Xatel~‚, do zmenxennffl ener- İ˛Ý. Z ˛nxogo boku, pozitivniȷ zvorotniȷ zv’fflzok rozm˛ru lavini ta enerİ˛Ý z˛ skladn˛st zumovl‚ zrostannffl ostann~oÝ, wo, svo‚ qergo, ‚ priqino samoorgan˛zac˛Ý ansambl lavin.

Perehodfflqi do anal˛zu sistemi (339), zruqno vvesti bezrozm˛rn˛ veliqini, v˛dnosfflqi qas t do masxtabu τ_s, a zm˛nn˛ s, Σ_q, ζ_q, I_s, I_Σ, I_ζ — do znaqen~

s^{sc} ≡ (a_Σa_ζ )^{− 1τ} , Σ^{sc}_q ≡ a^{−1}_s (a_Σa_ζ )^{− 1τ} ,

ζ^{sc}_q ≡ a^{−1}_s a^{−( 1τ + 12 )}

Σ a^{−( 1τ − 12 )} ζ ; I^{sc}_s ≡ (a_Σa_ζ )^{− 2τ} , I^{sc}_Σ ≡ a^{−2}_s (a_Σa_ζ )^{− 2τ} ,

I^{sc}_ζ ≡ a^{−2}_s a^{−( 2τ +1)}

Σ a^{−( 2τ −1)} ζ (340)

v˛dpov˛dno. U rezul~tat˛ sistema (339) nabuva‚ viglffldu

ṡ = −s + Σ_q + √ I_s ξ(t), ϑΣ̇_q = −Σ_q + s^{τ/2}ζ_q + √ I_Σ ξ(t), (341)

θζ̇_q = (ζ^e − ζ_q) − s^{τ/2}Σ_q + √ I_ζ ξ(t), de vvedeno v˛dnoxennffl qas˛v relaksac˛Ý ϑ ≡ τ_Σ/τ_s, θ ≡ τ_ζ /τ_s. (342) R˛vnfflnnffl (341) mat~ viglffld (329) pri zam˛n˛ veliqin s, Σ_q , ζ_q, τ /2, ϑ, θ na u, v, S, a, ϵ, δ v˛dpov˛dno.

k v˛domo [17], sistemi, wo profflvlfflt~ reıim SOK, pod˛lfflt~ na dva klasi: determ˛n˛stiqn˛, fflk˛ p˛dvladn˛ vplivu zovn˛xn~ogo seredoviwa (do n~ogo naleıat~ model˛ ruhu m˛ıfaznoÝ meı˛ u vipadkovomu seredoviw˛, model~ evolc˛Ý Beka-Sneppena ta ˛n.); sistemi z˛ stohastiqno dinam˛ko (zemletrusi, l˛- sov˛ poıeı˛ ta ˛n.) Vikoristannffl r˛vnffln~ (341) dozvolffl‚ prirodnim xlfflhom zobraziti obidva zaznaqen˛ klasi. Perxiȷ z nih real˛zu‚t~sffl pri v˛dsutnost˛ flktuac˛ȷ (I_s, I_Σ, I_ζ = 0) za umovi, wo qas relaksac˛Ý keruval~nogo parametra (enerİ˛Ý) pereviwu‚ v˛dpov˛dn˛ qasi ˛nxih stepen˛v v˛l~nosti (skladnosti ta rozm˛ru lavini): τ_ζ ≥ τ_Σ, τ_s; okr˛m togo, parametr zovn˛xn~ogo vplivu ζ^e povinen pereviwuvati kritiqne znaqennffl ζ_c = 1. Tod˛ sistema (341) poda‚ divniȷ atraktor, wo v˛dpov˛da‚ reıimov˛ SOK perxogo klasu. Vklqennffl flktuac˛ȷ z ˛ntensivnostfflmi I_s, I_Σ, I_ζ ≠ 0 zabezpequ‚ stohastiqnu poved˛nku, fflka nav˛t~ za v˛dsutnosti zovn˛xn~ogo vplivu (ζ^e = 0) moıe viklikati samoorgan˛zac˛. Takim qinom, ceȷ vipadok v˛dpov˛da‚ reıimov˛ SOK drugogo klasu.

Urahovuqi, wo problemu divnogo atraktora Lorenca dobre dosl˛dıeno [32], obmeıimosffl rozglffldom stohastiqnoÝ sistemi, dlffl fflkoÝ spravedlivimi ‚ ad˛- fflbatiqn˛ umovi ϑ, θ ≪ 1. Tod˛ dva ostann˛ r˛vnfflnnffl (341) privodfflt~ do zaleınosteȷ (por. z (304))

Σ_q(t) = Σ_q + ~Σ_q ξ(t), ζ_q(t) = ζ̄_q + ζ̃_q ξ(t), (343)

de determ˛n˛stiqn˛ ta flktuac˛ȷn˛ skladov˛ viznaqat~sffl r˛vnfflnnfflmi tipu (304):

Σ_q ≡ ζ^es^{τ/2}d_τ (s), ~Σ_q ≡ √ I_Σ + I_ζ s^τ d_τ (s);

ζ̄_q ≡ ζ^e d_τ (s), ζ̃_q ≡ √I_ζ + I_Σsτ d_τ (s), (344)

d_τ (s) ≡ (1 + s^τ )^{−1}.

Zavdfflki d˛Ý sinerİetiqnogo principu p˛dporffldkuvannffl, flktuac˛Ý skladnosti ta enerİ˛Ý, fflk˛ spoqatku nad˛len˛ aditivnim harakterom, stat~ mul~- tipl˛kativnimi. Vikoristovuqi determ˛n˛stiqn˛ skladov˛ skladnosti ta enerİ˛Ý, legko baqiti, wo efektivna temperatura Edvardsa T ≡ ∂ζ̄_q /∂Σ_q nabuva‚ neİativnih znaqen~.

Podaniȷ reıim samoorgan˛zac˛Ý v˛dpov˛da‚ zviqaȷnomu fazovomu perehodu sistemi, p˛dvladn˛ȷ zovn˛xn~omu vplivu ζ^e > ζ_c. Dlffl podannffl reıimu SOK p˛dstavmo virazi (343), (344) u perxe r˛vnfflnnffl (341), wo privodit~ do r˛vnfflnnffl Lanıevena tipu (305). Tod˛, za povno analog˛‚ z rozglffldom u rozd˛l˛ II.C, prihodimo do stohastiqnogo r˛vnfflnnffl (330), de efektivna sila ta ˛ntensivn˛st~ xumu zadat~sffl r˛vnfflnnfflmi (331) z toqn˛st do zam˛ni, opisanoÝ p˛slffl sp˛vv˛dnoxen~ (342), tobto veliqini s, Σ_q , ζ_q, τ /2 sl˛d zam˛niti na u, v, S, a v˛dpov˛dno. k rezul~tat, v˛dpov˛dno do rozd˛lu II.C, vpliv vipadkovogo rozkidu rozm˛r˛v lavini ne ‚ sutt‚vim, tod˛ fflk xum enerİ˛Ý ta skladnosti spriqinffl‚ kritiqniȷ efekt. Navedenu kartinu zobraıeno na ris. 20 u plowin˛, fflka stvorena v˛dpov˛dnimi ˛ntensivnostfflmi xumu I_ζ , I_Σ ansambl lavin. Zm˛xanu d˛lfflnku A+N, fflka pov’fflzu‚- t~sffl z perervnim reıimom, obmeıeno prfflmo (335) ta dzvonopod˛bno krivo, wo opisu‚t~sffl r˛vnfflnnfflm tipu (326). Zg˛dno z ris. 21, de pokaznik a ma‚ buti zam˛neniȷ na τ /2, zrostannffl vipadkovogo rozkidu znaqen~ skladnosti rozxir‚ d˛lfflnku SOK uzdovı os˛ pokaznika τ .

Ris. 20. Fazova d˛fflgrama dlffl sistemi z S0 = 0 ta Is, Iv ≠ 0 pri a = 0.5, 0.75, 1.0 (punktirn˛, suc˛l~n˛ ta xtrihov˛ l˛n˛Ý v˛dpov˛dno). Znaqki v˛dpov˛dat~ krivim 1–4 na ris. 22.

Ris. 21. Fazova d˛fflgrama u plowin˛ IS − a pri Iv = 2, 3, 4, 5, 6 znizu doverhu (d˛lfflnku v˛dsutnosti lavini roztaxovano vseredin˛ krivih).

Rozglffln~mo teper rozpod˛l rozm˛r˛v lavini, wo vipliva‚ z r˛vnffln~ (331)–(333):

P (s) = Z^{−1} I(s) exp S∫ e f(s^′) I(s^′) ds^′ ;

f(s) ≡ −s + ζ^es^{τ/2}d_τ (s), (345)

I(s) ≡ I_s + (I_Σ + I_ζ s^τ ) d^2_τ (s), d_τ (s) ≡ (1 + s^τ )^{−1} .

U reıim˛ SOK harakterna enerİ˛ffl nabuva‚ nul~ovogo znaqennffl ζ^e = 0, i rozpod˛l (345) povodit~sffl, fflk pokazano na ris. 22 dlffl r˛znih ˛ntensivnosteȷ xumu ener- İ˛Ý ta skladnosti. Vidno, wo stepeneva zaleın˛st~, fflka vlastiva reıimu SOK, sposter˛ga‚t~sffl v meıah s ≪ 1 ta I_s, I_Σ ≪ I_ζ . Tut rozpod˛l (345) zvodit~sffl do kanon˛qnogo viglffldu (283), de drugiȷ mnoınik ‚ takim:

P(s) = d^{−2}_τ (s) Z exp −I^{−1}_ζ S∫ e d^{−2}_τ (s^′) (s^′)^{τ−1} ds^′ ,

d_τ (s) ≡ (1 + s^τ )^{−1} . (346)

Legko baqiti, wo v˛dhilennffl c~ogo mnoınika v˛d staloÝ oc˛n‚t~sffl qlenom ∼ s^{2−τ} , fflkiȷ zb˛l~xu‚t~sffl z˛ zmenxennfflm τ ta zrostannfflm rozm˛ru lavini do graniqnih znaqen~ s ∼ 1, tobto z v˛dhilennfflm v˛d d˛- lfflnki SOK. Ce p˛dtverdıu‚t~sffl ris. 23, de v˛dhilennffl δτ nahilu zaleınosti P (s), wo viznaqa‚t~sffl (345) v l˛n˛ȷn˛ȷ d˛lfflnc˛, v˛d zadanogo znaqennffl τ podano zaleıno v˛d samogo parametra τ . V˛dpov˛dno do navedenoÝ oc˛nki, v˛dhilennffl δτ nabuva‚ maksimal~- nogo znaqennffl δτ < 10^{−1}τ pri nevelikih znaqennfflh τ < 1 abo pri velikih ˛ntensivnostfflh xumu I_S ∼ 10^3.

Ris. 22. Funkc˛ffl rozpod˛lu (345) pri τ = 1.5 ta reıimah, ukazanih toqkami na ris. 20: 1) Iv = 0, IS = 50 (SOK); 2) Iv = 0.5, IS = 30 (A+N); 3) Iv = 1, IS = 5 (N); 4) Iv = 2, IS = 0.5 (A).

Ris. 23. V˛dhilennffl δτ l˛n˛ȷnogo nahilu krivoÝ 1 z ris. 22 v˛d parametra τ zaleıno v˛d pokaznika τ (IS = 10, 50, 10^3 zverhu donizu).

E. Neaditivnyȷ ansambl~ lavin

V˛dm˛nno osobliv˛st virazu (346) ‚ ta obstavina, wo v meıah s ≪ 1, I_s, I_Σ ≪ I_ζ , fflk˛ v˛dpov˛dat~ reıimov˛ SOK, vono viraıa‚t~sffl qerez standartnu gamma–funkc˛ Γ(x) ta droboviȷ ˛nteİral I^{2−τ}_{−s} porffldku 2 − τ (div. dodatok B v [1]):

P(s) = d^{−2}_τ (s) Z exp { − Γ(2 − τ ) I_ζ I^{2−τ}_{−s} d^{−2}_τ (s) } . (347)

Z ˛nxogo boku, v˛domo [30], wo virazi takogo tipu oderıut~ fflk rozv’fflzki drobovogo r˛vnfflnnffl Fokkera–Planka D^β_t P(s, t) = D^{α/2}_{−s} {sP(s, t) + I_ζ Γ (α/2) D^{α/2}_{−s} [ d^2_τ P(s, t) ] } , (348)

de drobova poh˛dna D^α_x zada‚t~sffl virazom (B.4). kwo pomnoıiti r˛vnfflnnffl (348) na s^ϖ ta useredniti za s, v˛dpov˛dno do viznaqen~

|s| ≡ ⟨s^ϖ⟩^{1ϖ} , ⟨s^ϖ⟩ ≡ ∞∫ −∞ s^ϖP(s, t)ds, ϖ > 0, (349)

oderıu‚mo |s|^z ∼ t, z = α β , (350) de z — dinam˛qniȷ pokaznik. Ce sp˛vv˛dnoxennffl v˛dpov˛da‚ granic˛ velikogo qasu, de sutt‚vim ‚ lixe difuz˛ȷniȷ vnesok. Sum˛sniȷ rozv’fflzok r˛vnffln~ (347), (350) ta (B.3) da‚ sp˛vv˛dnoxennffl 2 − τ = α/2 = zβ/2, z fflkih vipliva‚

τ = 2 − zβ 2 . (351)

Por˛vnqi ceȷ viraz z v˛domim sp˛vv˛dnoxennfflm (284), oderıu‚mo βz = 4 D . (352)

Seredn~opol~ov˛ veliqini β = 1 ta D = 4 privodfflt~ do dinam˛qnogo pokaznika z = 1, fflkiȷ, v˛dpov˛dno do (350), naleıit~ do bal˛stiqnoÝ poved˛nki, wo protileına do reıimu SOK. Z ˛nxogo boku, drobove r˛vnfflnnffl Fokkera–Planka (348) v˛dpov˛da‚ zviqaȷnomu difuz˛ȷnomu reıimov˛ z z = 2 lixe tod˛, koli β = 1/2.

Oqevidna priqina takoÝ nev˛dpov˛dnosti — v neuzgodıenomu vikoristann˛ zviqaȷnih r˛vnffln~ (284) dlffl sistemi Lorenca (341). U c˛ȷ sistem˛ stohastiqn˛ stepen˛ v˛l~nosti s, Σ_q ta ζ_q qislom n = 3 sluıat~ fflk r˛zn˛ prostorov˛ naprfflmki. Odnak stohastiqniȷ proces real˛zu‚t~sffl dlffl koınoÝ z cih zm˛nnih u plowin˛, wo zada‚t~sffl samo zm˛nno ta ÝÝ sprfflıenim momentom. Wob˛l~xe, mul~tipl˛kativniȷ harakter xumu, fflkiȷ viznaqa‚t~sffl pokaznikom a u virazah (331), privodit~ fraktal~nu vim˛rn˛st~ koınoÝ plowini do znaqennffl 2(1 − a) [5]. Takim qinom, fraktal~na vim˛rn˛st~ fazovogo prostoru, u fflkomu v˛dbuva‚t~sffl evolc˛ffl stohastiqnoÝ sistemi, dor˛vn‚:

D = 2n(1 − a), (353)

de n = 3 dlffl vikoristanoÝ sistemi Lorenca. P˛dstanovka c˛‚Ý vim˛rnosti u viraz (352) privodit~ do zv’fflzku βz = 2, fflkiȷ, na v˛dm˛nu v˛d oderıanogo viwe sp˛vv˛dnoxennffl βz = 1, spravedliviȷ u naȷprost˛- xomu vipadku β = 1, z = 2, wo ma‚ v˛dnoxennffl do odnogo stohastiqnogo stepenffl v˛l~nosti (n = 1) z aditivnym xumom (a = 0). U zagal~nomu vipadku r˛vnfflnnffl (351)–(353) dat~

τ = 2 [ 1 − 1 2n(1 − a) ] . (354)

V˛dpov˛dn˛ zaleınost˛ zobraıeno na ris. 24a,b, z fflkih vidno, wo pokaznik τ monotonno zb˛l~xu‚t~sffl v˛d m˛- n˛mal~nogo znaqennffl τ = 1 pri kritiqnomu qisl˛ (1 − a)^{−1} do maksimal~nogo τ = 2 u granic˛ n → ∞; pri c~omu zb˛l~xennffl a zm˛wu‚ zaleın˛st~ τ (n) v d˛- lfflnku velikih n, tobto zmenxu‚ pokaznik τ .

Legko baqiti, wo sp˛vv˛dnoxennffl (354) v˛dtvor‚ v˛dom˛ rezul~tati r˛znih p˛dhod˛v dlffl viznaqennffl vim˛rnosti D (div. [33]). Teor˛ffl seredn~ogo polffl da‚ τ = 3/2 ˛ (354) viraıa‚ qislo samouzgodıenih stohastiqnih r˛vnffln~, neobh˛dnih dlffl opisu SOK, zaleıno v˛d pokaznika mul~tipl˛kativnogo xumu: n = 2 1 − a . (355)

Ris. 24. Zaleın˛st~ pokaznika τ: a) v˛d k˛l~kosti r˛vnffln~ n (a = 0,^1_3 ,^1_2 ,^2_3 zverhu donizu); b) v˛d pokaznika a (n = 2, 3, 4, 6, 8, 10 zverhu donizu); c) fazova d˛fflgrama dlffl seredn~ogo polffl ta d˛lfflnki neaditivnosti.

Zg˛dno z ris. 24c, rozglffld u meıah teor˛Ý samouzgodıenogo seredn~ogo polffl moıliviȷ, fflkwo k˛l~k˛st~ neobh˛dnih r˛vnffln~ b˛l~xa v˛d m˛n˛mal~nogo n_c = 2. Tak˛ prikladi dat~ p˛dhodi, vikoristan˛ v pracfflh [12–14,17,25], de xum pripuska‚t~sffl aditivnim (a = 0). Nafflvn˛st~ mul~tipl˛kativnogo xumu spriqinffl‚ zrostannffl a, i nesupereqliva podaqa kartini SOK potrebu‚ zb˛l~xennffl k˛l~kosti samouzgodıenih r˛vnffln~: napriklad, u meıah pol~ovoÝ shemi [18], wo naleıit~ do napravlenoÝ perkolfflc˛Ý (a = 1/2), nabliıennffl seredn~ogo polffl zastosovu‚t~sffl do vim˛rnosteȷ, b˛l~xih za kritiqne znaqennffl d_c = 4; v c˛ȷ prac˛ ta v [34,35] vikoristano sistemu Lorenca (n = 3), fflka potrebu‚ vklqennffl mul~tipl˛kativnogo xumu z pokaznikom a = 1/3 (div. niıqe).

Rozglffln~mo teper zv’fflzok navedenih pokaznik˛v z parametrom neaditivnosti q, fflkiȷ zada‚ enerİ˛ ta skladn˛st~ (337), (338) v˛dpov˛dno do viznaqennffl Call˛sa [29]. Evolc˛ffl neaditivnoÝ sistemi opisu‚t~sffl nel˛n˛ȷnim r˛vnfflnnfflm Fokkera–Planka

D^β_t P (s, t) = D^2_{−s}P^q(s, t), (356)

de D^β_t — drobova poh˛dna, odinic˛ vim˛ru vibrano tak, wob buv v˛dsutn˛m efektivniȷ koef˛c˛‚nt difuz˛Ý, pokazniki β > 0, q > 0 [36], [3]. Pripuskaqi normuvannffl funkc˛Ý rozpod˛lu, fflka ma‚ samopod˛bniȷ viglffld (por. z (283)) P (s, t) = s^{−1}_c P(x); s_c ≡ s_c(t), x ≡ s/s_c, (357) oderıu‚mo

s^{q+1}_c ∼ t^β, P^{q−1} ∼ x. (358)

Z ˛nxogo boku, moına vikoristati drobove r˛vnfflnnffl Fokkera–Planka (348): D^β_t P (s, t) = D^α_{−s}P (s, t). (359) P˛dstavlfflqi sdi rozv’fflzok (357), znahodimo zaleınost˛

s^α_c ∼ t^β , P^{α−1} ∼ x, (360)

por˛vnfflnnffl fflkih z (358) da‚

q = α − 1. (361)

U vipadku samopod˛bnih sistem serednffl veliqina |s| v (349) zvodit~sffl do masxtabu s_c, ˛ zaleınost˛ (350), (358) ta (360) dat~

q = zβ − 1. (362)

Sum˛sniȷ rozglffld c~ogo r˛vnfflnnffl z (352), (353) da‚ viraz dlffl parametra neaditivnosti: q = 2 n(1 − a) − 1. (363)

Maksimal~na veliqina q = 2/n − 1 naleıit~ do sistem z aditivnim xumom (a = 0), wo v˛dpov˛da‚ kartin˛ seredn~ogo polffl z qislom golovnih r˛vnffln~ n < 2 (n = 1). Nafflvn˛st~ mul~tipl˛kativnogo xumu z˛ zrostaqim pokaznikom a > 0 zb˛l~xu‚ q, ˛ sistema sta‚ neaditivno (q ≥ 1) v granic˛ q ≤ 1/(1 − a) sferi zastosuvannffl teor˛Ý seredn~ogo polffl. V˛dpov˛dno do oc˛nki drobova sistema Lorenca neaditivna, fflkwo pokaznik a > 2/3.

k zaznaqalosffl v qastin˛ I, proces superdifuz˛Ý pov’fflzaniȷ z pol~otami Lev˛, fflk˛ zd˛ȷsnt~sffl v diskretn˛ momenti qasu z dov˛l~nimi zm˛wennfflmi, vklqaqi bezmeıno velik˛ [37]. Zg˛dno z r˛vnfflnnfflm Fokkera–Planka (348), takiȷ proces harakterizu‚- t~sffl pokaznikami β = 1 ˛ α < 2, perxiȷ z fflkih ‚ konstanto, tod˛ fflk drugiȷ rozkriva‚ drobovu qasovu posl˛dovn˛st~ pol~ot˛v Lev˛ ta privodit~ do dinam˛qnogo pokaznika z ≡ α/β < 2 (div. ostann‚ z r˛vnffln~ (350)). ¨mov˛rn˛sniȷ rozpod˛l zm˛wennffl x, wo zaleıit~ v˛d m˛kroskop˛qnih umov, viznaqa‚t~sffl asimptotiko

p(x) ∼ x^{−(D+γ)}, (364)

wo zada‚t~sffl fraktal~no vim˛rn˛st D ta m˛kroskop˛qnim pokaznikom γ. Oqevidno, wo dlffl r˛dk˛snih pod˛ȷ, koli γ < 2, dinam˛qniȷ pokaznik z zvodit~sffl do m˛kroskop˛qnogo (z = γ < 2), tod˛ fflk pri γ ≥ 2 ma‚mo z = 2 [38].

U reıim˛ subdifuz˛Ý poved˛nka sistemi viznaqa‚- t~sffl vipadkovimi blukannfflmi (random walk) za diskretnimi pastkami, i pokaznik β < 1 opisu‚ drobov˛ vlastivost˛ qasu. Pri c~omu zviqaȷna statistika Bol~cmana–Ţ˛bbsa sta‚ neaditivno [29], i subdifuz˛ȷniȷ proces poda‚t~sffl rozpod˛lom Call˛sa [39] p(x) ∝ [ 1 + β(q − 1)x^2 ] 1_{q−1} , β = const > 0, (365)

de v˛dhilennffl (q − 1) parametra neaditivnocti zumovleno fraktal~no prirodo fazovogo prostoru sistemi, pov’fflzanoÝ z pokaznikom γ tak:

q = 1 + 2 D + γ . (366)

Formal~na perevaga rozpod˛lu (365) polfflga‚ v tomu, wo vidpov˛dne seredn‚

⟨x^2⟩_q ≡ ∫ x^2p^q (x)d^Dx, (367)

de p˛d˛nteİral~na funkc˛ffl zm˛n‚t~sffl za zakonom x^{−(1+γ)}, zb˛ga‚t~sffl pri dov˛l~nih pokaznikah γ > 0. U rezul~tat˛ r˛vnfflnnffl ruhu nabira‚ viglffldu

⟨x^2⟩_q ∼ t^β, β = { q − 1 pri γ, q < 2, 1 − (q − 1)^D_2 pri γ ≥ 2, q > 1. (368)

Na v˛dm˛nu v˛d (360), de pokazniki α < 2, β = 1 v˛dpov˛dat~ superdifuz˛Ý, tut ma‚mo α = 2, β < 1, ˛ v˛dpov˛dno do subdifuz˛ȷnih vlastivosteȷ ostann‚ r˛vnfflnnffl (350) da‚ dinam˛qniȷ pokaznik z > 2.

U zagal~nomu vipadku α ≠ 2, β ≠ 1, p˛dstanovka (368) u sp˛vv˛dnoxennffl (362) da‚ rezul~tat

z = {_{q+1}

1−^D_2 (q−1) pri 1 < q ≤ qD, q+1 q−1 pri q_D ≤ q ≤ 2, (369)

de vvedeno graniqne znaqennffl parametra neaditivnosti q_D ≡ 4 + D 2 + D

. (370)

Wob uniknuti nedorozum˛n~, zvernemo uvagu na te, wo, na v˛dm˛nu v˛d r˛vnffln~ (284), (351), (352), fflk˛ moıut~ naleıati fflk do real~nogo fazovogo prostoru, tak ˛ do konf˛gurac˛ȷnogo [40], oderıan˛ viwe sp˛vv˛dnoxennffl (368)–(370) naleıat~ lixe do real~nogo fazovogo prostoru. Za analog˛‚ z renormgrupo, ce v˛dobraıa‚t~sffl v tomu, wo efektivne znaqennffl (353) poda‚ vlastivost˛ konf˛gurac˛ȷnogo prostoru, a ne real~niȷ difuz˛ȷniȷ proces.

Narext˛ v˛dpov˛mo na pitannffl: qomu vikoristovu‚t~sffl sistema Lorenca, a ne model~ R~oslera abo bud~-fflka ˛nxa? Pokaıemo, wo r˛vnfflnnffl Lorenca v˛dpov˛dat~ naȷprost˛x˛ȷ m˛kroskop˛qn˛ȷ model˛ dvor˛vnevoÝ bozonno-ferm˛onnoÝ sistemi [41]. Budemo opisuvati bozoni operatorami porodıennffl ta zniwennffl b^+_l , b_l, wo v˛dpov˛dat~ zviqaȷnomu komutac˛ȷnomu sp˛vv˛dnoxenn [b_l, b^+_m] = δ_{lm}, de l, m — İratkov˛ qisla. Dvor˛vneva ferm˛onna p˛dsistema opisu‚t~sffl operatorami a^+_{lα}, a_{lα}, α = 1, 2, fflk˛ p˛dporffldkovut~sffl antikomutac˛ȷnim sp˛vv˛dnoxennfflm {a_{lα}, a^+_{mβ} } = δ_{lm}δ_{αβ} . Qisla zapovnennffl b^+_k b_k viznaqat~ rozpod˛l bozon˛v u k-zobraıenn˛, wo v˛dpov˛da‚ peretvorenn Fur’‚ za İratkovimi poloıennfflmi l. P˛dsistema ferm˛on˛v poda‚t~sffl qislami zapovnennffl n_{lα} ≡ a^+_{lα}a_{lα} ta operatorom d_l ≡ a^+_{l1}a_{l2}, wo viznaqa‚ polfflrizac˛ wodo nasiqennffl r˛vn˛v α = 1, 2. Poved˛nka sistemi viznaqa‚t~sffl gam˛l~ton˛fflnom D˛ke (ℏ = 1) H = ∑ k { (E_1n_{k1} + E_2n_{k2}) + ω_kb^+_k b_k

+ i 2 w(b^+_k d_k − d^+_k b_k) } , (371) de E_{1,2} — r˛vn˛ enerİ˛Ý, ω_k viznaqa‚ zakon dispers˛Ý bozon˛v, ufflvna odincffl pered parametrom vza‚mod˛Ý w v˛dobraıa‚ vlastiv˛st~ erm˛tovosti.

R˛vnfflnnffl ruhu Gaȷzenberİa mat~ viglffld

ḃ_k = −iω_kb_k + w 2 d_k; (372)

ḋ_k = −iΔd_k + w 2 b_k(n_{k2} − n_{k1}),

Δ ≡ E_2 − E_1; (373)

ṅ_{k1} = w 2 (b^+_k d_k + d^+_k b_k),

ṅ_{k2} = − w 2 (b^+_k d_k + d^+_k b_k). (374)

U rezonans˛ perx˛ skladov˛ u pravih qastinah r˛vnffln~ (372), (373), fflk˛ m˛stfflt~ qastoti ω_k ta Δ, moıut~ buti viluqen˛ vvedennfflm mnoınik˛v exp(−iω_kt), exp(−iΔt) dlffl zaleınosteȷ b_k(t), d_k(t) v˛dpov˛dno. Zavdfflki disipac˛Ý tak˛ qastoti nabuvat~ dodatkovih ufflvnih skladovih −i/τ_x, −i/τ_y, fflk˛ harakterizut~sffl qasami relaksac˛Ý τ_x, τ_y (tut umovi ℑ ω_k < 0, ℑ Δ < 0 v˛dobraıat~ princip priqinnosti). U rezul~tat˛ r˛vnfflnnffl (372), (373) otrimut~ disipativn˛ qleni −b_k/τ_x, −d_k/τ_y. Dlffl viznaqennffl v˛dpov˛dnogo vnesku v r˛vnfflnnffl dlffl rozpod˛lu ferm˛on˛v sl˛d urahuvati, wo stac˛onarn˛ veliqini qisel zapovnennffl r˛vn˛v v˛dr˛znfflt~sffl v˛d nulffl (n^0_{kα} ≠ 0), zavdfflki qomu relaksac˛ȷn˛ skladov˛ v r˛vnfflnn˛ (374) stat~ skladn˛ximi −(n_{kα} − n^0_{kα})/τ_S , de τ_S — qas relaksac˛Ý ferm˛onnogo rozpod˛lu za r˛vnfflmi α = 1, 2.

Uvedemo, narext˛, makroskop˛qn˛ veliqini

ẋ_k ≡ ⟨b^+_k ⟩ = ⟨b_k⟩, ẏ_k ≡ ⟨d_k⟩ = ⟨d^+_k ⟩,

y^′_k ≡ ⟨n_{k2} − n_{k1}⟩, y^′_{ek} ≡ ⟨n^e_{k2} − n^e_{k1}⟩, (375)

de kutov˛ duıki zadat~ userednennffl. Tod˛, nehtuqi korelfflc˛fflmi v rozpod˛l˛ qastinok za kvantovimi stanami, r˛vnfflnnffl Gaȷzenberİa (372)–(374), dopovnen˛ disipativnimi skladovimi, privodfflt~ do sistemi Lorenca (288), (290), (291). Pri c~omu sl˛d vikoristati odnomodove nabliıennffl, fflke dozvolffl‚ opustiti zaleın˛st~ v˛d hvil~ovogo vektora k ta vvesti konstanti τ_x = 2/w, a = 1, D = (2w)^{−1}.

VISNOVKI

Trivaliȷ qas vvaıalosffl, wo tak˛ skladn˛ fflviwa, fflk zemletrusi [16], ruh transportnih potok˛v ta sipkih seredoviw [42–44], evolc˛ffl susp˛l~stva ta viniknennffl v˛ȷn [45], ekonom˛qn˛ procesi [46–48], praktiqno ne p˛ddat~sffl k˛l~k˛snomu opisu. Kardinal~no zm˛nilas~ situac˛ffl ostann˛mi rokami, koli zakoni statistiqnoÝ f˛ziki buli zastosovan˛ do pofflsnennffl poved˛nki cih skladnih sistem (complex systems) [49,50]. Osnovna osobliv˛st~ takih sistem polfflga‚ v tomu, wo voni fflvlfflt~ sobo samopod˛bn˛ stohastiqn˛ ob’‚kti, fflk˛ harakterizut~sffl fraktal~- nimi vlastivostfflmi, mul~tipl˛kativnim harakterom xumu, anomal~nimi fflviwami perenosu, upov˛l~- neno relaksac˛‚, neaditivn˛st, kritiqn˛st, fflka samoorgan˛zovu‚t~sffl, ta ˛nxim [29,51].

U svo‚mu viklad˛ mi sprobuvali ohopiti ‚dinim poglffldom zaznaqene rozmaÝttffl skladnih sistem, spiraqis~ na masxtabnu ˛nvar˛fflntn˛st~ fazovogo prostoru. Zrozum˛lo, wo navedena v oglffld˛ kartina ne moıe buti povno — obsfflg publ˛kac˛ȷ z dosl˛dıennffl skladnih sistem nast˛l~ki velikiȷ, wo Ým c˛lkom prisvfflqeno tak˛ ıurnali, fflk Physical Review E, Physica A, D, Chaos ta ˛nx˛ (div. takoı xxx.lanl.gov/arXiv:cond-mat). Tomu mi stavili skromn˛xe zavdannffl — podati takiȷ vstup u teor˛ skladnih sistem, fflkiȷ dozvoliv bi, ne zvertaqis~ do ˛nxih dıerel, zrozum˛ti osnovn˛ osoblivost˛ samopod˛bnih stohastiqnih ob’‚kt˛v. Qi vporalisffl mi z cim zavdannfflm — suditi qitaqev˛, skor˛xe molodomu, osk˛l~ki ne v us˛h ˛nxih vistaqit~ sil doqitati do c~ogo m˛scffl.

PODKI

Uvaıa‚mo za pri‚mniȷ obov’fflzok podfflkuvati profesorov˛ ¨. Vakarqukov˛ za lb’fflznu propozic˛ napisati ceȷ oglffld. Sp˛lkuvannffl z profesorom “. Golovaqem ne t˛l~ki dopomagalo z’fflsuvati vlastivost˛ fraktal~nih ob’‚kt˛v, ale takoı sluguvalo dıerelom nathnennffl. Prac˛ z drobovih poh˛dnih, fflk˛ lb’fflzno nad˛slav profesor R. G˛l~fer (R. Hilfer), sprifflli naxomu rozum˛nn Ýhn~oÝ prirodi pri opis˛ anomal~noÝ difuz˛Ý.

[1] O. ¨. Ol‚mskoȷ, D. O. Harqenko, ”urn. f˛z. dosl. 6, 253 (2002).

[2] A. I. Olemskoi, D. O. Kharchenko, Met. Phys. Adv. Tech.

16, 841 (1996).

[3] A. I. Olemskoi, D. O. Kharchenko, Physica A 293, 178 (2001).

[4] D. O. Kharchenko, S. V. Kokhan, Eur. Phys. J. B 29 97 (2002).

[5] A. I. Olemskoȷ, Usp. fiz. nauk 168, 287 (1998). [6] C. Tsallis, in Nonextensive Statistical Mechanics and its Applications, Lecture Notes in Physics, eds. by S. Abe and Y. Okamoto, (Springer-Verlag, Berlin, 2000).

[7] C. Van der Broeck, J. M. R. Parrondo, R. Toral, Phys.

Rev. Lett. 73, 3395 (1994).

[8] C. Van der Broeck, J. M. R. Parrondo, R. Toral, R. Kawai, Phys. Rev. E 55, 4084 (1997).

[9] S. E. Mangioni, R. R. Deza, R. Toral, H. S. Wio, Phys.

Rev. E 61, 223 (2000).

[10] D. J. Amit, Field Theory, the Renormalization Group, and Critical Phenomena (McGraw–Hill International Book Company, New York, 1978).

[11] S. F. Edwards, D. R. Wilkinson, Proc. R. Soc. A 381, 17 (1982).

[12] A. Mehta, G. C. Barker, Rep. Prog. Phys. 57, 383 (1994). [13] J.-P. Bouchaud, M. E. Cates, J. R. Prakash, S. F. Edwards J. Phys. I (France) 4, 1383 (1994).

[14] K. P. Hadeler, C. Kuttler, Granular Matter 2, 9 (1999). [15] P. Bak, K. Sneppen, Phys. Rev. Lett. 71, 4083 (1993). [16] T. Halpin-Healy, Y.-C. Zhang, Phys. Rep. 254, 215 (1995).

[17] A. Vespignani, S. Zapperi, Phys. Rev. Lett. 78, (1997) 4793; Phys. Rev. E 57, 6345 (1998).

[18] A. Vespignani, R. Dickman, M. A. Muñoz, S. Zapperi, Phys. Rev. Lett. 81, 5676 (1998); Phys. Rev. E 62, 4564 (2000).

[19] D. Dhar, R. Ramaswamy, Phys. Rev. Let. 63, 1659 (1989); D. Dhar, ibid. 64, 1613 (1991).

[20] L. Pietronero, A. Vespignani, S. Zapperi, Phys. Rev.

Lett. 72, 1690 (1994); Phys. Rev. E 51, 1711 (1995) .

[21] P. Bak, C. Tang, K. Wiesenfeld, Phys. Rev. Lett. 59, 381 (1987).

[22] L. P. Kadanoff, S. R. Nagel, L. Wu, S. Zhu, Phys. Rev.

A 39, 6524 (1989).

[23] P. Grassberger, S. S. Manna, J. Phys. (France) 51, 1077 (1990).

[24] T. Hwa, M. Kadar, Phys. Rev. A 45, 7002 (1992). [25] L. Gil, D. Sornette, Phys. Rev. Lett. 76, 3991 (1996). [26] J. Zinn–Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena (Clarendon Press, Oxford, 1994).

[27] S. F. Edwards, R. B. S. Oakeshott, Physica A 157, 1080 (1989).

[28] S. F. Edwards, in Granular Matter: An Interdisciplinary Approach, A. Metha, Ed. (Springer-Verlag, New-York, 1994).

[29] C. Tsallis, in Nonextensive Statistical Mechanics and its Applications, Lecture Notes in Physics, Abe S and Okamoto Y (Eds.) (Springer-Verlag, Heidelberg, 2001).

[30] G. M. Zaslavsky, Chaos 4, 25 (1994); Physica D 76, 110 (1994); A. I. Saichev, G. M. Zaslavsky, Chaos 7, 753 (1997).

[31] H. Risken, The Fokker–Plank equation (Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 1989).

[32] G. Haken, Synergetics, an Introduction (Springer, Berlin, 1983).

[33] A. Chessa, E. Marinari, A. Vespignani, S. Zapperi, Phys.

Rev. E 57, R6241 (1998).

[34] A. I. Olemskoi, A. V. Khomenko, JETP, 83, 1180 (1996). [35] A. I. Olemskoi, A. V. Khomenko, Phys. Rev. E 63, 036116 (2001).

[36] A. I. Olemskoi, JETP Lett. 71, 285 (2000). [37] J. -P. Bouchaud, A. Georges, Phys. Rep. 195, 127 (1991). [38] H. C. Fogedby, Phys. Rev. E 58, 1690 (1998). [39] D. H. Zanette, P. A. Alemany, Phys. Rev. Lett. 75, 366 (1995).

[40] Ostanniȷ stvor‚t~sffl zm˛nnimi golovnih r˛vnffln~. [41] A. I. Olemskoi, Theory of Structure Transformations in Non-Equilibrium Condensed Matter (NOVA Science, New-York, 1999).

O. ¨. OL˝MSKO„, D. O. HARQENKO

[42] D. Chowdhury, L. Santen, A. Schadschneider, Phys. Rep.

329, 199 (2000).

[43] Traffic and Granular Flow, edited by D. E. Wolf, M. Schreckenberg, A. Bachem (World Scientific, Singapore, 1996).

[44] Traffic and Granular Flow ’97 edited by M. Schreckenberg, D. E. Wolf (Springer, Singapore, 1998).

[45] S. M. de Oliveira, P. M. C. de Oliveira, D. Stauffer, Evolution, Maney, War and Computers (Teubner, Stuttgard, 1999).

[46] J. Voit, The Statistical Mechanics of Financial Markets (Berlin Heidelberg, Springrt, 2001).

[47] J. -P. Bouchaud, M. Potters, Theory of Financial Risks.

From Statistical Physics to Risk Management (Cambridge University Press, Cambridge, 1997).

[48] J. Kertész, I. Kondor, Econophysics: an Amerging Science (Kluwer, Dordrecht, 1998).

[49] G. Weisbuch, Complex System Dynamics (MA: Addison- Wesley, Reading, 1990).

[50] F. Schweitzer, Self-organization of Complex Systems:

from Individual to Collective Dynamics (Gordon and Breach, London, 1997).

[51] T. Halpin-Healy, Y.-C. Zhang, Phys. Rep. 254, 215 (1995).

THEORY OF SELF–SIMILAR STOCHASTIC SYSTEMS. PART II

A. I. Olemskoi, D. O. Kharchenko Sumy State University 2, Rimskiy-Korsakov Str., Sumy, UA–40007, Ukraine

We show that the description of the evolution of statistical moments, which are reduced to the order parameter, autocorrelator and response function yield to calculation of the average of the power-law function with a fractional exponent. Such a kind of calculation can be performed due to using of the self-similar properties of the system. In such a case the reversible transition “disorder–order–disorder” is observed when temperature is changed. Using the fractional Lorenz system with additive noises above mentioned scheme is applied to the problem of self–organized criticality. Conditions of the avalanche formation show that its behaviour depends on intensities of control parameter fluctuations in a critical manner. According to the phase diagram, a discontinues regime of self-organized criticality is realized if intensities of fluctuations of energy of avalanches and complexity of their ensemble pass to the critical magnitudes. The power-law distribution over the avalanche size is reproduced. Relations between the exponent of the size distribution, fractal dimension of phase space, characteristic exponent of multiplicative noise, dynamical exponents, and nonextensivity parameter are found.