ȷURNAL FIZIQNIH DOSLIDȷEN^ t. 7, ˝ 1 (2003) s. 27–39

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 7, No. 1 (2003) p. 27–39

VAR¨C¨„NE FORMUL“VANN „ SIMETR¨Õ RELTIV¨STIQNOGO NEDISIPATIVNOGO SUC¨L^NOGO SEREDOVIWA

V. ¨. Tretfflk ¨nstitut f˛ziki kondensovanih sistem NAN UkraÝni vul. Sv‚nc˛c~kogo, 1, L~v˛v, 79011, UkraÝna (Otrimano 11 grudnffl 2001 r.; v ostatoqnomu viglffld˛ — 26 bereznffl 2003 r.)

Sformul~ovano ta proanal˛zovano umovi Puankare-˛nvar˛fflntnosti var˛fflc˛ȷnogo opisu nedisipativnogo suc˛l~nogo seredoviwa. Vkazano zagal~nu strukturu funkc˛Ý Laİranıa, fflka zabezpequ‚ taku ˛nvar˛fflntn˛st~ ˛ zaleıit~ v˛d poh˛dnih ne viwe v˛d perxogo porffldku. Za dopomogo teoremi Neter otrimano 10 zakon˛v zbereıennffl, viglffld fflkih, zokrema, vstanovl‚ strukturu tenzora enerİ˛Ý-˛mpul~su sistemi. Obgovoreno pereh˛d v˛d laİranıevih do oȷlerovih zm˛nnih. Pokazano, fflk postulvannffl dodatkovih simetr˛ȷ dozvolffl‚ formulvati qastkov˛ model˛ relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa, zokrema g˛drodinam˛ku ta model~ ˛zotropnogo t˛la.

Klqov˛ slova: relffltiv˛stiqne suc˛l~ne seredoviwe, Puankare-˛nvar˛fflntn˛st~, var˛fflc˛ȷn˛ principi.

PACS number(s): 03.30.+p, 46.05.+b, 47.10.+g

I. VSTUP

Sprobi relffltiv˛stiqnogo uzagal~nennffl mehan˛ki suc˛l~nogo seredoviwa rozpoqalisffl maȷıe v˛drazu p˛slffl stvorennffl spec˛ffll~noÝ teor˛Ý v˛dnosnosti [1]. Perevaıno voni stosuvalisffl problem g˛drodinam˛ki ȷ bazuvalisffl fflk na fenomenolog˛qnih zasadah [2], tak ˛ na metodah ner˛vnovaınoÝ statistiqnoÝ mehan˛ki [3]. S~ogodn˛ relffltiv˛stiqna g˛drodinam˛ka ‚ povnopravnim ˛ glibokim rozd˛lom teoretiqnoÝ f˛ziki. Natom˛st~ relffltiv˛stiqn˛ uzagal~nennffl mehan˛ki deform˛vnogo tverdogo t˛la [4–6] v˛dom˛ nabagato menxe. Pevna fenomenolog˛qna model~ relffltiv˛stiqnogo disipativnogo kontinuumu, wo ne obmeıu‚t~sffl vipadkom r˛dini, zaproponovana u prac˛ [7] na baz˛ zagal~- nogo formal˛zmu Surȷo [8,9].

U c˛ȷ statt˛, fflka ne vihodit~ za meı˛ nedisipativnogo vipadku, rozglfflnuto var˛fflc˛ȷniȷ princip dlffl relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa, wo privodit~ do strukturi tenzora enerİ˛Ý-˛mpul~su, uzgodıenoÝ z rezul~tatom [7]. Proponovaniȷ tut fenomenolog˛qniȷ p˛dh˛d bliz~kiȷ do metod˛v laİranıevogo formulvannffl relffltiv˛stiqnoÝ teor˛Ý prfflmih m˛ıqastinkovih vza‚mod˛ȷ [10,11]. Vih˛dnim punktom sluıit~ vimoga Puankare-˛nvar˛fflntnosti, fflka formul‚t~sffl za dopomogo real˛zac˛Ý grupi Puankare peretvorennfflmi strumenevogo (jet-) prodovıennffl konf˛gurac˛ȷnogo prostoru sistemi. Vkazana vimoga viraıa‚t~sffl sistemo l˛n˛ȷnih diferenc˛ȷnih r˛vnffln~ perxogo porffldku dlffl funkc˛Ý Laİranıa L; ˛ ÝÝ vikonannffl privodit~, zg˛dno z teoremo Neter, do ˛snuvannffl 10 zakon˛v zbereıennffl, dozvolfflqi, zokrema, vivesti formu tenzora enerİ˛Ý-˛mpul~su. Dal˛ prodemonstrovano zastosuvannffl simetr˛ȷnogo p˛dhodu do formulvannffl konkretnih modeleȷ relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa — g˛drodinam˛ki ta ˛zotropnogo t˛la. Na v˛dm˛nu v˛d b˛l~xosti prac~ u c~omu naprfflmku, tut na samomu poqatku vikoristano trivim˛rniȷ p˛dh˛d u meıah mitt‚voÝ formi dinam˛ki. Var˛fflc˛ȷn˛ principi ta zakoni zbereıennffl sformul~ovano sperxu v laİranıevih zm˛nnih, a lixe pot˛m zd˛ȷsneno pereh˛d do zm˛nnih Oȷlera, wo ‚ populfflrn˛ximi, osoblivo v g˛drodinam˛c˛.

II. FUNKC¨ LAŢRAN”A

Priȷma‚mo, wo v poqatkoviȷ moment qasu suc˛l~ne seredoviwe (t˛lo) zaȷma‚ pevnu oblast~ O ⊂ R^3 z koordinatami ξ^i, i = 1, 2, 3 (zm˛nn˛ Laİranıa), fflk˛ sluıitimut~ dlffl ˛dentif˛kac˛Ý mater˛ffll~nih element˛v suc˛l~nogo seredoviwa. „ogo evolc˛ffl z qasom t opisu‚t~sffl sv˛tovo trubko — konİruenc˛‚ sv˛tovih l˛n˛ȷ u prostor˛ M˛nkovs~kogo M_4 z koordinatami x^ν, ν = 0, 1, 2, 3 [4]. Metriku v M_4 vibira‚mo u viglffld˛ ‖η_{μν}‖ = diag(−1, 1, 1, 1).

U meıah mitt‚voÝ formi dinam˛ki [10] parametriqne r˛vnfflnnffl c˛‚Ý trubki ma‚ viglffld { x^i = x^i(t, ξ), i = 1, 2, 3, x^0 = ct, (2.1)

de ξ ≡ (ξ^1, ξ^2, ξ^3), priqomu

x^i(0, ξ) = ξ^i. (2.2)

Zruqno vvaıati, wo xukan˛ funkc˛Ý x^i(t, ξ) viznaqat~sffl perer˛zami F → E defflkoÝ lokal~no triv˛ffll~noÝ v’fflzki (bundle) π: E → F, fflka v lokal~nih koordinatah viglfflda‚ tak: π : (t, ξ^i, x^i) → (t, ξ^i). (2.3)

Priȷma‚mo, wo mnoıina M perer˛z˛v v’fflzki π, fflk˛ opisut~ ruh naxoÝ sistemi na qasovomu ˛nterval˛ I ⊂ R, moıe buti viznaqena z umovi stac˛onarnosti funkc˛onala I = ∫ I dt ∫ O d^3ξ L, (2.4)

de funkc˛ffl Laİranıa L : J^1π → R zadana na mnogovid˛ J^1π 1-strumen˛v v’fflzki π. Koordinatami c~ogo mnogovidu sluıat~ veliqini (t, ξ^i, x^i, v^i, x^i_j), (2.5) oznaqen˛ tak, wo na perer˛z˛, fflkiȷ v˛dpov˛da‚ funkc˛Ý x^i(t, ξ), znaqennffl v^i ta x^i_j ‚ ÝÝ perximi poh˛dnimi za t ˛ ξ^j, v˛dpov˛dno:

v^i = ∂x^i(t, ξ) ∂t , x^i_j = ∂x^i(t, ξ) ∂ξ^j (2.6)

(b˛l~xe tehn˛qnih detaleȷ moına znaȷti v [12,13]). Zauvaıimo v˛drazu, wo v relffltiv˛stiqn˛ȷ mehan˛c˛ sistemi qastinok pripuwennffl, wo laİranı˛ffln L zadano na J^1π, privodit~ do triv˛ffll~nogo rezul~tatu [10,11,14], ˛ neobh˛dno rozglffldati laİranı˛fflni na J^∞π, zaleın˛ v˛d poh˛dnih bezmeıno visokogo porffldku. U mehan˛c˛ suc˛l~nogo seredoviwa, fflk bude vidno dal˛, situac˛ffl znaqno l˛pxa.

Mnoıina M stac˛onarnih perer˛z˛v dlffl funkc˛onala (2.4) viznaqa‚t~sffl r˛vnfflnnfflmi Oȷlera– Laİranıa ∂L ∂x^i − D_t ∂L ∂v^i − D_j ∂L ∂x^i_j = 0, (2.7)

de vektorn˛ polffl D_t ˛ D_j — operatori “povnih poh˛dnih” za t ta ξ^j , v˛dpov˛dno:

D_t = ∂ ∂t + v^i ∂ ∂x^i + v^i_t ∂ ∂v^i + x^i_{jt} ∂ ∂x^i_j + . . . ,

D_j = ∂ ∂ξ^j + x^i_j ∂ ∂x^i + v^i_j ∂ ∂v^i + x^i_{kj} ∂ ∂x^i_k + . . . , (2.8)

v^i_t = ∂v^i ∂t , v^i_j = ∂v^i ∂ξ^j ,

x^i_{jt} = ∂^2x^i ∂t∂ξ^j , x^i_{kj} = ∂^2x^i ∂ξ^k∂ξ^j . (2.9)

Formulvannffl umov relffltiv˛stiqnoÝ ˛nvar˛fflntnosti vimaga‚ oznaqennffl d˛Ý grupi Puankare — grupi simetr˛Ý zamknenih relffltiv˛stiqnih sistem — u prostor˛ J^1π, u fflkomu zadana funkc˛ffl Laİranıa. Dlffl c~ogo, fflk ˛ v mehan˛c˛ sistemi qastinok [10,11,14], pobudu‚mo spoqatku real˛zac˛ algebri L˛ grupi Puankare dotiqnimi vektornimi polfflmi. C˛lkom analog˛qno do diskretnogo vipadku oznaqimo polffl, wo v˛dpov˛dat~ qasovim (H) ˛ prostorovim (P_i) translfflc˛fflm, prostorovim povorotam (J_i) ta peretvorennfflm Lorenca (K_i), formulami:

H = D_t − ∂ ∂t , (2.10)

P_i = ∂ ∂x^i , (2.11)

J_i = ϵ_{ijk} ( x^j ∂ ∂x_k + v^j ∂ ∂v_k + x^j_l ∂ ∂x_{kl} + · · · ) , (2.12)

K_i = ( −tδ^j_i + 1 c^2 x_iv^j ) ∂ ∂x^j + [ D_t ( −tδ^j_i + 1 c^2 x_iv^j )] ∂ ∂v^j + [ D_k ( −tδ^j_i + 1 c^2 x_iv^j )] ∂ ∂x^j_k + · · · . (2.13)

Trivim˛rn˛ ˛ndeksi i, j, k . . . p˛dn˛mat~sffl ta opuskat~sffl dekartovo metriko η_{ij} = δ_{ij} , tak wo, napriklad,

x_{kl} = δ_{ki} ∂x^i ∂ξ^l = δ_{ki}x^i_l; (2.14)

ϵ_{ijk} — antisimetriqniȷ tenzor Lev˛–Q˛v˛ta.

Legko perekonatisffl, wo vektorn˛ polffl (2.10)–(2.13) d˛ȷsno zadovol~nfflt~ komutac˛ȷn˛ sp˛vv˛dnoxennffl algebri L˛ grupi Puankare. Voni ne d˛t~ na baz˛ F v’fflzki π (tobto na zm˛nn˛ t, ξ), zadaqi t. zv. vertikal~nu real˛zac˛ algebri Puankare.

Neznaqna modif˛kac˛ffl operator˛v H ˛ K_i,

H → Ĥ = H − D_t = − ∂ ∂t , (2.15)

K_i → K̂_i = K_i − 1 c^2 x_iD_t =

= −tP_i − x_i c^2 ∂ ∂t + ( −δ^j_i + v_iv^j c^2 ) ∂ ∂v^j + 1 c^2 x_{ik}v^j ∂ ∂x^j_k + · · · , (2.16)

fflka ne vpliva‚ na Ýhn˛ komutac˛ȷn˛ sp˛vv˛dnoxennffl, privodit~ do 10 operator˛v (2.11), (2.12), (2.15), (2.16), wo İenerut~ strumeneve prodovıennffl peretvoren~ total~nogo prostoru E v’fflzki π. C˛ peretvorennffl otrimut~sffl prostim ˛nteİruvannfflm v˛dpov˛dnih r˛vnffln~ L˛ ta mat~ viglffld: – dlffl qasovih translfflc˛ȷ e^{τĤ} : (t, x^i) → (t − τ, x^i); (2.17)

– dlffl prostorovih translfflc˛ȷ

e^{αiPi} : (t, x^i) → (t, x^i + α^i); (2.18)

– dlffl prostorovih povorot˛v e^{θiJi} : (t, x^i) → (t, R^i_j(θ)x^j ), (2.19) de R^i_j (θ) — ortoİonal~na matricffl;

δ_{kl}R^k_iR^l_j = δ_{ij} ; (2.20)

– dlffl peretvoren~ Lorenca e^{λi Ki} : (t, x^i) → (t^′, x^{i′} ), (2.21) de t^′ = Γ ( t − V_i c^2 x^i ) ,

x^{i′} = x^i +

Γ^2 1 + Γ V^iV_k c^2 x^k − tV^iΓ ≡ A^i_k(V )x^k − tV^iΓ, Γ ≡ 1 √ 1 − V^2/c^2

(2.22)

˛ zam˛st~ kanon˛qnogo parametra λ vikoristano veliqinu V — xvidk˛st~ sistemi v˛dl˛ku, wo pov’fflzana z λ sp˛vv˛dnoxennfflm V c = λ |λ| th|λ|. (2.23)

V˛dznaqimo, wo vs˛ vektorn˛ polffl (2.10)–(2.16) ne d˛- t~ na koordinatu ξ. Legko perekonatisffl za dopomogo (2.1), wo peretvorennffl (2.17)–(2.22) privodfflt~ do zviqaȷnih peretvoren~ grupi Puankare u prostor˛ M˛nkovs~kogo. Navpaki, vihodfflqi z ostann˛h, moına priȷti do İenerator˛v (2.10)–(2.13) zviqnimi dlffl relffltiv˛stiqnoÝ mehan˛ki m˛rkuvannfflmi [10,11].

Dostatn~o umovo ˛nvar˛fflntnosti mnoıini M rozv’fflzk˛v r˛vnffln~ Oȷlera–Laİranıa (2.7) ‚ ˛nvar˛- fflntn˛st~ funkc˛onala d˛Ý (2.4) abo “˛nvar˛fflntn˛st~ z toqn˛st do povnoÝ poh˛dnoÝ” v˛dpov˛dnoÝ funkc˛Ý La- İranıa [15–17]. Toı umovi Puankare-˛nvar˛fflntnosti var˛fflc˛ȷnogo opisu relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa formul‚mo za dopomogo İenerator˛v (2.10)–(2.13) u viglffld˛ sistemi l˛n˛ȷnih diferenc˛ȷnih r˛vnffln~ perxogo porffldku dlffl funkc˛Ý Laİranıa L: HL = D_μΩ^μ_0 , P_iL = D_μΩ^{μT}_i , J_iL = D_μΩ^{μR}_i , (2.24)

K_iL = D_μΩ^{μL}_i , D_0 ≡ D_t, (2.25)

de Ω — defflk˛ funkc˛Ý, fflk˛, analog˛qno do diskretnogo vipadku [10,11,14], moına vibrati u viglffld˛

Ω^{μT}_i = 0, Ω^{μR}_i = 0, Ω^i_0 = 0, Ω^{jL}_i = 0, (2.26)

Ω^0 = L, Ω^{0L}_i = c^{−2}x_iL. (2.27)

Tod˛ r˛vnfflnnffl (2.24), (2.25) nabirat~ formi ∂L ∂t = 0, ∂L ∂x^i = 0, (2.28)

ϵ_{ijk} ( v^j ∂L ∂v_k + x^j_l ∂L ∂x_{kl} ) = 0, (2.29)

K̂_iL = c^{−2}v_iL. (2.30)

Znaȷdemo Ýh zagal~niȷ rozv’fflzok. Z (2.28) vipliva‚, wo L ne m˛stit~ t ˛ funkc˛ȷ x^i. Umovu (2.30) z urahuvannfflm (2.28) zapisu‚mo tak: ( −δ^j_i + v_iv^j c^2 ) ∂L ∂v^j + 1 c^2 x_{ik}v^j ∂L ∂x^j_k − v_i c^2

L = 0. (2.31)

P˛dstavlfflnnffl L = −F √ 1 − v^2/c^2 (2.32)

zniwu‚ u (2.31) qlen, proporc˛ȷniȷ do L, privodfflqi do r˛vnffln~, odnor˛dnih za poh˛dnimi v˛d novoÝ nev˛domoÝ funkc˛Ý F : K̂_iF ≡ ( −δ^j_i + v_iv^j c^2 ) ∂F ∂v^j + 1 c^2 x_{ik}v^j ∂F ∂x^j_k = 0. (2.33)

Umovami Ýh sum˛snosti sluıit~ vimoga obertovoÝ ˛nvar˛fflntnosti (2.29). V˛dnotu‚mo, wo stosovno povorot˛v, İenerovanih vektornim polem (2.12), veliqini v^i ta x^i_k peretvort~sffl odnakovo — fflk komponenti 3-vektor˛v za ˛ndeksom i. Odnor˛dn˛st~ operatora K̂_i za x^i_k dozvolffl‚ xukati qastkov˛ rozv’fflzki r˛vnfflnnffl (2.33) u viglffld˛ obertovo-˛nvar˛fflntnih viraz˛v

g_{kl} = x^i_kx^j_lB_{ij} (v) (2.34)

z defflko matrice B_{ij} (v), zaleıno v˛d xvidkosti v^i. ˝dino sensovno strukturo simetriqnoÝ matric˛ B_{ij}, fflku moına pobuduvati z v^i, ‚

B_{ij} = b_1δ_{ij} + b_2v_iv_j , (2.35)

de b_1, b_2 — funkc˛Ý v˛d v^2. Ma‚mo

K̂_ig_{kl} = x^m_kx^n_l ( −δ^j_i + v_iv^j c^2 ) ∂B_{mn} ∂v^j + v^j c^2

(x_{ik}x^m_lB_{jm} + x_{il}x^m_kB_{mj} ) (2.36)

= x^m_kx^n_l {( −δ^j_i + v_iv^j c^2 ) ∂B_{mn} ∂v^j + v^j c^2 (δ_{im}B_{jn} + δ_{in}B_{jm}) } .

Umova obertannffl v nul~ f˛gurnoÝ duıki dozvolffl‚ viznaqiti funkc˛Ý b_1, b_2 z (2.35), a otıe, ˛ matric B_{ij} : B_{ij} = δ_{ij} + v_iv_j c^2 − v^2

= δ_{ij} + γ^2 v_iv_j c^2 , γ ≡ 1 √ 1 − v^2/c^2

. (2.37)

Takim qinom, zg˛dno z zagal~nim pravilom rozv’fflzuvannffl r˛vnffln~ u qastkovih poh˛dnih perxogo porffldku (div. [15,18]), zagal~nim rozv’fflzkom r˛vnfflnnffl (2.33) bude dov˛l~na funkc˛ffl 9-ti veliqin g_{kl}, ξ^i:

F = F (g_{kl}, ξ^i). (2.38)

U nerelffltiv˛stiqnomu nabliıenn˛ funkc˛ffl Laİranıa deform˛vnogo tverdogo t˛la v laİranıevih koordinatah ‚ tako: [19,20]

L^{(0)} = ρ_0(ξ) [ 1 2 v^2 − u^{(0)} ( g^{(0)}_{kl} , ξ^i )] , (2.39)

de ρ_0(ξ) — rozpod˛l gustini v poqatkoviȷ moment qasu ˛ u^{(0)} — nerelffltiv˛stiqna gustina vnutr˛xn~oÝ enerİ˛Ý t˛la, viraıena v term˛nah tenzora deformac˛Ý g^{(0)}_{kl} = δ_{ij} x^i_kx^j_l. Umova uzgodıenosti z nerelffltiv˛stiqnim nabliıennfflm p˛dkazu‚ takiȷ vib˛r zagal~noÝ strukturi laİranı˛fflna relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa:

L = −ρ_0(ξ)(c^2 + u) √ 1 − v^2/c^2, (2.40)

de u — gustina vnutr˛xn~oÝ enerİ˛Ý t˛la,

u = u(g_{kl}, ξ^i), (2.41)

fflka ‚ lorencovim skalfflrom:

K̂_iu = 0. (2.42)

Veliqina g_{kl}, oznaqena formulami (2.34), (2.37), u nerelffltiv˛stiqnomu nabliıenn˛ zb˛ga‚t~sffl z tenzorom deformac˛Ý g^{(0)}_{kl} = δ_{ij}x^i_kx^j_l ˛ moıe rozglffldatisffl fflk relffltiv˛stiqna m˛ra deformac˛Ý t˛la. Tenzor B_{ij} , fflkiȷ viznaqa‚ faktiqno v˛dhilennffl g_{kl} v˛d g^{(0)}_{kl} , ma‚ nizku c˛kavih vlastivosteȷ: ( δ^j_i − v_iv^j c^2 ) B_{jk} = δ_{ik}, (2.43)

A^i_k(v)A^k_j(v) = B^i_j , (2.44)

de A^i_k(V ) — tenzor, wo vhodit~ u peretvorennffl Lorenca (2.22) (ȷogo vlastivost˛ dokladno obgovoren˛, napriklad, u prac˛ [21]). Druge ˛z cih sp˛vv˛dnoxen~ pokazu‚, wo g_{kl} moına podati tak:

g_{kl} = δ_{ij} y^i_ky^j_l, (2.45)

de veliqini

y^i_k ≡ A^i_j (v)x^j_k (2.46)

v˛dr˛znfflt~sffl v˛d zviqaȷnih komponent tenzora distors˛Ý x^i_k (matriqnim) mnoınikom, wo harakterizu‚ lorenceve skoroqennffl ruhomih ob’‚kt˛v. Formula (2.43) zasv˛dqu‚, wo g_{kl} zb˛ga‚t~sffl z relffltiv˛stiqno m˛ro deformac˛Ý, vvedeno u prac˛ [7]. Tam ıe obgovoreno ÝÝ f˛ziqniȷ zm˛st: dlffl sv˛tovih l˛n˛ȷ bliz~kih mater˛ffll~nih element˛v ξ ta ξ + dξ vona harakterizu‚ veliqinu 4-˛ntervalu m˛ı toqkami cih l˛n˛ȷ, wo leıat~ na g˛perplowin˛, ortoİonal~n˛ȷ (u sens˛ prostoru M˛nkovs~kogo) do 4-vektora xvidkosti

û^μ = γ(c, v); û^μû_μ = −c^2. (2.47)

Vislovlqis~ po-˛nxomu, g_{kl} por˛vn‚ veliqinu poqatkovogo ˛ntervalu δ_{ij}dξ^idξ^j z prostorovim ˛ntervalom m˛ı toqkami sv˛tovih l˛n˛ȷ element˛v ξ ta ξ + dξ, odnoqasnimi z poglffldu suputn~oÝ sistemi v˛dl˛ku, xvidk˛st~ fflkoÝ dor˛vn‚ xvidkost˛ elementa ξ u moment vim˛rvannffl.

k ˛ sl˛d bulo spod˛vatisffl, zaleın˛st~ u v˛d entrop˛Ý s moına vvesti lixe tod˛, koli ostannffl, viraıena v laİranıevih koordinatah, ne zaleıit~ v˛d t:

s = s(ξ). (2.48)

Tod˛ moına poklasti u = u(g_{kl}, s, ξ). (2.49)

Pri c~omu, zviqaȷno, fflk vipliva‚ z (2.16), entrop˛ffl bude skalfflrom wodo peretvoren~ Lorenca:

K̂_is = 0. (2.50)

Ce ı stosu‚t~sffl ȷ temperaturi, oznaqenoÝ sp˛vv˛dnoxennfflm θ = ∂u ∂s (2.51)

(div. (2.42)). Takim qinom, θ — ce temperatura, vim˛rfflna termometrom, wo ruha‚t~sffl razom z t˛lom [2].

Ukaıemo we viglffld funkc˛Ý Laİranıa (2.40) v oȷlerovih zm˛nnih. kwo v oblast˛ I × O viznaqnik

Δ ≡ det‖x^i_j ‖ (2.52)

ne dor˛vn‚ nulev˛, to sp˛vv˛dnoxennffl x^i = x^i(t, ξ) moına obernuti, viraıaqi ξ qerez t, x. Vikoristovuqi c˛ virazi, us˛ rozglfflnut˛ veliqini v^i, x^i_j, . . . moına vvaıati funkc˛fflmi zm˛nnih Oȷlera t, x. Tod˛ vektor xvidkosti v(t, x) İeneruvatime ruh zg˛dno z r˛vnfflnnfflm L˛ dx dt = v(t, x), (2.53)

fflke sl˛d ˛nteİruvati z poqatkovo umovo (2.2). V˛dpov˛dno do zagal~nih pravil zv’fflzku m˛ı funkc˛- fflmi Laİranıa v laİranıevih ta oȷlerovih zm˛nnih [19,20], ma‚mo

L_{Euler} = Δ^{−1}L_{Lagrange}, (2.54)

de Δ — fflkob˛ffln perehodu, oznaqeniȷ formulo (2.52). Poznaqaqi ρ ≡ ρ_0 √ 1 − v^2/c^2 Δ^{−1}, (2.55)

otrimu‚mo

L_{Euler} = −ρ(c^2 + u), (2.56)

de vs˛ veliqini u ρ ta u vvaıat~sffl viraıenimi v term˛nah funkc˛ȷ ξ^i(t, x), obernenih do (2.1), ta Ýh poh˛dnih za t ˛ x^i.

III. TENZOR ENERŢ¨Õ-¨MPUL^SU

Vaılivo riso laİranıevogo formal˛zmu ‚ moıliv˛st~ otrimuvati zakoni zbereıennffl (r˛vnfflnnffl neperervnosti) z umov ˛nvar˛fflntnosti za dopomogo teoremi Neter. Tak, u naxomu vipadku ˛nvar˛fflntnost˛ wodo 10-parametriqnoÝ grupi peretvoren~ (2.17)–

(2.22) v˛dpov˛da‚ 10 r˛vnosteȷ nulev˛ povnih diver- İenc˛ȷ:

qasovim translfflc˛fflm —

D_tE + D_iΠ^i = 0; (3.1) E = v^i ∂L ∂v^i − L, Π^i = v^j ∂L ∂x^j_i ; (3.2)

prostorovim translfflc˛fflm —

D_tP_i + D_j P_i^j = 0, (3.3)

P_i = ∂L ∂v^i , P_i^j = ∂L ∂x^i_j ; (3.4)

prostorovim povorotam —

D_tJ_i + D_j J_i^j = 0, (3.5)

J_i = ϵ_{ijk}x^j P^k, J_i^j = ϵ_{ikl}x^kP^{lj} ; (3.6)

peretvorennfflm Lorenca —

D_tK_i + D_j K_i^j = 0, (3.7)

K_i = −tP_i + 1 c^2 x_iE, K_i^j = −tP_i^j + 1 c^2 x_iΠ^j . (3.8)

V˛dnotu‚mo, wo sp˛vv˛dnoxennffl (3.3) prosto zb˛gat~sffl z r˛vnfflnnfflmi ruhu (2.7).

Zakoni zbereıennffl (3.1)–(3.8) varto teı podati v oȷlerovih zm˛nnih (t, x^i). Sp˛vv˛dnoxennffl

D_tf_t + D_jf^j = 0 (3.9)

u term˛nah (t, x^i) nabira‚ viglffldu

∂_tf_t + v^i∂_if_t + x^i_j∂_if^j = 0, (3.10)

de qerez ∂_t, ∂_i poznaqeno poh˛dn˛ za t, x^i v˛d funkc˛ȷ, viraıenih v oȷlerovih zm˛nnih. Vid˛lfflqi povnu diverİenc˛, ma‚mo

∂_tf_t + ∂_i ( v^if_t + x^i_jf^j ) − f_t∂_iv^i − f^j ∂_ix^i_j = 0. (3.11)

Urahovuqi totoınost˛

∂_iv^i = 1 Δ D_tΔ = −ΔD_t 1 Δ = −Δ(∂_t + v^i∂_i) 1 Δ , ∂_ix^i_j = 1 Δ D_j Δ = −ΔD_j 1 Δ = −Δx^i_j∂_i 1 Δ , (3.12)

moına perepisati (3.11) fflk

Δ { ∂_t f_t Δ + ∂_i 1 Δ ( v^if_t + x^i_j f^j ) } = 0. (3.13)

Takim qinom, nasl˛dkom sp˛vv˛dnoxen~ (3.9) u laİranıevih zm˛nnih (t, ξ) za umovi Δ ≠ 0 ‚ r˛vnost˛

∂_μf̃^μ = 0 (3.14)

v oȷlerovih zm˛nnih (t, x). Tut ∂_0 = c^{−1}∂_t˛

f̃^0 = c f^t Δ , f̃^i = 1 Δ ( v^if_t + x^i_jf^j ) . (3.15)

Pri c~omu funkc˛Ý f_t, f^i, v^i, x^i_j pripuska‚mo viraıenimi v term˛nah (t, x^i).

Oderıaniȷ rezul~tat dozvolffl‚ sformuvati z veliqin (3.2), (3.4) simetriqniȷ tenzor enerİ˛Ý-˛mpul~su T^{μν} , wo zadovol~nffl‚ r˛vnfflnnffl neperervnosti

∂_νT^{μν} = 0. (3.16)

„ogo komponenti ‚ takimi:

T^{00} = E Δ , T^{0i} = 1 sΔ ( v^iE + x^i_j Π^j ) , (3.17)

T^{i0} = s Δ P^i, T^{ij} = 1 Δ ( v^iP^j + x^i_kP^{jk} ) . (3.18)

Pri c~omu umovi Puankare-˛nvar˛fflntnosti zabezpequt~ ȷogo simetriqn˛st~: legko perekonatisffl, wo umova obertovoÝ ˛nvar˛fflntnosti (2.29) privodit~ do

T^{ij} = T^{ji}, (3.19)

a ˛nvar˛fflntn˛st~ wodo peretvoren~ Lorenca, zg˛dno z (2.31), — do

T^{0i} = T^{i0}. (3.20)

Z formuli (2.40) dlffl funkc˛Ý Laİranıa ma‚mo:

P_i = ∂L ∂v^i = ρ_0 c^2 + u √ 1 − v^2/c^2 v_i c^2 − ρ_0 ∂u ∂v^i √ 1 − v^2/c^2, (3.21)

P_i^j = ∂L ∂x^i_j = −ρ_0 ∂u ∂x^i_j √ 1 − v^2/c^2, (3.22)

E = ρ_0 c^2 + u √ 1 − v^2/c^2 − ρ_0v^i ∂u ∂v^i √ 1 − v^2/c^2. (3.23)

Vikoristovuqi oznaqennffl (2.55), komponenti (3.17), (3.18) tenzora enerİ˛Ý-˛mpul~su moına podati tak:

T^{00} = ρ c^2 + u 1 − v^2/c^2 − ρv^i ∂u ∂v^i , (3.24)

T^{0i} = ρ c^2 + u 1 − v^2/c^2 v^i c − cρ ∂u ∂v_i , (3.25)

T^{ij} = ρ c^2 + u 1 − v^2/c^2 v^iv^j c^2 − ρ ( x^i_k ∂u ∂x_{jk} + v^i ∂u ∂v_j ) . (3.26)

Poznaqmo ρ ( x^i_k ∂u ∂x_{jk} + v^i ∂u ∂v_j ) ≡ σ^{ij}. (3.27)

Z r˛vnfflnnffl (2.33), fflke zadovol~nffl‚ funkc˛ffl u, vipliva‚, wo ρ ∂u ∂v_i = 1 c^2 v_jσ^{ji}; (3.28)

simetr˛ffl tenzora σ^{ij} ‚ prfflmim nasl˛dkom obertovoÝ ˛nvar˛fflntnosti funkc˛Ý u. Takim qinom, komponenti tenzora enerİ˛Ý-˛mpul~su deform˛vnogo tverdogo t˛la nabuvat~ standartnogo viglffldu [2,7]:

T^{00} = ρ c^2 + u 1 − v^2/c^2 − 1 c^2 v_iv_jσ^{ij} ,

T^{0i} = ρ c^2 + u 1 − v^2/c^2 v^i c − 1 c v_jσ^{ij} , (3.29)

T^{ij} = ρ c^2 + u 1 − v^2/c^2 v^iv^j c^2 − σ^{ij}.

Legko perekonatisffl u vikonann˛ sp˛vv˛dnoxen~ [2]

T^{μν}û_ν = −ρ(c^2 + u)û^μ,

T^{μν}û_μû_ν = c^2ρ(c^2 + u), (3.30)

de 4-xvidk˛st~ û^μ oznaqena formulo (2.47).

Zakoni zbereıennffl (3.5), (3.7) fflvno formut~sffl v zakon zbereıennffl momentu

M^{σμν} = x^σT^{μν} − x^μT^{σν} ; (3.31)

∂_ν M^{σμν} = 0, (3.32)

vikonannffl fflkogo ‚ prostim nasl˛dkom simetr˛Ý T^{μν} . Narext˛, oqevidn˛ r˛vnost˛

D_tρ_0(ξ) = 0, D_ts(ξ) = 0 (3.33)

privodfflt~ do zakon˛v zbereıennffl qisla qastinok ta entrop˛Ý v oȷlerovih zm˛nnih:

∂_μn^μ = 0, n^μ = ρû^μ; (3.34)

∂_μs^μ = 0, s^μ = ρsû^μ; (3.35)

de ρ oznaqeno formulo (2.55).

P˛dstavivxi komponenti (3.29) u r˛vnfflnnffl (3.16), otrima‚mo (div. [7]): ∂_t [ ργ^2(c^2 + u) − c^{−2}σ^{ij} v_iv_j ] +∂_i [ ργ^2(c^2 + u)v^i − v_j σ^{ij} ] = 0, (3.36) ∂_t [ ργ^2(c^2 + u)v^i − σ^{ij}v_j ] +∂_j [ ργ^2(c^2 + u)v^iv^j − c^2σ^{ij} ] = 0. (3.37)

Qleni cih r˛vnffln~, wo ne m˛stfflt~ σ^{ij}, moına peretvoriti za dopomogo formuli (3.34):

∂_tργ^2(c^2 + u) + ∂_iργ^2(c^2 + u)v^i = ∂_μγ(c^2 + u)n^μ

= n^μ∂_μγ(c^2 + u) = ργDγ(c^2 + u), (3.38)

∂_tργ^2(c^2 + u)v^i + ∂_j ργ^2(c^2 + u)v^iv^j = ∂_μγ(c^2 + u)v^in^μ

= n^μ∂_μγ(c^2 + u)v^i = ργDγ(c^2 + u)v^i, (3.39)

de D — operator D_t, viraıeniȷ u term˛nah (t, x^i):

D ≡ ∂ ∂t + v^i ∂ ∂x^i . (3.40)

Tod˛ r˛vnfflnnffl (3.36), (3.37) nabirat~ viglffldu [7] ργD [ γ(c^2 + u) ] = ∂_iσ^{ij} v_j + 1 c^2

∂_tσ^{ij} v_iv_j, (3.41) ργD [ γ ( 1 + u c^2 ) v^i ] = ∂_jσ^{ij} + 1 c^2

∂_tσ^{ij}v_j . (3.42)

Domnoıivxi r˛vnfflnnffl (3.42) skalfflrno na v^i ta vrahuvavxi (3.41), oderıu‚mo

ργ(c^2 + u)Dγ = γ^2 { v_i ( ∂_j σ^{ij} + 1 s^2 ∂_tσ^{ij}v_j )

− v^2 c^2 ( ∂_iσ^{ij}v_j + 1 c^2 ∂_tσ^{ij}v_iv_j )} . (3.43)

Za dopomogo c~ogo sp˛vv˛dnoxennffl podamo (3.41) fflk [7]

ρDu = σ^{ij} ( ∂_iv_j + 1 c^2 v_j∂_tv_i ) . (3.44)

R˛vnfflnnffl (3.42), (3.44), (3.34), (3.35) skladat~ sistemu r˛vnffln~ ruhu nedisipativnogo relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa. U nerelffltiv˛stiqnomu nabliıenn˛ r˛vnfflnnffl (3.42), (3.44) zvodfflt~sffl do standartnoÝ formi [19] ρDv^i = ∂_j σ^{ij}, ρDu = σ^{ij}∂_iv_j . (3.45)

Rozglffln~mo dokladn˛xe relffltiv˛stiqniȷ tenzor napruıen~ σ^{ij} , oznaqeniȷ formulo (3.27). Funkc˛ffl u zaleıit~ v˛d x^i_k, v^i lixe qerez g_{kl}. Zg˛dno z (2.34) ma‚mo ∂g_{kl} ∂x^i_j = (δ_{jk}x^m_l + δ_{jl}x^m_k) B_{mi}, (3.46) ∂g_{kl} ∂v^i = x^m_kx^n_l ∂B_{mn} ∂v^i . (3.47)

Osk˛l~ki, fflk vipliva‚ z (2.37) ˛ (2.43), ∂B_{mn} ∂v^i = 1 c^2 v^j (B_{mi}B_{jn} + B_{ni}B_{jm}) , (3.48)

formula (3.47) nabira‚ viglffldu ∂g_{kl} ∂v^i = 1 c^2 x^m_kx^n_lv^j (B_{mi}B_{jn} + B_{ni}B_{jm}) , (3.49)

˛ dlffl virazu, wo viznaqa‚ σ_{ij}, zg˛dno z (3.27), matimemo x_{ik} ∂u ∂x^j_k + v_i ∂u ∂v^j = {(x_{ik}x^m_l + x_{il}x^m_k) B_{mj}

+ 1 c^2 x^m_kx^n_lv_iv^p(B_{mp} B_{jn} + B_{mj} B_{np}) } ∂u ∂g_{kl} = x^m_kx^n_l { B_{mj} ( δ_{in} + 1 c^2 v_iv^pB_{np} )

+B_{nj} ( δ_{im} + 1 c^2 v_iv^pB_{mp} )} ∂u ∂g_{kl} . (3.50)

Urahovuqi, wo, fflk vipliva‚ z (2.37) abo (2.43), δ_{ij} + 1 c^2 v_j v^kB_{ik} = B_{ij} , (3.51)

moıemo, vikoristovuqi simetr˛ g_{kl}, zapisati σ_{ij} = 2ρ ∂u ∂g_{kl} x^m_kx^n_lB_{mi}B_{nj} . (3.52)

Ce dozvolffl‚ rozglffldati σ_{ij} fflk relffltiv˛stiqne uzagal~nennffl tenzora napruıen~ Kox˛. kwo oznaqiti σ̄^{kl} ≡ 2ρ ∂u ∂g_{kl} , (3.53) to oderıimo

σ_{ij} = σ̄^{kl}x^m_kx^n_lB_{mi}B_{nj} . (3.54)

Za dopomogo woȷno vvedenih veliqin (3.53) moına podati trohi po-˛nxomu r˛vnfflnnffl (3.44) dlffl vnutr˛xn~oÝ enerİ˛Ý. Rozrahuȷmo povnu poh˛dnu za t v˛d g_{kl}. U laİranıevih koordinatah, vikoristovuqi formulu (3.48), ma‚mo:

D_tg_{kl} = ( ∂^2x^m ∂t∂ξ^k x^n_l +

∂^2x^n ∂t∂ξ^l x^m_k ) B_{mn}

+x^m_kx^n_l ∂B_{mn} ∂v^i D_tv^i = ( ∂v^m ∂ξ^k x^n_l + ∂v^n ∂ξ^l x^m_k ) B_{mn}

+ 1 c^2 x^m_kx^n_lv^j (B_{mi}B_{nj} + B_{mj} B_{ni})D_tv^i. (3.55)

Pereh˛d do oȷlerovih koordinat da‚

Dg_{kl} = ( ∂v^m ∂x^j x^j_kx^n_l + ∂v^n ∂x^j x^j_lx^m_k ) B_{mn} + 1 c^2 x^m_kx^n_lv^j (B_{mi}B_{nj} + B_{mj} B_{ni}) ( ∂v^i ∂t + v^q ∂v^i ∂x^q )

= x^m_kx^n_l { 1 c^2 (B_{mi}B_{nj} + B_{mj} B_{ni})v^j ∂v^i ∂t + ∂v^i ∂x^j [( δ_{mj} + 1 c^2 v_j v^q B_{qm} ) B_{in} + ( δ_{nj} + 1 c^2 v_j v^q B_{qn} ) B_{im} ]} (3.56)

abo, vrahovuqi (3.51), Dg_{kl} = x^m_kx^n_l(B_{mi}B_{nj} + B_{mj} B_{ni}) × ( ∂v^j ∂x_i + 1 c^2 v^j ∂v^i ∂t ) . (3.57)

Por˛vnfflnnffl (3.54) ˛ (3.57) pokazu‚, wo r˛vnfflnnffl (3.44) moına zapisati tak: ρDu = 1 2 σ̄^{kl}Dg_{kl}, (3.58) wo viraıa‚ perxiȷ zakon termodinam˛ki dlffl ad˛fflbatiqnogo ruhu relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa.

Zauvaıimo, wo laİranı˛fflnom (2.40) moına formal~no koristuvatisffl ˛ v disipativnomu vipadku, vvaıaqi u formul˛ (2.49) gustinu entrop˛Ý s zadano¸ funkc˛‚ qasu:

s = s(t, ξ). (3.59)

Ce poruxit~ ˛nvar˛fflntn˛st~ wodo qasovih translfflc˛ȷ (2.17) ˛ peretvoren~ Lorenca (2.22), tak wo zakoni zbereıennffl (3.1), (3.7), fflk˛ v˛dpov˛dat~ tak˛ȷ ˛nvar˛- fflntnost˛, peretvorfflt~sffl v balansov˛ sp˛vv˛dnoxennffl: u Ýhn˛h pravih qastinah z’fflvlfflt~sffl virazi −∂L/∂t ta −c^{−2}x_i∂L/∂t v˛dpov˛dno. Osk˛l~ki, fflk vipliva‚ z (2.40) ˛ (2.51),

− ∂L ∂t = ρ_0γ^{−1} ∂u ∂s ∂s ∂t = ρ_0γ^{−1}θ ∂s ∂t , (3.60)

to pri perehod˛ do oȷlerovih zm˛nnih perxiȷ zakon termodinam˛ki (3.58) nabere pravil~nogo viglffldu

ρDu = 1 2 σ̄^{kl}Dg_{kl} + ρθDs. (3.61)

Odnak pobuduvati korektn˛ r˛vnfflnnffl ruhu dlffl entrop˛Ý s(t, ξ), vihodfflqi z laİranı˛fflna (2.40), nemoılivo — dlffl c~ogo potr˛bna sutt‚va zm˛na ȷogo strukturi, pov’fflzana z uvedennfflm novih dinam˛qnih zm˛nnih, wo stanovit~ problemu, ne rozv’fflzanu we ȷ u meıah nerelffltiv˛stiqnoÝ teor˛Ý.

IV. SLABKORELTIV¨STIQN¨ POPRAVKI

Rozglffln~mo rozvinennffl laİranı˛fflna (2.40) za stepenfflmi c^{−2} dlffl vstanovlennffl viglffldu perxoÝ slabkorelffltiv˛stiqnoÝ popravki (porffldku c^{−2}) do nerelffltiv˛stiqnogo virazu (2.39). Priȷmaqi, wo

u = ∞∑ n=0 u^{(n)}c^{−2n}, (4.1)

˛ vrahovuqi rozvinennffl

√ 1 − v^2/c^2 = 1 − v^2 2c^2 − v^4 8c^4

+ O(c^{−6}), (4.2) g_{kl} = x^i_kx^j_l ( δ_{ij} + v_iv_j c^2 ) + O(c^{−4}), (4.3)

ma‚mo

u(g_{kl}) = u^{(0)} ( g^{(0)}_{kl} ) + 1 c^2

∂u^{(0)} ( g^{(0)}_{kl} ) ∂g^{(0)}_{kl} x^i_kx^j_lv_iv_j + 1 c^2 u^{(1)} ( g^{(0)}_{kl} ) + O(c^{−4}), (4.4)

abo, vrahovuqi (3.52),

u(g_{kl}) = u^{(0)} ( g^{(0)}_{kl} ) + 1 2c^2ρ σ^{(0)ij}v_iv_j + 1 c^2 u^{(1)} ( g^{(0)}_{kl} ) + O(c^{−4}). (4.5)

Otıe, perx˛ qleni rozvinennffl laİranı˛fflna (2.40) za stepenfflmi c^{−2} mat~ viglffld

L = − ρ_0(ξ)c^2 + ρ_0(ξ) ( v^2 2 − u^{(0)} ( g^{(0)}_{kl} )) + ρ_0(ξ) v^4 8c^2 + 1 2c^2 ρ_0(ξ) { v^2u^{(0)} − 1 ρ σ^{(0)ij}v_iv_j } + 1 c^2 u^{(1)} ( g^{(0)}_{kl} ) + O(c^{−4}). (4.6)

Otriman˛ virazi toqno v˛dtvort~ zagal~nu strukturu slabkorelffltiv˛stiqnogo laİranı˛fflna sistemi N vza‚mod˛qih qastinok [10,11]:

L = − ∑ a m_ac^2 + ∑ a m_av^2_a 2 − ∑ a<b u_{ab}(r_{ab}) + ∑ a m_av^4_a 8c^2

+ 1 2c^2 ∑ a<b { (v_a · v_b)u_{ab}(r_{ab}) − (r_{ab} · v_a)(r_{ab} · v_b) 1 r_{ab} du_{ab} dr_{ab} } + ψ(r_{ab}, v_a − v_b). (4.7)

Tut u_{ab}(r_{ab}) — nerelffltiv˛stiqniȷ statiqniȷ potenc˛ffll dvoqastinkovoÝ vza‚mod˛Ý, r_{ab} = x_a − x_b — v˛dnosn˛ koordinati qastinok ˛ ψ(r_{ab}, v_a−v_b) — dov˛l~n˛ İal˛leȷ-˛nvar˛fflntn˛ funkc˛Ý, wo vinikat~ u proces˛ nabliıenogo ˛nteİruvannffl umov relffltiv˛stiqnoÝ ˛nvar˛fflntnosti laİranıevogo opisu sistemi toqkovih qastinok. Zokrema dlffl vza‚mod˛ȷ, simetriqnih wodo perestavlfflnnffl qastinok, ψ(r_{ab}, 0) = 0. Por˛vnqi virazi (4.6) ˛ (4.7), sl˛d urahuvati, wo v nedisipativnomu vipadku, dlffl fflkogo napisan˛ laİranı˛fflni (2.40) ˛ (4.6), nehtu‚t~sffl r˛znicfflmi m˛ı seredn~o xvidk˛st qastinki ⟨v^i_a⟩ ta seredn~o xvidk˛st v^i(t, x) elementa suc˛l~nogo seredoviwa, poblizu fflkogo znahodit~sffl qastinka v moment t — same do takih r˛znic~ proporc˛ȷn˛ teplov˛ potoki (div., napriklad, [22,23]).

V. DODATKOV¨ SIMETR¨Õ

Laİranı˛ffln (2.40) vivedeniȷ u pripuwenn˛ Puankare-˛nvar˛fflntnosti opisu suc˛l~nogo seredoviwa ȷ ohopl‚, vlasne kaıuqi, us˛ moıliv˛ model˛ relffltiv˛stiqnogo nedisipativnogo suc˛l~nogo seredoviwa za v˛dsutnosti zovn˛xn˛h vpliv˛v. Podal~xa konkretizac˛ffl modeleȷ moıliva v meıah teoretikogrupovogo p˛dhodu vvedennfflm dodatkovih simetr˛ȷ, wo harakterizut~ pevnu model~. Priȷmemo, wo v˛dpov˛dna grupa dodatkovih simetr˛ȷ real˛zu‚t~sffl peretvorennfflmi total~nogo prostoru E v’fflzki π. Õhnffl ˛nf˛n˛tezimal~na forma t → t + ϵ^αη^0_α(t, ξ, x) + o(ϵ), ξ^i → ξ^i + ϵ^αη^i_α(t, ξ, x) + o(ϵ), (5.1) x^i → x^i + ϵ^αζ^i_α(t, ξ, x) + o(ϵ), de ϵ^α, α = 1, . . ., r, — parametri peretvoren~, η^0_α, η^i_α, ζ^i_α — defflk˛ funkc˛Ý. Umovi simetr˛Ý laİranıevogo opisu wodo peretvoren~ (5.1) viraıat~sffl sp˛vv˛dnoxennfflm

X_αL = D_μΩ^μ_α, μ = 0, 1, 2, 3, (5.2)

de Ω^μ_α — dov˛l~n˛ funkc˛Ý, X_α — İeneratori vertikal~noÝ real˛zac˛Ý peretvoren~ (5.1):

X_α = ( ζ^i_α − v^iη^0_α − x^i_j η^j_α ) ∂ ∂x^i + [ D_t ( ζ^i_α − v^iη^0_α − x^i_j η^j_α )] ∂ ∂v^i + + [ D_j ( ζ^i_α − v^iη^0_α − x^i_kη^k_α )] ∂ ∂x^i_j + · · · . (5.3)

Pokladaqi

Ω^μ_α = −η^μ_αL + F^μ_α (5.4)

z dov˛l~nimi funkc˛fflmi F^μ_α ta vikoristovuqi fflvniȷ viraz (2.40) dlffl laİranı˛fflna, prihodimo do r˛vnosteȷ 2 { x^n_lB_{in} ( D_kζ^i_α + c^{−2}x^j_kv_j γ^2D_tζ^i_α ) −x^j_kv_j γ^2 ( D_lη^0_α + c^{−2}x^n_lv_nγ^2D_tη^0_α + c^{−2}g_{ln}D_tη^n_α )

−g_{jl}D_kη^j_α } ∂u ∂g_{kl} + η^j_α ∂u ∂ξ^j + (c^2 + u) { 1 ρ_0

D_j ρ_0η^j_α

+γ^2 ( D_tη^0_α − c^{−2}v_j D_tζ^j_α + x^j_kv_j D_tη^k_α )} = −ρ^{−1}_0 γD_μ F^μ_α . (5.5)

Vikonannffl umov ˛nvar˛fflntnosti (5.5) ˛mpl˛ku‚ ˛snuvannffl zakon˛v zbereıennffl

D_μG^μ_α = 0 (5.6)

dlffl veliqin

G^0_α = ( ζ^i_α − v^iη^0_α − x^i_jη^j_α ) ∂L ∂v^i + η^0_αL − F^0_α, (5.7)

G^j_α = ( ζ^i_α − v^iη^0_α − x^i_kη^k_α ) ∂L ∂x^i_j + η^j_αL − F^j_α. (5.8)

Komponenti zbereınih veliqin (5.7), (5.8) zruqno podati v term˛nah funkc˛ȷ, oznaqenih formulami (3.2), (3.4):

G^0_α = ζ^i_αP_i − η^0_αE − η^j_αx^i_jP_i − F^0_α,

G^j_α = ζ^i_αP_i^j − η^0_αΠ^j − η^k_α ( x^i_kP_i^j − δ^j_kL ) − F^j_α. (5.9)

V oȷlerovih zm˛nnih, zg˛dno z (3.15), (3.16), zakoni zbereıennffl (5.6) zapisu‚mo fflk

∂_μG̃^μ_α = 0, (5.10) de G̃^0_α = cΔ^{−1}G^0_α, G̃^i_α = Δ^{−1} (v^iG^0_α + x^i_jG^j_α) . (5.11)

Zg˛dno (5.9) ˛ formul (3.17), (3.18), (2.54) voni peretvort~sffl do formi

G̃_{α0} = ζ_{αi}T^{i0} − cη^0_αT^{00} − η^j_αx_{ij}T^{i0} − cΔ^{−1}F^0_α, (5.12)

G̃^i_α = ζ_{αj}T^{ij} − cη^0_αT^{0i} − η^k_αx_{jk} (T^{ij} − δ^{ij}L_{Euler})

− Δ^{−1} ( v^iF^0_α + x^i_j F^j_α ) . (5.13)

Rozglffln~mo model˛, fflk˛ harakterizut~sffl defflko grupo peretvoren~ zm˛nnih ξ^i (mater˛ffll~nogo kontinuumu) — grupo r˛vnopravnosti, za Trusdellom [24]. U c~omu vipadku u formulah (5.1) sl˛d poklasti

η^i_α = η^i_α(ξ), η^0_α = 0, ζ^i_α = 0. (5.14)

Umova ˛nvar˛fflntnosti (5.5) nabere pri c~omu viglffldu

−2g_{pl} ∂u ∂g_{kl} ∂η^p_α ∂ξ^k + ∂u ∂ξ^k η^k_α + c^2 + u

ρ_0

∂(ρ_0η^k_α) ∂ξ^k = 0 (5.15)

(dlffl prostoti tut pokladeno F^μ_α ≡ 0). V˛dpov˛dn˛ zbereın˛ veliqini v oȷlerovih zm˛nnih viznaqatimut~sffl formulami:

G̃_{α0} = −η^j_αx_{ij}T^{i0}, (5.16)

G̃_{αj} = −η^k_αx_{jk} (T^{ij} − δ^{ij} L_{Euler}) . (5.17)

Model˛ r˛dini ta gazu (g˛drodinam˛ka) harakterizut~sffl ˛nvar˛fflntn˛st wodo peretvoren~, fflk˛ zber˛- gat~ m˛ru ρ_0(ξ)d^3ξ v mater˛ffll~nomu kontinuum˛, tak wo funkc˛Ý η^k_α zadovol~nfflt~ umovu

∂(ρ_0η^k_α) ∂ξ^k = 0, (5.18)

zagal~niȷ rozv’fflzok fflkoÝ ‚ takiȷ:

η^j_α = 1 ρ_0 ϵ^{jkl} ∂φ_k ∂ξ^l (5.19)

z dov˛l~nimi funkc˛fflmi φ_k = φ_k(ξ). Otıe, u c~omu vipadku grupa ˛nvar˛fflntnosti bezmeınovim˛rna.

Priȷmemo, wo vnutr˛xnffl enerİ˛ffl t˛la ma‚ viglffld

u = u(g_{kl}, ρ_0, ξ^i), (5.20) de η^k_α ∂u ∂ξ^k = 0. (5.21)

Tod˛ umovi ˛nvar˛fflntnosti (5.15) viglffldatimut~ tak:

−2g_{pl} ∂u ∂g_{kl} ∂η^p_α ∂ξ^k + ∂u ∂ρ_0 ∂ρ_0 ∂ξ^k η^k_α = 0. (5.22)

Urahovuqi, wo, vnasl˛dok (5.18),

η^k_α ∂ρ_0 ∂ξ^k + ρ_0 ∂η^k_α ∂ξ^k = 0, (5.23)

umovu (5.22) moına peretvoriti do formi ( 2g_{pl} ∂u ∂g_{kl} + δ_{kp}ρ_0 ∂u ∂ρ_0 ) ∂η^p_α ∂ξ^k = 0. (5.24)

Zv˛dsi vipliva‚, wo u moıe zaleıati v˛d g_{kl} lixe qerez ˛nvar˛fflnt g_1 = det‖g_{kl}‖, priqomu

2g_1 ∂u ∂g_1 + ρ_0 ∂u ∂ρ_0 = 0. (5.25)

Ostann‚ r˛vnfflnnffl pokazu‚, wo funkc˛ffl u povinna buti tako:

u = u(ρ, ξ^i), (5.26)

de ρ = ρ_0/ √ g_1. Osk˛l~ki

g_1 = det||g_{kl}|| = Δ^2det‖B_{ij} ‖ = Δ^2γ^2, (5.27)

veliqina ρ za umovi Δ > 0 zb˛ga‚t~sffl z veliqino, vvedeno formulo (2.55) pri dosl˛dıenn˛ perehodu v˛d laİranıevogo do oȷlerovogo opisu.

Koli, fflk ce zviqaȷno robit~sffl v g˛drodinam˛c˛, poklasti u = u(ρ, s), (5.28)

to entrop˛ffl s(ξ) povinna, zg˛dno z (5.21), zadovol~- nfflti umovu η^k_α ∂s ∂ξ^k = 0. (5.29)

Urahovuqi, wo dlffl funkc˛Ý vidu (5.28) ∂u ∂v^i = ∂u ∂ρ ∂ρ ∂v^i = −ργ^2 v_i c^2 ∂u ∂ρ , (5.30) ∂u ∂x^i_k = ∂u ∂ρ ∂ρ ∂x^i_k = − ∂u ∂ρ ρ_0 γΔ^2 ∂Δ ∂x^i_k = −ρ ∂u ∂ρ x̃^k_i, (5.31) de x̃^k_i = 1 Δ ∂Δ ∂x^i_k (5.32)

— komponenti matric˛, obernenoÝ do x^i_k,

x_{ik}x̃^k_j = δ_{ij} , (5.33)

dlffl relffltiv˛stiqnogo tenzora napruıen~ r˛dini prihodimo, zg˛dno z (3.27), do v˛domoÝ formuli [2]

σ_{ij} = −P B_{ij}, (5.34)

de tisk P oznaqa‚t~sffl fflk: P ≡ ρ^2 ∂u ∂ρ . (5.35)

Beruqi do uvagi viraz (2.37) dlffl B_{ij} , tenzor enerİ˛Ý- ˛mpul~su relffltiv˛stiqnoÝ r˛dini za dopomogo oznaqenoÝ formulo (2.47) 4-xvidkosti û^μ moına zapisati kompaktno [2]

T^{μν} = (P/c^2 + ϵ)û^μû^ν + P η^{μν}, (5.36)

de ϵc^2 — gustina vlasnoÝ enerİ˛Ý r˛dini: ϵ = ρ ( 1 + u c^2 ) . (5.37)

Za dopomogo ˛ndeksu r˛dini, fflkiȷ uv˛v L˛hneroviq,

f ≡ 1 + 1 c^2 ( u + P ρ ) = 1 + i c^2

, (5.38)

de i ≡ u + P/ρ — pitoma ental~p˛ffl [25], viraz (5.36) moına zapisati tak:

T^{μν} = ρfû^μû^ν + P η^{μν}. (5.39)

R˛vnfflnnffl ruhu r˛dini ∂_μT^{μν} = 0 p˛slffl vrahuvannffl oznaqennffl (2.47) ta zakonu zbereıennffl qisla qastinok (3.34) nabirat~ viglffldu [25]

ρfû^ν ∂_νû^μ + ( η^{μν} + c^{−2}û^μû^ν ) ∂_νP = 0. (5.40)

U nerelffltiv˛stiqnomu nabliıenn˛ voni zvodfflt~sffl do ρDv^i + ∂^iP = 0, (5.41)

utvorqi razom ˛z zakonami zbereıennffl qisla qastinok (3.34) ta entrop˛Ý (3.35),

Dρ + ρ∂_iv^i = 0, Ds = 0, (5.42)

sistemu r˛vnffln~ Oȷlera klasiqnoÝ g˛drodinam˛ki (div., napriklad, [26]).

¨nvar˛fflntnost˛ r˛vnffln~ g˛drodinam˛ki wodo peretvoren~, oznaqenih funkc˛fflmi (5.19), v˛dpov˛da‚ bezmeıniȷ nab˛r zbereınih veliqin, fflk˛ znahodfflt~ za formulami (5.16), (5.17). Uzfflvxi do uvagi (5.38), (5.39), Ýh moına podati tak:

G̃^{α0} = −cη^j_αx^i_jv_iγ^2ρf, (5.43) G̃^{αi} = −η^k_αx_{jk}B^{ij} ρf. (5.44)

¨zotropne t˛lo harakterizu‚t~sffl nafflvn˛st konf˛- gurac˛Ý, ıoden povorot fflkoÝ ne moına viznaqiti eksperimental~no [24]. kwo tako konf˛gurac˛‚ vvaıati poqatkovu, to opis ˛zotropnogo t˛la ma‚ buti ˛nvar˛fflntnim wodo povorot˛v zm˛nnih ξ^i:

η^i_α = δ^{ij}ϵ_{jαk}ξ^k, α = 1, 2, 3. (5.45)

Pri c~omu, fflk nasl˛dok naxogo viboru poqatkovoÝ konf˛gurac˛Ý,

ρ_0 = ρ_0(ξ^2), s = s(ξ^2); ξ^2 ≡ δ_{ij}ξ^iξ^j . (5.46)

Tod˛ umovi ˛nvar˛fflntnosti (5.15) nabirat~ viglffldu

ϵ_{ijk}δ^{jp}g_{pl} ∂u ∂g_{kl} = 0 (5.47)

˛ sv˛dqat~, wo u zaleıit~ v˛d komponent tenzora g_{kl} lixe qerez ˛nvar˛fflnti [24]

g_1 = det‖g_{kl}‖, g_2 = tr‖g_{kl}‖, g_3 = 1 2 tr ( ‖g_{kl}‖^2 ) . (5.48)

Vrahovuqi formuli ∂g_1 ∂g_{kl} = g_1g̃^{kl}, ∂g_2 ∂g_{kl} = δ^{kl}, ∂g_3 ∂g_{kl} = g^{kl}, (5.49)

de g̃^{kl} — matricffl, obernena do g_{kl} (g̃^{kl}g_{ln} = δ^k_n), nevaıko vstanoviti strukturu v˛dpov˛dnogo tenzora enerİ˛Ý-˛mpul~su ta pobuduvati dodatkov˛ zbereın˛ veliqini.

VI. P¨DSUMKI

Vih˛dnim punktom rozvinutogo v prac˛ p˛dhodu ‚ formulvannffl umov ˛nvar˛fflntnosti var˛fflc˛ȷnogo opisu suc˛l~nogo seredoviwa wodo r˛znih grup simetr˛Ý. C˛ umovi viraıat~sffl sistemami diferenc˛ȷnih r˛vnffln~ perxogo porffldku na funkc˛ Laİranıa sistemi, ˛ prirodnim polem dlffl Ýh formulvannffl sluıit~ prost˛r laİranıevih zm˛nnih ξ^i. Vimoga ˛nvar˛fflntnosti stosovno grupi Puankare vid˛lffl‚ zagal~- niȷ klas laİranı˛ffln˛v, pridatnih dlffl opisu relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa. Na v˛dm˛nu v˛d vipadku sistemi toqkovih qastinok, tut umovi ˛nvar˛fflntnosti ne nakladat~ obmeıennffl na porffldok poh˛dnih u laİranı˛ffln˛. U c˛ȷ statt˛ viklad obmeıeno naȷprost˛xim vipadkom zaleınosti laİranı˛fflna v˛d perxih poh˛dnih. Zagal~n˛x˛ vipadki planu‚mo rozglfflnuti v ˛nx˛ȷ robot˛.

k ˛ v qastinkov˛ȷ mehan˛c˛, vikonannffl umov Puankare-˛nvar˛fflntnosti ˛mpl˛ku‚ ˛snuvannffl 10-ti zakon˛v zbereıennffl, dozvolfflqi, zokrema, vivesti (a ne postulvati okremo) strukturu tenzora enerİ˛Ý- ˛mpul~su sistemi, komponenti fflkogo viraıat~sffl v term˛nah funkc˛Ý Laİranıa. kwo vvesti v laİranı˛ffln zaleın˛st~ v˛d entrop˛Ý sistemi, vvaıaqi ostann zadano funkc˛‚ qasu, to zakon zbereıennffl enerİ˛Ý-˛mpul~su peretvorit~sffl v balansove sp˛vv˛dnoxennffl, v˛dobraıaqi perxiȷ zakon termodinam˛ki. Odnak evolc˛ȷn˛ r˛vnfflnnffl dlffl entrop˛Ý ta v˛dpov˛dn˛ potoki tak otrimati nemoılivo — ce vimaga‚ dodatkovih postulat˛v ta metod˛v ner˛vnovaınoÝ termodinam˛ki (div., napriklad, [7,27,28]).

Postulvannffl dodatkovih simetr˛ȷ dozvolffl‚ vid˛liti konkretn˛ model˛ relffltiv˛stiqnogo suc˛l~- nogo seredoviwa. Vimoga ˛nvar˛fflntnosti wodo bezmeınoparametriqnoÝ grupi peretvoren~, wo zber˛gat~ m˛ru v mater˛ffll~nomu kontinuum˛, privodit~ do r˛vnffln~ g˛drodinam˛ki, a ˛nvar˛fflntn˛st~ stosovno 3- parametriqnoÝ grupi evkl˛dovih povorot˛v u c~omu ı kontinuum˛ — do model˛ relffltiv˛stiqnogo ˛zotropnogo t˛la. Vimoga parametriqnoÝ ˛nvar˛fflntnosti z v˛dpov˛dno redukc˛‚ vim˛rnosti mater˛ffll~nogo kontinuumu privede do relffltiv˛stiqnih laİranıevih modeleȷ poxirenih ob’‚kt˛v — strun, membran towo.

Pobudovaniȷ u prac˛ var˛fflc˛ȷniȷ opis relffltiv˛stiqnogo suc˛l~nogo seredoviwa moıe sluıiti osnovo dlffl podal~xogo vrahuvannffl vza‚mod˛Ý z elektromagnetnim ta İrav˛tac˛ȷnim polfflmi.

[1] V. Pauli, Teoriffl otnositel~nosti (Nauka, Moskva, 1983).

[2] K. Mëller, Teoriffl otnositel~nosti (Atomizdat, Moskva, 1975).

[3] D. N. Zubarev, A. V. Prozorkeviq, S. A. Smolfflnskiȷ, Teor. mat. fiz. 40, 394 (1979).

[4] G. Lianis, R. S. Rivlin, Arch. Rat. Mech. Appl. 48, 64 (1972).

[5] M. Kranyš, J. Phys. A 10, 1847 (1977).

[6] L. T. Qernyȷ, Relffltivistskie modeli sploxnyh sred (Nauka, Moskva, 1983).

[7] C. Vallee, Int. J. Eng. Sci. 19, 589 (1981). [8] J. M. Souriau, Structure des systèmes dynamiques (Dunod, Paris, 1970).

[9] J. M. Souriau, Lect. Notes in Math. 676, 369 (1978). [10] R. P. Gaȷda, “. B. Klqkovskiȷ, V. I. Tretfflk. Teor.

mat. fiz. 44, 194 (1980); 45, 180 (1980); 55, 88 (1983). [11] R. P. Gaȷda, Fiz. ¸lem. qastic at. ffldra 13, 427 (1982). [12] “. I. Manin, Itogi nauki i tehniki. Sovr. problemy matematiki 11, 5 (1978).

[13] ”. Pommare, Sistemy uravneniȷ s qastnymi proizvodnymi i psevdogruppy Li (Mir, Moskva, 1983). W. M. Tulczyjew, Geometrical Formulation of Physical Theories (Bibliopolis, Napoli, 1989).

[14] V. I. Tretfflk, preprint ITF–82–88R, Kiev, 1982.

[15] L. V. Ovsfflnnikov, Gruppovoȷ analiz differencial~- nyh uravneniȷ (Nauka, Moskva, 1978).

[16] N. H. Ibragimov, Gruppy preobrazovaniȷ v matematiqeskoȷ fizike (Nauka, Moskva, 1983).

[17] P. Olver, Priloıeniffl grupp Li k differencial~- nym uravnenifflm (Mir, Moskva, 1989).

[18] E. Gursa, ¨ntegruvannffl r˛vnffln~ z qastinnimi poh˛dnimi perxogo porffldku (Radfflns~ka xkola, KiÝv, 1941).

[19] V. L. Berdiqevskiȷ, Variacionnye principy mehaniki sploxnoȷ sredy (Nauka, Moskva, 1983).

[20] F. Bampi, A. Morro. J. Math. Phys. 23, 2312 (1982). [21] R. N. Hill, J. Math. Phys. 8, 201 (1967).

[22] S. de Groot, L. G. Sattorp, ~lektrodinamika (Nauka, Moskva, 1982).

[23] F. M. Kuni, Statistiqeskaffl fizika i termodinamika (Nauka, Moskva, 1981).

[24] K. Trusdell, Pervonaqal~nyȷ kurs racional~noȷ mehaniki sploxnyh sred (Mir, Moskva, 1975).

[25] A. Lihneroviq. V kn.: Astrofizika, kvanty i teoriffl otnositel~nosti (Mir, Moskva, 1982), c. 129.

[26] L. V. Ovsfflnnikov, Lekcii po osnovam gazovoȷ dinamiki (Nauka, Moskva, 1981).

[27] P. Havas, R. J. Swenson, Ann. Phys. 118, 259 (1979). [28] A. Palumbo, Lett. Nuovo Cimento 42, 81 (1985).

VARIATIONAL FORMULATION AND SYMMETRIES OF THE RELATIVISTIC NONDISSIPATIVE CONTINUUM

V. I. Tretyak Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine 1 Svientsitskii Str., Lviv, UA–79011, Ukraine

The Poincaré-invariance conditions for the variational description of the nondissipative continuum are formulated and analyzed. A general structure of the Lagrangian function, which provides such invariance and depends on the derivatives not higher than the first order, is indicated. By means of the Noether theorem we got ten conservation laws, the appearance of which, specifically, sets a structure of the energy-momentum tensor of the system. A transition from Lagrangean to Eulerian variables is discussed. It is shown that postulating additional symmetries allows formulating particular models of the relativistic continuum, especially the hydrodynamics and isotropic body model.