ȷURNAL FIZIQNIH DOSLIDȷEN^ t. 7, ˝ 3 (2003) s. 275–282

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES v. 7, No. 3 (2003) p. 275–282

SPEKTRAL^NE ZOBRA”ENN STATISTIQNOGO OPERATORA ¨ TEMPERATURNIH FUNKC¨„ ŢR¨NA

M. Vavruh, S. Slobodffln L~v˛vs~kiȷ nac˛onal~niȷ un˛versitet ˛men˛ ¨vana Franka, kafedra astrof˛ziki vul. Kirila ˛ Mefod˛ffl, 8, L~v˛v, 79005, UkraÝna (Otrimano 21 bereznffl 2003 r.)

Cpektral~ne zobraıennffl statistiqnogo operatora, zaproponovane ran˛xe dlffl model˛ elektronnoÝ r˛dini, uzagal~neno dlffl odnor˛dnih sistem ferm˛on˛v qi bozon˛v z bagatoqastinkovimi vza‚mod˛fflmi, a takoı dlffl elektron–fononnoÝ model˛. Spektral~ne zobraıennffl funkc˛ȷ Ţr˛na bazisnih sistem (qastinok qi fonon˛v) da‚ zmogu formal˛zuvati obqislennffl sum za qastotami ˛ sprowu‚ proceduru rozrahunku d˛fflgram teor˛Ý zburen~.

Klqov˛ slova: S-matricffl, temperaturn˛ funkc˛Ý Ţr˛na, model~ elektronnoÝ r˛dini, model~ ferm˛on˛v (bozon˛v) z bagatoqastinkovimim vza‚mod˛fflmi, elektron–fononna model~.

PACS number(s): 05.30.Fk

I. VSTUP

k v˛domo, pri rozrahunkah termodinam˛qnih harakteristik modeleȷ kvantovih sistem bagat~oh vza- ‚mod˛qih qastinok xiroko vikoristovut~ teor˛ zburen~ u term˛nah temperaturnih funkc˛ȷ Ţr˛na. Trudnow˛ tehn˛ki Macubari [1] z ÝÝ koordinatnim zobraıennfflm funkc˛ȷ Ţr˛na usunuto perehodom do spektral~nogo (˛mpul~sno-qastotnogo) predstavlennffl v robotah [2,3] (div. takoı [1]). U stattfflh [4,5] zaproponovano spektral~ne zobraıennffl S-matric˛ model˛ elektronnoÝ r˛dini z meto rozrahunku statistiqnoÝ sumi bazisnim metodom, wo privodit~ do teor˛Ý zburen~ u term˛nah n-qastinkovih korelfflc˛ȷnih funkc˛ȷ bazisnoÝ sistemi — model˛, termodinam˛qn˛ ȷ korelfflc˛ȷn˛ funkc˛Ý fflkoÝ v˛dom˛ abo ı moıut~ buti legko rozrahovan˛. Odnak spos˛b obqislennffl sum za qastotami v c~omu p˛dhod˛ nedostatn~o formal˛zovaniȷ, wo qasto stvor‚ praktiqn˛ trudnow˛. Spektral~ne zobraıennffl S-matric˛ rob˛t [4,5] v c˛ȷ statt˛ uzagal~neno dlffl sistem ferm˛on˛v ta bozon˛v z bagatoqastinkovimi lokal~nimi vza‚mod˛fflmi, a takoı dlffl elektron–fononnoÝ model˛.

II. SPEKTRAL^NE ZOBRA”ENN STATISTIQNOGO OPERATORA KVANTOVIH SISTEM

Rozglffln~mo statistiqnu sumu odnor˛dnoÝ model˛ ferm˛on˛v qi bozon˛v u velikomu kanon˛qnomu ansambl˛

Z(μ) = Sp { exp [ −β(Ĥ − μN̂ ]} , (1)

de Ĥ — gam˛l~ton˛ffln sistemi, N̂ — operator qisla qastinok, μ — zm˛nna hem˛qnogo potenc˛ffllu, β — obernena temperatura.

U zobraıenn˛ vtorinnogo kvantuvannffl na bazis˛ ploskih hvil~ Ĥ − μN̂ = Ĥ_μ + V̂ , Ĥ_μ = ∑ p (ε_p − μ) C^+_p C_p, (2)

V̂ = ∑ n≥2 (n!)^{−1} V^{1−n}

× ∑ q_1,...,q_n δ_{q1 +...+qn ,0}υ_n (q_1, ..., q_n) Î_n (q_1, ..., q_n)

de υ_n (q_1, . . ., q_n) — zobraıennffl Fur’‚ potenc˛ffllu nqastinkovoÝ vza‚mod˛Ý,

Î_n (q_1, . . . , q_n) = ∑ p_1,...,p_n C^+_{p1,q1} · · · C^+_{pn,qn} C_{pn} · · · C_{p1} . (3) U formulah (2), (3) dlffl kompaktnosti zapisu vikoristano tak˛ poznaqennffl:

C_p = { a_{k,s} dlffl ferm˛on˛v, p = (k, s), b_k dlffl bozon˛v, p = k, (4)

k — hvil~oviȷ vektor, s — sp˛nova zm˛nna;

C_{p,q} = { a_{k+q,s} dlffl ferm˛on˛v, b_{k+q} dlffl bozon˛v; (5)

a takoı ε_p = ℏ^2k^2 2m , V — ob’‚m sistemi.

Model~nu sistemu z gam˛l~ton˛fflnom Ĥ_μ vikorista- ‚mo fflk bazisnu, zastosovuqi u zv’fflzku z cim zobraıennffl vza‚mod˛Ý u statistiqnomu operator˛ exp [ −β(Ĥ − μN̂ ) ] = exp [ −βĤ_μ ] Ŝ,

Ŝ = T̃ exp − β∫ 0 V̂ (β^′)dβ^′ ,

V̂ (β^′) = ∑ n≥2 (n!)^{−1} V^{1−n} ∑ q_1,...,q_n δ_{q1+...+qn ,0}υ_n (q_1, . . . , q_n) ρ̂_{q1} (β^′) ρ̂_{q2} (β^′) . . . ρ̂_{qn} (β^′), (6)

ρ̂_q(β^′) = ∑ p C^+_{p,q}(β^′)C_p(β^′).

Tut uvedeno operatori u predstavlenn˛ vza‚mod˛Ý

C_p(β^′) = exp [ β^′Ĥ_μ ] C_p exp [ −β^′Ĥ_μ ] , (7)

a T̃ ‚ uzagal~nenim simvolom uporffldkuvannffl operator˛v C_p(β^′), fflkiȷ ma‚ tak˛ vlastivost˛:

T̃ {C_{p1} (β_1)C^+_{p2} (β_2)} =

C_{p1} (β_1)C^+_{p2} (β_2), β_1 > β_2, ∓C^+_{p2} (β_2)C_{p1} (β_1), β_1 = β_2, ∓C^+_{p2} (β_2)C_{p1} (β_1), β_1 < β_2, (8) de verhn˛ znaki v˛dpov˛dat~ ferm˛onam, a niın˛ — bozonam. Nafflvn˛st umovi β_1 = β_2 simvol T̃ v˛dr˛znffl- ‚t~sffl v˛d zviqaȷnogo simvolu vporffldkuvannffl T_τ [1], ale same zavdfflki c˛ȷ umov˛ operator V̂ (β^′) zobraıa- ‚t~sffl fflk suma dobutk˛v ρ̂_q (β^′).

Uvedemo dv˛ sistemi funkc˛ȷ zm˛nnoÝ β^′ ψ_ν (β^′) = β^{−1/2} exp(−iνβ^′) (9)

na ˛nterval˛ 0 ≤ β^′ ≤ β pri qastotah ν = (2n+1)πβ^{−1} abo ν = 2nπβ^{−1} (n = 0, ±1, ±2, . . .). Obidv˛ sistemi funkc˛ȷ (9) zadovol~nfflt~ umovi ortogonal~nosti ta povnoti, β∫ 0 dβ^′ψ^∗_{ν1} (β^′)ψ_{ν2} (β^′) = δ_{ν1,ν2} , ∑ ν ψ^∗_ν(β_1)ψ_ν(β_2) = δ(β_1 − β_2 ),

(10)

a takoı oqevidnu umovu β∫ 0 ψ^∗_{ν1} (β^′) . . . ψ^∗_{νn} (β^′) ψ_{νn+1} (β^′) . . . ψ_{νn+m} (β^′) dβ^′ = β^{1− 12 (n+m)}δ_{ν1+...+νn ,νn+1+...+νn+m} , (11)

de δ_{a,b} — simvol Kronekera, δ( a − b) — del~tafunkc˛ffl D˛raka. Wob pereȷti do spektral~nogo zobraıennffl, zapixemo S-matric v ekv˛valentn˛ȷ form˛

Ŝ = T̃ exp { − ∑ n≥2 (n!)^{−1} V^{1−n} ∑ q_1,...,q_n υ_n (q_1, . . . , q_n) ∑ p_1 ,...,p_n β∫ 0 dβ^′ β∫ 0 . . . β∫ 0 ×^{2n} ∏ i=1 dβ_iδ(β^′ − β_i )C^+_{p1,q1} (β_1 )C_{p1} ( β_2) × . . . × C^+_{pn,qn} (β_{2n−1})C_{pn} (β_{2n}) } . (12)

Skorista‚mos~ zobraıennfflm δ-funkc˛ȷ qerez funkc˛Ý ψ_ν(β^′ ), zg˛dno z umovo povnoti (div. (10)), ˛ pro˛nte- İru‚mo za zm˛nno β^′, v˛d fflkoÝ operatori C_p(β_i ) ne zaleıat~. Uvodfflqi superpozic˛ operator˛v

C_p(ν) = β∫ 0 C_p(β_i)ψ^∗_{νi} (β_i)dβ_i, (13)

zg˛dno z umovo (11), zobrazimo S-matric u viglffld˛ eksponenti v˛d pol˛nom˛ffll~noÝ formi:

SPEKTRAL^NE ZOBRA”ENN STATISTIQNOGO OPERATORA ¨ TEMPERATURNIH FUNKC¨„ ŢR¨NA

Ŝ = T̃ Ŝ_ν Ŝ_ν = exp { − ∑ n≥2 (n!)^{−1}(βV )^{1−n} ∑ q_1,...,q_n υ_n(q_1, . . . , q_n)δ_{q1 +...+qn ,0} × ∑ ω_1,...,ω_n δ_{ω1 +...+ωn,0}ρ̂_{q1,ω1}ρ̂_{q2 ,ω2} . . . ρ̂_{qn ,ωn} } , (14)

de koına ω_i ‚ r˛znice dvoh qastot ˛ qerez ce ‚ qastoto Boze–Macubari ( ω_i = 2πnβ^{−1}) fflk dlffl ferm˛on˛v, tak ˛ dlffl bozon˛v, a

ρ̂_{q,ω} = ∑ p,ν C^+_{p,q}(ν + ω)C_p(ν) (15)

‚ spektral~nim zobraıennfflm operatora gustini qastinok u zm˛nnih “hvil~oviȷ vektor — qastota Boze– Macubari”.

k we odin priklad rozglffln~mo statistiqnu sumu elektron–fononnoÝ model˛ z gam˛l~ton˛fflnom, wo ‚ sumo gam˛l~ton˛fflna Frel˛ha (div. [6]) ta operatora m˛- ıelektronnoÝ vza‚mod˛Ý za zakonom Kulona:

Ĥ = { Ĥ_0 + Ĥ_{ph} + V̂_{ep} } + V̂_{ee},

Ĥ_0 = ∑ k,s ε_ka^+_{k,s}a_{k,s};

Ĥ_{ph} = ∑ q ℏω_q(b^+_q b_q + 1 2 ); (16)

V̂_{ee} = 1 2V ∑ q≠0 V_qÎ_2(q, −q), V̂_q = 4πe^2q^{−2};

V̂_{ep} = i ∑ q D_q { b_qρ̂_q − b^+_q ρ̂_{−q} } , de ρ̂_q ≡ ∑ k,s a^+_{k+q,s}a_{k,s}− (17)

zobraıennffl Fur’‚ operatora elektronnoÝ gustini, D_q — funkc˛ffl elektron–fononnogo zv’fflzku, a^+_{k,s}, a_{k,s} — operatori narodıennffl ˛ zniwennffl elektron˛v u stanah z hvil~ovim vektorom k ˛ sp˛nom s, a b^+_q , b_q — tak˛ ı operatori dlffl fonon˛v, wo p˛dlfflgat~ statistic˛ Boze.

Perehodfflqi do zobraıennffl vza‚mod˛Ý u statistiqnomu operator˛, za bazisnu sistemu viberemo model~, fflka sklada‚t~sffl ˛z dvoh p˛dsistem — v˛l~nih elektron˛v ta nevza‚mod˛qih fonon˛v,

Ĥ_μ = Ĥ_0 − μN̂ + Ĥ_{ph}, (18)

˛ vvedemo, za analog˛‚ do (13), superpozic˛ operator˛v vtorinnogo kvantuvannffl v zobraıenn˛ vza‚mod˛Ý fflk dlffl elektron˛v, tak ˛ dlffl fonon˛v, a same:

a_{k,s}(ν) = β∫ 0 a_{k,s}(β_i)ψ^∗_ν (β_i)dβ_i, b_x ≡ b_q(ω) = β∫ 0 b_q(β_i)ψ^∗_ω(β_i)dβ_i.

(19)

U qastotnomu zobraıenn˛ S-matricffl ma‚ takiȷ viglffld:

Ŝ_ν = exp { −(2βV )^{−1} ∑ q,ω V_qρ̂_xρ̂_{−x} − iβ^{−1/2} ∑ q,ω D_q [b_xρ̂_x − b^+_x ρ̂_{−x}] } ; ρ̂_x ≡ ∑ k,s;ν a^+_{k+q,s}(ν + ω)a_{k,s}(ν);

ω = 2πnβ^{−1}; ν = (2n+)πβ^{−1}.

(20)

III. SPEKTRAL^NE ZOBRA”ENN FUNKC¨„ ŢR¨NA

Uveden˛ formulami (13), (19) operatori c_p(ν), a_{k,s}(ν), b_q(ω) ne mat~ samost˛ȷnogo zm˛stu ˛ ‚ lixe zruqnimi poznaqennfflmi. Odnak takogo zm˛stu Ým moına nadati, vstanovivxi pravila obqislennffl seredn˛h p˛d znakom hronolog˛qnogo vporffldkuvannffl.

Z c˛‚ meto rozglffln~mo odnoqastinkov˛ funkc˛Ý Ţr˛na bazisnih sistem:

− ⟨ T̃ {C_{p1} (β_1)C^+_{p2} (β_2)} ⟩ 0 = δ_{p1,p2} G_{p1} (β_1 − β_2) (21)

dlffl ferm˛on˛v ˛ bozon˛v, − ⟨ T̃ {b_{q1} (β_1)b^+_{q2} (β_2)} ⟩ 0 = δ_{q1,q2} G_{q1} (β_1 − β_2 ) (22)

— dlffl fonon˛v. Nafflvn˛st~ simvolu T̃ u (21), (22) poruxu‚ r˛vnopravn˛st~ zm˛nnih β_1 ˛ β_2. Wob v˛dobraziti ceȷ fakt, budemo rozglffldati v˛dpov˛dn˛ funkc˛Ý Ţr˛na fflk granic˛:

G_p(β_1 − β_2 ) = lim_{δ→+0} G_p(β_1 − (β_2 + δ) ), G_q(β_1 − β_2 ) = lim_{δ→+0} G_q(β_1 − (β_2 + δ) ). (23)

Nastupniȷ rozglffld provedemo na priklad˛ funkc˛ȷ Ţr˛na dlffl bozon˛v qi ferm˛on˛v, osk˛l~ki fononn˛ funkc˛Ý G_q(β_1 − β_2) u naxomu p˛dhod˛ ‚ lixe qastkovim vipadkom funkc˛ȷ Ţr˛na dlffl bozon˛v. Zastosuȷmo b˛l˛n˛ȷniȷ rozklad funkc˛ȷ G_p(β_1 − β_2 − δ) za funkc˛fflmi (9):

G_p(β_1 − β_2 − δ) = ∑ ν G_p(ν )ψ_ν (β_1)ψ^∗_ν (β_2 + δ) = β^{−1} ∑ ν G_p(ν )e^{iνδ}e^{−iντ} , (24)

de τ = β_1 − β_2. Osk˛l~ki −β ≤ τ ≤ β, zv˛dsi znahodimo, wo

G_p(ν ) = 1 2 β∫ −β G_p(τ )e^{iντ} dτ. (25)

Vrahu‚mo dal˛, wo, zg˛dno z oznaqennfflmi (8), (21),

G_p(τ ) = ζ(τ ) { ±n_p pri τ ≤ 0, −(1 ∓ n_p) pri τ > 0, (26) de n_p = {exp [β(ε_p − μ)] ± 1}^{−1} (27)

— rozpod˛l qastinok za enerİ˛fflmi, a ζ(τ ) = exp [−τ (ε_p − μ)]. Verhn˛ȷ znak u formulah (26), (27) v˛dpov˛da‚ ferm˛onam, a niın˛ȷ — bozonam. Z formuli (25) znahodimo:

G_p(ν) = ± 1 2 n_p 0∫ −β ζ(τ )e^{iντ} dτ − 1 2 (1 ∓ n_p) lim_{Δ→+0} β∫ Δ ζ(τ )e^{iντ} dτ

= ± 1 2 n_p 1 − e^{−β(iν−εp+μ)} iν − ε_p + μ − 1 2 (1 ∓ n_p) lim_{Δ→+0} e^{(iν−εp+μ)β} − e^{(iν−εp+μ)Δ} iν − ε_p + μ = { ± 1 2 n_p(1 − e^{−β(iν−εp+μ)}) − 1 2 (1 ∓ n_p)(e^{(iν−εp+μ)β} − 1) } 1 iν − ε_p + μ (28)

− 1 2 (1 ∓ n_p) lim_{Δ→+0} { 1 − e^{(iν−εp+μ)Δ} } . Zg˛dno z ostann~o formulo, ma‚mo take zobraıennffl funkc˛ȷ G_p(ν) dlffl ferm˛on˛v:

SPEKTRAL^NE ZOBRA”ENN STATISTIQNOGO OPERATORA ¨ TEMPERATURNIH FUNKC¨„ ŢR¨NA

G_{k,s}(ν) = { (iν − ε_p + μ)^{−1} pri ν = (2n + 1)π/β, 0 pri ν = 2nπ/β; (29)

dlffl bozon˛v

G_k = { 0 pri ν = (2n + 1)π/β, (iν − ε_p + μ)^{−1} pri ν = 2πn/β. (30)

C˛lkom analog˛qno dlffl fonon˛v

G_q(ω) = (iω − ℏω_q)^{−1} pri ω = 2πnβ^{−1}. (31)

P˛dstavlfflqi (29), (30) u formulu (24), oderıu‚mo sp˛vv˛dnoxennffl (26), u fflkih f˛guru‚ ne ζ(τ ), a ζ(τ − δ). Rozrahunok takih sum za qastotami İruntu‚t~sffl na vikoristann˛ standartnih formul (div. napr. [7]). Dlffl neparnih qastot β^{−1} ∑ ν G_{k,s}(ν)e^{iνx} = F_k + J_k,

F_k = − 2α_k π ∞∑ n=0 cos [(2n + 1) t] (2n + 1)^2 + α^2_k − 1 2 sh [(π 2 − t ) α_k ] sech ( π 2 α_k ) ,

J_k = 2 π sign x ∞∑ n=0 (2n + 1) sin [(2n + 1) t] (2n + 1)^2 + α^2_k = 1 2 sign x ch [( π 2 − t ) α_k ] sech ( π 2 α_k ) , (32)

de t ≡ π β |x| , α_k = β π (ε_k − μ). Za analog˛‚ do (32), rozrahovu‚mo sumu za qastotami Boze–Macubari:

L_± = β^{−1} lim_{δ→+0} ∑ ν (iν + E)^{−1} exp (±iνδ) = ± 1 2 + 1 2 cth ( βE 2 ) = { 1 + n_E n_E } ,

de n_E = {exp (βE) − 1}^{−1} — rozpod˛l Boze dlffl qastinok z enerİ˛fflmi E. U qastkovih vipadkah ma‚mo tak˛ virazi dlffl sum za qastotami v˛d funkc˛ȷ Ţr˛na:

β^{−1} lim_{δ→+0} ∑ ν G_p(ν )e^{iνδ} = ±n_p, β^{−1} lim_{δ→+0} ∑ ω G_q(ω)e^{iωδ} = −n_q,

(33)

de n_q = {exp(βℏω_q) − 1}^{−1} — rozpod˛l za enerİ˛fflmi dlffl fonon˛v.

Zavdfflki l˛n˛ȷnost˛ sp˛vv˛dnoxen~ (13), (19) teorema V˛ka spravedliva takoı wodo operator˛v c_p(ν), b_q(ω) — seredn‚ znaqennffl T̃ -dobutku bud~-fflkogo qisla operator˛v zvodit~sffl do vs˛h moılivih poparnih seredn˛h, zokrema u vipadku qastinok do

Γ_{p1,p2} (ν_1, ν_2) = − ⟨ T̃ {c_{p1} (ν_1) c^+_{p2} (ν_2)} ⟩ o . (34)

Zg˛dno z˛ sp˛vv˛dnoxennfflmi (13), (21), (24),

Γ_{p1,p2} (ν_1, ν_2) = δ_{p1 ,p2} β∫ 0 β∫ 0 dβ_1dβ_2 ψ^∗_{ν1} (β_1) ψ_{ν2} (β_2) G_{p1} (β_1 − β_2 )

= δ_{p1,p2} lim_{δ→+0} β∫ 0 β∫ 0 dβ_1dβ_2 ψ^∗_{ν1} (β_1) ψ_{ν2} (β_2) G_{p1} (β_1 − β_2 − δ )

= δ_{p1,p2} δ_{ν1,ν2} lim_{δ→+0} { ∑ ν G_p (ν) e^{iνδ}δ_{ν,ν1} } . (35)

k naȷprost˛xiȷ priklad vikoristannffl oderıanih sp˛vv˛dnoxen~ rozglffln~mo obqislennffl vnesku S-matric˛ u form˛ (14) u termodinam˛qniȷ potenc˛ffll ferm˛-sistemi v perxomu porffldku teor˛Ý zburen~:

Ω_1 = ∑ n≥2 (n!)^{−1}V^{1−n} ∑ q_1,...,q_n υ_n(q_1, . . . , q_n)δ_{q1 +...+qn,0}μ^0_n(q_1, . . ., q_n),

μ^0_n(q_1, . . ., q_n) = β^{1−n} lim_{δ1,...,δn→+0} ∑ ω_1 ,...,ω_2 δ_{ω1+...+ωn,0}μ^0_n(x_1, . . . , x_n), (36) de μ^0_n(x_1, . . . , x_n) = β^{−1} ⟨ T̃ {ρ̂_{x1} ρ̂_{x2} . . . ρ̂_{xn} } ⟩_{zv} 0 = (−1)^{n−1}β^{−1}(n − 1)! ∑ k,s ∑ ν G_{k+q1,s}(ν + ω_1)G_{k+q1+q2 ,s}(ν + ω_1 + ω_2) × . . .

×G_{k+q1+...+qn ,s}(ν + ω_1 + . . . + ω_n) exp {i [δ_1 (ν + ω_1) + δ_2 (ν + ω_1 + ω_2) + . . . + δ_n (ν + ω_1 + . . . + ω_n)]} (37)

— spektral~ne zobraıennffl n-qastinkovoÝ korelfflc˛ȷnoÝ funkc˛Ý bazisnoÝ sistemi (model˛ ferm˛on˛v bez vza‚- mod˛Ý); x_i ≡ (q_i, ω_i) [8]. Simvol ⟨. . .⟩^{zv}_0 oznaqa‚ zv’fflzne seredn‚ v˛d dobutku n operator˛v ρ̂_x, fflke ne rozpada‚t~sffl na dobutok seredn˛h v˛d menxogo qisla takih operator˛v.

Rozrahunok μ^0_n(q_1, . . . , q_n) moına zd˛ȷsniti dvoma xlfflhami: abo sperxu obqisliti sumu za qastoto ν, rozbivaqi dobutok funkc˛ȷ Ţr˛na u formul˛ (37) na prost˛ mnoıniki ˛ koristuqis~ pravilom (35), a pot˛m obqisliti sumi za qastotami ω_i zg˛dno z pravilom (33); abo ı u formulah (36), (37) pereȷti v˛d sum za qastotami ν, ω_1, ω_2, . . . , ω_n do nezaleınih qastot ν, ν_1 = ν + ω_1, ν_2 = ν + ω_1 + ω_2, . . . , ν_n = ν + ω_1 + . . . + ω_n˛ vikoristati pravilo (33). Drugim sposobom oderıu‚mo dlffl μ^0_n(q_1, . . . , q_n) takiȷ viraz:

μ^0_n(q_1, . . . , q_n) = (−1)^{n−1}(n − 1)! ∑ k,s n_{k+q1,s}n_{k+q1+q2 ,s} . . .n_{k+q1+...+qn ,s}. (38)

Vikoristovuqi perxiȷ spos˛b, oderıu‚mo zobraıennffl dlffl strukturnih faktor˛v u tak˛ȷ form˛:

μ^0_2(q, −q) = −β^{−1} lim_{δ→+0} ∑ ω μ^0_2(x, −x);

μ^0_2(x, −x) = 2Re ∑ k,s (iω + ε_k − ε_{k+q})^{−1} { n_{k,s}e^{iωδ} − n_{k+q,s}e^{−iωδ} } ; μ^0_3(q_1, q_2, −q_1 − q_2) = β^{−2}

× lim

δ_1 ,δ_2→+0 ∑ ω_1,ω_2

{γ_3(x_1, −x_2) + γ_3(x_2, x_1 + x_2) + γ_3(−x_1, −x_1 − x_2)};

γ_3(x_1, x_2) ≡ 2Re ∑ k,s n_{k,s}(iω_1 + ε_k − ε_{k+q1} )^{−1} × (iω_2 + ε_k − ε_{k+q2} )^{−1}e^{iδ1ω1} e^{iδ2 ω2} ,

(39)

˛ t. d. Obqislqi sumi (39) za qastotami Boze–Macubari za pravilom (33), znovu prihodimo do virazu (39).

Vikoristannffl mnoınik˛v exp(iδ_j ν) ˛ pereh˛d do granic˛ δ_j → +0 p˛slffl obqislennffl sum za qastoto obov’fflzkov˛ v tih vipadkah, koli qislo funkc˛ȷ Ţr˛na zb˛ga‚t~sffl ˛z qislom nezaleınih sum za qastotami. kwo ı qislo nezaleınih sum menxe v˛d qisla funkc˛ȷ Ţr˛na, to defflk˛ perehodi do granic˛ δ_j → +0 moıliv˛ do obqislennffl sum za v˛dpov˛dnimi qastotami. Napriklad, pri rozrahunku vnesk˛v sukupnosti polfflrizac˛ȷnih d˛fflgram n-go porffldku teor˛Ý zburen~ (n ≥ 2), porodıenih dvoqastinkovo vza‚mod˛‚ υ_2(q, −q) ˛ proporc˛ȷnih { μ^0_2(x, −x) }_n (nezaleın˛ qastoti ν_1, ν_2, . . ., ν_n ˛ ω), sl˛d skoristatisffl pravilom (35) dlffl rozrahunku μ^0_2(x, −x), p˛slffl qogo pereȷti do granic˛ δ → +0 u μ^0_2(x, −x) pered obqislennfflm sumi za qastoto ω (p˛slffl poperedn~ogo p˛dsumovuvannffl rffldu d˛fflgram tipu geometriqnoÝ progres˛Ý za stepenfflmi mnoınika υ_2(q, −q)μ^0_2(x, −x)).

We odn˛‚ ˛lstrac˛‚ moıe buti rozrahunok polfflrizac˛ȷnogo operatora ferm˛-sistem u nabliıenn˛ qo-

SPEKTRAL^NE ZOBRA”ENN STATISTIQNOGO OPERATORA ¨ TEMPERATURNIH FUNKC¨„ ŢR¨NA

tiriqastinkovih korelfflc˛ȷ bazisnoÝ sistemi pri vrahuvann˛ dvoqastinkovih vza‚mod˛ȷ: M (x, −x) = μ^0_2(x, −x) + ΔM (x, −x), ΔM (x, −x) = − 1 2βV lim δ_i →+0 ∑ q_1,ω_1

υ_2(q_1, −q_1)ε^{−1}(x_1)μ^0_4(x, −x, x_1, −x_1), (40)

ε(x_1) = 1 + 1 V υ_2(q_1, −q_1)μ^0_2(x_1, −x_1), de μ^0_4(x, −x, x_1, −x_1) = β^{−1} ⟨ T̃ {ρ̂_xρ̂_{−x}ρ̂_{x1} ρ̂_{−x1} } ⟩_{zv} 0 = −2β^{−1}Re ∑ k,s ∑ ν G_{k,s}(ν )G_{k+q,s}(ν + ω)G_{k+q1 ,s}(ν + ω_1) × { 2G_{k,s}(ν)e^{iδ3ν} + G_{k+q+q1 ,s}(ν + ω + ω_1)e^{iδ4(ν+ω+ω1 )} } e^{iδ3ν} e^{iδ1(ν+ω)}e^{iδ2 (ν+ω1)}. (41)

Perxiȷ dodanok f˛gurnoÝ duıki v˛dpov˛da‚ d˛fflgram˛ vlasnoÝ enerİ˛Ý, a drugiȷ — obm˛nn˛ȷ (x ≡ (q, ω), x_1 ≡ (q_1, ω_1 )). Wob skoristatisffl formulo (33) dlffl obqislennffl sumi za qastoto ω_1 u formul˛ (40), neobh˛dno zobraziti ε^{−1}(x_1) u viglffld˛ dvoh dodank˛v, 1 ε(x_1)

= 1 − ε(x_1) − 1 ε(x_1)

, (42)

zapisuqi ΔM (x, −x) fflk sumu dvoh qlen˛v. Pri rozrahunku perxogo z nih pereȷdemo do nezaleınih qastot ν, ν_1 = ν + ω_1, skorista‚mos~ formulo (33) ˛ pereȷdemo do granic˛ δ_j → +0:

ΔM_1(x, −x) = ℏ^2 mβV ∑ q_1

(q, q_1)υ_2(q_1, −q_1) ∑ k,s (n_{k,s} − n_{k+q,s})(n_{k+q1 ,s} − n_{k+q1+q,s})

× Re { [iω + ε_k − ε_{k+q}]^{−2} [iω + ε_{k+q1} − ε_{k+q1+q}]^{−1} } . Dlffl prostih potenc˛ffll˛v pri T = 0 K ceȷ viraz zvodit~sffl do dvovim˛rnogo ˛nteİrala xlfflhom perehodu v˛d zm˛nnoÝ q_1 do k_1 = k + q_1 ta nastupnim ˛nteİruvannfflm za vektorami k, k_1 u cil˛ndriqn˛ȷ sistem˛ koordinat (div. [9]). Dodanok ΔM_1(x, −x) v˛dpov˛da‚ nabliıenn Ţeldarta–Teȷlora, fflk˛ rozrahuvali l˛n˛ȷnu za potenc˛ffllom popravku do polfflrizac˛ȷnogo operatora model˛ elektronnogo gazu u statiqn˛ȷ granic˛ [10].

Dlffl viznaqennffl drugogo dodanka, ΔM_2(x, −x) sl˛d spoqatku rozrahuvati μ^0_4(x, −x, x_1, −x_1), vikonuqi p˛dsumovuvannffl za qastoto ν u formul˛ (41) za pravilom (33) ˛ perehodfflqi do granic˛ δ_i → +0. Obqislennffl sumi za vektorom k vikonu‚mo v anal˛tiqn˛ȷ form˛, u rezul~tat˛ qogo oderıu‚mo zobraıennffl

μ^0_4(x, −x, x_1, −x_1) = 3N (2ε_F )^3

I_4(q, q_1; t; u, u_1), (43)

de N — qislo qastinok u sistem˛; ε_F = ℏ^2k^2_F 2m — enerİ˛ffl Ferm˛; I_4(. . .) — bezrozm˛rna funkc˛ffl bezrozm˛rnih arİument˛v — q ≡ |q| k^{−1}_F , q_1 ≡ |q_1| k^{−1}_F , t = cos( ^ q, q_1), u = ω(2ε_F q)^{−1}, u_1 = ω_1(2ε_Fq_1)^{−1} (div. [5]). Nastupniȷ rozrahunok dodanka

ΔM_2(x, −x) = 1 2βV ∑ q_1,ω_1

υ_2(q_1, −q_1) ε(x_1) − 1

ε(x_1) μ^0_4(x, −x, x_1, −x_1) (44)

dlffl absoltnogo nulffl temperaturi zvodit~sffl do trivim˛rnogo ˛nteİrala za zm˛nnimi q_1, u_1, t, wo vikonu‚t~sffl qisel~no.

M. VAVRUH, S. SLOBODN

IV. VISNOVKI

Vikoristannffl spektral~nogo zobraıennffl statistiqnogo operatora kvantovih sistem — ferm˛on˛v, bozon˛v abo kvaz˛qastinok — znaqno sprowu‚ d˛fflgramnu tehn˛ku teor˛Ý zburen~ dlffl rozrahunku termodinam˛qnih ta strukturnih funkc˛ȷ ˛ nada‚ bazisnomu p˛dhodu un˛versal~nih moılivosteȷ.

Zaproponovane spektral~ne zobraıennffl funkc˛ȷ Ţr˛na bazisnih sistem u form˛ (23), (24) ta (29)–(31), (35) da‚ zmogu formal˛zuvati viznaqennffl d˛fflgram teor˛Ý zburen~ ˛ usuva‚ trudnow˛ obqislennffl sum za qastotami, fflk˛ haraktern˛ dlffl zviqaȷnoÝ tehn˛ki [1].

[1] A. A. Abrikosov, L. P. Gor~kov, I. E. Dzfflloxinskiȷ, Metody kvantovoȷ teorii polffl v statistiqeskoȷ fizike (Fizmatgiz, Moskva, 1962).

[2] A. A. Abrikosov, L. P. Gor~kov, I. E. Dzfflloxinskiȷ, ”urn. ¸ksp. teor. fiz. 36, 900 (1959).

[3] E. S. Fradkin, ”urn. ¸ksp. teor. fiz. 36, 1286 (1959). [4] M. V. Vavruh, Ukr. f˛z. ıurn. 36, 296 (1991). [5] M. Vavrukh, T. Krokhmalskii, Phys. Status Solidi (b) 168, 519 (1991).

[6] Teoriffl sverhprovodimosti. Sb. stateȷ. Pod red. N. N. Bogolbova (IL., Moskva, 1960).

[7] A. P. Prudnikov, “. A. Bryqkov, O. I. Mariqev, Integraly i rffldy (Nauka, Moskva, 1981). [8] M. V. Vavruh, Teor. mat. fiz. 50, 438 (1982). [9] M. V. Vavruh, V. N. Paslavs~kiȷ, N. L. Tixko, ”urn. f˛z. dosl. 4, 21 (2000).

[10] D. J. W. Geldart, R. Taylor, Can. J. Phys. 48, 155 (1970).

THE SPECTRAL REPRESENTATION OF STATISTICAL OPERATOR AND GREEN’S FUNCTIONS AT THE FINITE TEMPERATURE

M. V. Vavrukh, S. B. Slobodyan The Ivan Franko National University of Lviv, Department for Astrophysics, 8 Kyryla and Mefodia Str., Lviv, UA-79005, Ukraine

The spectral representation of the statistical operator for the electron liquid model was suggested previosly by one of autors. This approach is generalized for homogeneous Fermi or Bose systems with many-particle interactions, as well as for the electron–phonon model. The spectral representation of Green’s functions reference systems (particle or phonon) was proposed. It allows to formalize the calculation of the sum over the frequency and simplify the procedure of calculation of the pertubation theory diagram.