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Розглянуто розширену протонну модель з тунелюванням, яка враховує зсувну деформацiю
u6, для дослiдження дiелектричних, п’єзоелектричних та пружних властивостей сеґнетоелект-
рикiв й антисеґнетоелектрикiв сiм’ї KH2PO4. У межах цiєї моделi, використовуючи наближен-
ня чотиричастинкового кластера за короткосяжними та молекулярного поля за далекосяжни-
ми взаємодiями, розраховано поперечнi компоненти тензора дiелектричної сприйнятливости
сеґнетоелектрикiв сiм’ї KH2PO4. Дослiджено фазовий перехiд i п’єзоефект у сеґнетоелект-
рику KH2PO4. У параелектричнiй фазi вивчено дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi ха-
рактеристики антисеґнетоелектрика NH4H2PO4. Отримано добре узгодження теоретичних та
експериментальних результатiв для цих кристалiв.
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I. ВСТУП

Вiдомо, що сеґнетоелектрики типу KH2PO4 (KDP)
та антисеґнетоелектрики типу NH4H2PO4 (ADP) у
високотемпературнiй, параелектричнiй фазi мають
тетрагональну кристалiчну структуру (I4̄2d) з нецен-
тросиметричною точковою групою D2d. Тому вони
мають п’єзоелектричнi властивостi. Сьогоднi теоре-
тичне вивчення цього фiзичного явища на мiкроско-
пiчному рiвнi в цих кристалах ще остаточно не за-
вершено. Зокрема, воно перебуває на стадiї рiзних
удосконалень моделi протонного впорядкування. Ак-
туальнiсть теоретичних дослiджень у цьому напрямi
зумовлена активнiстю п’єзоелектричної взаємодiї при
дiї на цi кристали зовнiшнiх електричних полiв та ме-
ханiчних напруг певної симетрiї. Тому конче потрiбне
послiдовне вивчення лiнiйних, дiелектричного та п’є-
зоелектричного вiдгукiв цих кристалiв.

У працi вивчено фiзичнi властивостi кристалiв сi-
м’ї KDP (сеґнетоелектрикiв типу KDP та антисеґне-
тоелектрикiв типу ADP), пiдданих деформацiї зсуву
u6 = 2uab у тетрагональнiй системi координат. Це цi-
каво ще й тим, що при сеґнетоелектричному фазово-
му переходi в кристалах iз сiм’ї KDP виникає спонтан-
на деформацiя u6, яка приводить до змiни їхньої си-
метрiї. Передумовою створення єдиної мiкроскопiчної
теорiї, яка враховує п’єзоелектричну взаємодiю, для
всiх кристалiв сiм’ї KDP служить структурна iзомор-
фнiсть у параелектричнiй фазi її сеґнетоелектрикiв й
антисеґнетоелектрикiв мiж собою.

Статистичне вивчення фазового переходу та п’єзо-
ефекту в сеґнетоелектриках типу KH2PO4 започат-
ковано в роботi [1]. У цiй працi модифiковано тео-

рiю Слетера [2] шляхом розщеплення найнижчого се-
ґнетоелектричного рiвня, яке зумовлене деформацiєю
u6, та досягнуто певного успiху в узгодженнi теорiї
з експериментом. Сам механiзм виникнення спонтан-
ної деформацiї u6 в сеґнетоелектриках типу KH2PO4

i вплив на неї взаємодiї протонiв з акустичними коли-
ваннями ґратки дослiджено в статтi [3].

Фундаментальнi результати для деформованих
кристалiв типу KD2PO4, а саме, появу лiнiйного за де-
формацiєю молекулярного поля та розщеплення кон-
фiґурацiйних енерґiй, отримано в працях [4, 5]. Зо-
крема, у них уперше модифiковано гамiльтонiян про-
тонної моделi на випадок деформацiї u6, який вра-
ховує розщеплення енерґiї “бiчних” конфiґурацiй та
мiстить деформацiйне молекулярне поле. Останнє ли-
ше частково вiдображає розщеплення енерґiй “верх-
нiх/нижнiх” та одно- i тричастинкових конфiґурацiй.

Отже, деформацiя зсуву u6 в моделi протонного
впорядкування приводить до появи деформацiйного
молекулярного поля [4, 5] та розщеплення конфiґу-
рацiйних енерґiй [1, 4]. Базуючись на цих фактах, у
працях [6, 7], з урахуванням всiх можливих розщеп-
лень конфiґурацiйних енерґiй (“верхнiх/нижнiх”, “бiч-
них” та однократно йонiзованих), зумовлених дефор-
мацiєю u6, дослiджено фазовий перехiд та п’єзоефект,
вплив напруги σ6 [6] та поля вздовж c-осi [7] на фi-
зичнi властивостi кристалiв KD2PO4 i KH2PO4 без
тунелювання. Отримано задовiльне узгодження тео-
рiї з експериментальними даними.

Однак, виявляється, є щонайменше три суттєвi мо-
менти при введеннi деформацiї u6 в протонну модель,
якi в указаних вище роботах не висвiтлено. По-перше,
на основi загальних мiркувань можна чiтко вибрати
знаки параметрiв, що керують знаками розщеплень
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енерґiй конфiґурацiй з дипольним моментом уздовж
c-осi. По-друге, як показує аналiз лiнiйної за дефор-
мацiєю u6 псевдоспiнової частини гамiльтонiяна про-
тонної моделi, у працях [6, 7] наявне переповнення
пiдгiнними параметрами деформацiйного походжен-
ня (є вiльний параметр). Це вносить неоднозначнiсть
у вiдповiднiсть мiж сукупнiстю значень цих парамет-
рiв та фiзичними характеристиками: безлiч наборiв
параметрiв дають один результат для окремих фiзич-
них характеристик. По-третє, в межах єдиного пiд-
ходу можна охопити разом iз сеґнетоелектричними
кристалами також антисеґнетоелектричнi. Про всi цi
моменти коротко мова вже йшла в нашiй попереднiй
статтi [8], у якiй запропоновано розширення протон-
ної моделi з тунелюванням для дослiдження фiзич-
них властивостей при деформацiї u6 сеґнетоелектри-
кiв типу KDP i антисеґнетоелектрикiв типу ADP. Там
же показано, що в параелектричнiй фазi, де є струк-
турна iзоморфнiсть сеґнетоелектрикiв типу KDP i ан-
тисеґнетоелектрикiв типу ADP, усi теоретичнi резуль-
тати для них є спiльнi. Також у нiй отримано добре
узгодження теорiї та експерименту для низки фiзич-
них характеристик кристалiв KH2PO4 та NH4H2PO4.

У нашiй статтi ми повнiше, нiж у [8], проводи-
мо теоретичнi розрахунки фiзичних характеристик
кристалiв сiм’ї KDP в межах моделi працi [8]. Ми
отримуємо новi теоретичнi результати для попереч-
них компонент статичної дiелектричної сприйнятли-
вости сеґнетоелектрикiв сiм’ї KDP, якi адекватнiшi
цим кристалам, нiж результати, отриманi в межах те-
орiї без урахування спонтанної деформацiї. Основну
увагу придiлено вивченню сеґнетоелектричного фазо-
вого переходу та п’єзоефекту у кристалi KH2PO4. У
парафазi дослiджено фiзичнi характеристики криста-
ла NH4H2PO4. Результати теорiї порiвнюються з вiд-
повiдними експериментальними даними.

II. ГАМIЛЬТОНIЯН ПРОТОННОЇ МОДЕЛI
КРИСТАЛIВ СIМ’Ї KDP ПРИ ДЕФОРМАЦIЇ

Розглядаємо сеґнетоелектричний кристал типу
KH2PO4 чи антисеґнетоелектричний кристал типу
NH4H2PO4 в системi координат (x, y, z), яку також
позначатимемо iндексно (1, 2, 3). Ця система коор-
динат збiгається з тетрагональною (I4̄2d) кристало-
графiчною системою координат (a, b, c). До криста-
ла прикладено механiчну напругу зсуву σ6 = σxy та
електричне поле вздовж осi c — E = (0, 0, E3). Во-
ни незалежно iндукують внески в поляризацiю P =
(0, 0,P3) та деформацiю u6 кристала. Зауважимо, що
деформацiя u6 однаково впливає на обидвi пiдґратки
антисеґнетоелектрика типу ADP. Нехай квадратичнi
за деформацiєю та полем внески в гамiльтонiян про-
тонної пiдсистеми несуттєвi.

Повний модельний гамiльтонiян Ĥ сеґнетоелект-
рикiв типу KH2PO4 та антисеґнетоелектрикiв типу
NH4H2PO4 складається iз “затравочної” та псевдоспi-
нової частин. “Затравочна” частина вiдповiдає ґрат-
цi важких йонiв i явно не залежить вiд конфiґурацiї

протонної пiдсистеми. Псевдоспiнова частина врахо-
вує короткосяжнi та далекосяжнi взаємодiї протонiв
поблизу кисневих тетраедрiв PO4, тунелювання про-
тонiв на водневих зв’язках, а також ефективну взає-
модiю з полем E3. Згiдно з роботою [8],

Ĥ = NpcUseed + ĤMF + Ĥshort − 2Ω
∑

n,f

Ŝx
f (n)

−
∑

n,f

µ3E3Ŝ
z
f (n). (2.1)

Npc — загальна кiлькiсть примiтивних комiрок. При-
мiтивну комiрку складають два сусiднi тетраедри
PO4 з чотирма водневими зв’язками, якi пiдходять
до одного з них (рис. 1). 2Ω — енерґiя тунелювання
протонiв на водневих зв’язках. Вона взята незалеж-
ною вiд деформацiї зсуву u6, при якiй водневi зв’язки
повертаються без суттєвої змiни своїх геометричних
розмiрiв. Крiм того, з симетрiйних мiркувань можна
показати, що її залежнiсть вiд деформацiї u6 може
бути тiльки парною. µ3 — ефективний дипольний мо-
мент примiтивної комiрки вздовж осi z в розрахунку
на водневий зв’язок. Ŝα

f (n) — α-компонента оператора

псевдоспiну Ŝf (n), α = x, z, f = 1, 4, який описує стан
протона на f -му водневому зв’язку в n-iй примiтивнiй
комiрцi. Власнi значення оператора Ŝz

f (n) = ± 1
2 вiд-

повiдають двом можливим рiвноважним положенням
протона на зв’язку — положення “1” i “2” на рис. 1.

Рис. 1. Примiтивна комiрка кристала сiм’ї KDP. Циф-
ри в кружечках нумерують водневi зв’язки, а необведенi
цифри — можливi положення “◦” протона “•” на воднево-
му зв’язку. Штрихованими лiнiями схематично показано
її здеформований вигляд при зсувнiй деформацiї u6.

Useed — “затравочна” енерґiя примiтивної комiрки
кристала, виражена через електричне поле E3 i де-
формацiю u6 [1, 3–7]. Вона включає в себе пружну,
п’єзоелектричну й електричну частини
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Useed = v

(

CE0
66 (T )

u2
6

2
− e036E3u6 − ε0χ

0
33

E2
3

2

)

. (2.2)

CE0
66 (T ), e036 i χ0

33 — так званi “затравочнi” пружна
стала, коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги та дiелек-
трична сприйнятливiсть вiдповiдно; T — абсолютна
температура, v — об’єм примiтивної комiрки, ε0 —
електрична постiйна. “Затравочнi” фiзичнi характе-
ристики визначають температурну поведiнку сумар-
них характеристик у далекiй вiд точки фазового пере-
ходу Tc високотемпературнiй дiлянцi. Тому, на основi
аналiзу результатiв робiт [1, 9], “затравочну” пружну
сталу CE0

66 (T ) беремо лiнiйно спадною вiд температури
в параелектричнiй фазi з коефiцiєнтом Kpara

66 ≥ 0:

CE0
66 (T ) = cE0

66 −Kpara
66 (T − Tc)θ(T − Tc),

θ(T −Tc) — тета-функцiя. Про коефiцiєнт Kpara
66 мож-

на сказати, що вiн феноменологiчно враховує висо-
котемпературний ангармонiзм ґратки. Константу cE0

66

зручно тлумачити як значення “затравочної” пружної
сталої в точцi фазового переходу.

ĤMF — гамiльтонiян середнього поля за далекосяж-
ними диполь–дипольними та непрямими (через ко-
ливання ґратки [10, 11]) мiжпротонними взаємодiями
i лiнiйного за деформацiєю зсуву u6 середнього по-
ля [4, 5], iндукованого п’єзоелектричною взаємодiєю:

ĤMF =
1

2

∑

n1,f1

∑

n2,f2

Jf1f2
(n1,n2)〈Ŝz

f1
(n1)〉〈Ŝz

f2
(n2)〉

−
∑

n1,f1

∑

n2,f2

Jf1f2
(n1,n2)〈Ŝz

f2
(n2)〉Ŝz

f1
(n1)

− 2ψ6u6

∑

n,f

Ŝz
f (n). (2.3)

Ĥshort — лiнiйний за деформацiєю гамiльтонiян корот-
косяжних взаємодiй мiж протонами бiля усiх кисне-
вих тетраедрiв кристала:

Ĥshort = 2
∑

n

Ĥtetra(n). (2.4)

Гамiльтонiян конфiґурацiйних взаємодiй протонiв бi-
ля кисневого тетраедра Ĥtetra(n) отримано з ураху-
ванням усiх можливих лiнiйних розщеплень, якi зу-
мовленi симетрiєю деформацiї u6, конфiґурацiйних
енерґiй протонiв бiля тетраедра ε̄s, ε̄a, ε̄1, ε̄0 (див.
таблицю 1). Фактично їхня поява є наслiдком утрати
симетрiї дзеркального повороту навколо осi z при де-
формацiї u6. Цей поворот змiнює знак поляризацiї P3

та деформацiї u6, якi перетворюються за одним не-
звiдним представленням. Гамiльтонiян Ĥtetra(n) до-
рiвнює повнiй конфiґурацiйнiй енерґiї протонiв бiля
кисневого тетраедра

Конфiґурацiя Хвильова енерґiя

“s1s2s3s4” функцiя Λ(s1s2s3s4)

“+ + ++” ϕ1 ε̄s − δs6u6

“−−−−” ϕ16 ε̄s + δs6u6

“+ −−+” ϕ7 ε̄a + δa6u6

“− + +−” ϕ10

“−− ++” ϕ4 ε̄a − δa6u6

“+ + −−” ϕ13

“− + ++” ϕ2

“+ − ++” ϕ3 ε̄1 − δ16u6

“+ + −+” ϕ5

“+ + +−” ϕ9

“−−−+” ϕ8

“−− +−” ϕ12 ε̄1 + δ16u6

“− + −−” ϕ14

“+ −−−” ϕ15

“− + −+” ϕ6 ε̄0

“+ − +−” ϕ11

Таблиця 1. Розщеплення конфiґурацiйних енерґiй про-
тонiв бiля тетраедра PO4 кристала сiм’ї KDP, якi зумов-
ленi зсувною деформацiєю u6, згiдно з роботою [8]. Кое-
фiцiєнти δs6, δ16 вибрано з такою умовою: δs6, δ16 ≥ 0.

∑

s1s2s3s4

N̂s1s2s3s4
(n)Λ(s1s2s3s4)

мiнус енерґiя протонiв у деформацiйному молекуляр-
ному полi

−δs6 + 2δ16
4

u6

4
∑

f=1

Ŝz
f (n),

яку ми враховуємо в ĤMF: ψ6=ψ06+(2δ16 + δs6)/4. ψ06

має змiст параметра деформацiйного молекулярного
поля, який фiґурує в працях [4–7]. Тут

N̂s1s2s3s4
(n)=

4
∏

f=1

(

1

2
+sf Ŝ

z
f (n)

)

оператор чотиричастинкової конфiґурацiї [10, 12], в
якому sf означає знак власного значення опера-
тора Ŝz

f(n) у конкретнiй конфiґурацiї “s1s2s3s4”:

sf=“+”, “−”. Ĥtetra(n) є однаковим для обох тетраед-
рiв примiтивної комiрки i має такий вигляд [8]:
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Ĥtetra(n)=U
[

Ŝz
1 (n)Ŝz

3 (n) + Ŝz
2 (n)Ŝz

4 (n)
]

+(V −δa6u6)
[

Ŝz
1 (n)Ŝz

2 (n)+Ŝz
3 (n)Ŝz

4 (n)
]

+(V +δa6u6)
[

Ŝz
1 (n)Ŝz

4 (n)+Ŝz
2 (n)Ŝz

3 (n)
]

(2.5)

+4δ1s6u6

[

Ŝz
1 (n)Ŝz

2 (n){Ŝz
3 (n)+Ŝz

4 (n)}

+{Ŝz
1 (n)+Ŝz

2 (n)}Ŝz
3(n)Ŝz

4 (n)
]

+Φ

4
∏

f=1

Ŝz
f (n).

Пiдкреслимо, що для фiзично послiдовного вiдтво-
рення явища п’єзоефекту в межах цих модельних мiр-
кувань повинна дотримуватись нерiвнiсть ψ6 ≥ |δ1s6|.
Решта параметрiв δa6 та δ1s6 = (2δ16 − δs6)/4 можуть
приймати довiльнi скiнченнi значення. При δ1s6 = 0
гамiльтонiян Ĥshort збiгається з вiдповiдним гамiльто-
нiяном працi [4].

Зрозумiло, що фiзичнi характеристики системи,
яка описується гамiльтонiяном Ĥ (2.1), однозначно
залежать вiд сукупности значень трьох незалежних
параметрiв деформацiйного походження ψ6, δa6 та
δ1s6 при фiксацiї решти параметрiв теорiї. Коли в та-
кому випадку, аналогiчно до робiт [6,7] систему опису-
вати сукупнiстю параметрiв ψ06, δa6, δs6 та δ16, то вiд-
будеться переповнення параметрами. Це буде внаслi-
док того, що в гамiльтонiян цi чотири параметри вхо-
дять як три не залежнi мiж собою лiнiйнi комбiнацiї.
Тому в цьому розумiннi самi параметри ψ06, δa6, δs6 та
δ16 є мiж собою залежними. Очевидний наслiдок та-
кої залежности — це неоднозначна вiдповiднiсть мiж
набором параметрiв ψ06, δa6, δs6 та δ16 i фiзичними ха-
рактеристиками: безлiч наборiв параметрiв при пев-
нiй закономiрностi їх визначення даватимуть один i
той самий результат для окремих фiзичних характе-
ристик. Отже, визначальний фiзичний змiст мають
не самi параметри ψ06, δa6, δs6 та δ16, а їхнi лiнiйнi
комбiнацiї ψ6, δa6, δ1s6.

Енерґiї кореляцiй протонiв U , V , Φ зв’язанi зi сеґне-
тоелектричними енерґiями ε, w,w1 розширеної моделi
Слетера–Такаґi [2, 10, 12]

U = −ε+
1

2
w1, V = −1

2
w1, Φ = 4ε− 8w + 2w1,

якi вводяться на основi конфiґурацiйних енерґiй:

ε = ε̄a − ε̄s, w = ε̄1 − ε̄s, w1 = ε̄0 − ε̄s.

Для опису антисеґнетоелектричного впорядкуван-
ня типу ADP у протоннiй моделi вводяться, вiдповiд-
но, iншi енерґiї [12]:

ε̃ = ε̄s − ε̄a, w̃ = ε̄1 − ε̄a, w̃1 = ε̄0 − ε̄a.

Легко побачити зв’язок мiж сеґнетоелектричними
й антисеґнетоелектричними енерґiями [8]:

ε = −ε̃, w = w̃ − ε̃, w1 = w̃1 − ε̃, (2.6)

за допомогою якого можна отримати вигляд енерґiй
U , V , Φ для антисеґнетоелектричного пiдходу. Що-
бiльше, цей зв’язок дає змогу використовувати для
сеґнетоелектричних та антисеґнетоелектричних крис-
талiв сiм’ї KDP у фазi їхньої структурної iзоморфнос-
ти теоретичнi результати одночасно сеґнетоелектрич-
ного й антисеґнетоелектричного пiдходiв. Пiзнiше вiн
буде використаний при отриманнi числових теоретич-
них результатiв для дiелектричних, п’єзоелектричних
та пружних характеристик кристала NH4H2PO4. Да-
лi теоретичний розгляд проводимо в межах сеґнето-
електричного пiдходу.

III. НАБЛИЖЕННЯ
ЧОТИРИЧАСТИНКОВОГО КЛАСТЕРА ДЛЯ
ЕЛЕКТРИЧНОГО ТЕРМОДИНАМIЧНОГО

ПОТЕНЦIЯЛУ

Сильнi короткосяжнi кореляцiї у кристалах сiм’ї
KDP разом зi специфiкою кристалiчної структури
роблять природним використання для розрахункiв
електричного термодинамiчного потенцiялу (елект-
ричної функцiї Ґiббса) наближення чотиричастинко-
вого кластера за короткосяжними взаємодiями [10,
12]. При цьому далекосяжнi взаємодiї враховуємо в
наближеннi молекулярного поля. У цих наближен-
нях електричний термодинамiчний потенцiял сеґнето-
електрика типу KH2PO4 в розрахунку на примiтивну
комiрку має такий вигляд [8]:

g2E(T, u6, E3,∆, η, P ) = Useed +
ν3
2
P 2 − 2

β
lnZ4

+
1

β

4
∑

f=1

lnZ1f , (3.7)

де β = (kBT )−1, kB — постiйна Больцмана, ν3 =
J11(0) + 2J12(0) + J13(0) — власне значення фур’є-
образу матрицi далекосяжних взаємодiй

Jf1f2
(0) =

∑

n1−n2

Jf1f2
(n1,n2),

Z4 = Sp[e−βĤ4 ] i Z1f = Sp[e−βĤ1f ] — чотиричастин-
кова й одночастинкова статистичнi суми. Чотиричас-
тинковий Ĥ4 та одночастинковий Ĥ1f гамiльтонiяни
протонiв даються виразами:

Ĥ4 = Ĥtetra + 2Γ

4
∑

f=1

Ŝx
f + C

4
∑

f=1

Ŝz
f , (3.8)

Ĥ1f = 2[2Γ + Ω]Ŝx
f + 2

[

C +
ν3
4
P + ψ6u6 +

1

2
µ3E3

]

Sz
f .
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Тут Ĥtetra означає гамiльтонiян (2.5) без залежности
вiд n. Запровадженi для зручности варiяцiйнi поля C
i Γ мiстять кластернi параметри ∆ i η

C = ∆ − ν3
2
P − 2ψ6u6 − µ3E3, Γ = −Ω +

η

4
.

Зазначимо, що при отриманнi електричного термоди-
намiчного потенцiялу (3.7) взято до уваги спiввiдно-
шення

〈Ŝx
1 (n)〉 = 〈Ŝx

2 (n)〉 = 〈Ŝx
3 (n)〉 = 〈Ŝx

4 (n)〉 ≡ 1

2
X,

〈Ŝz
1 (n)〉 = 〈Ŝz

2 (n)〉 = 〈Ŝz
3 (n)〉 = 〈Ŝz

4 (n)〉 ≡ 1

2
P, (3.9)

якi реалiзуються в однорiдному сеґнетоелектричному

випадку.
Кластернi параметри ∆ i η (варiяцiйнi поля C

i Γ) та параметр протонного впорядкування P ви-
значаються з умови мiнiмуму [10, 12] потенцiялу
g2E(T, u6, E3,∆, η, P ):

∂g2E

∂∆
=
∂g2E

∂P
=
∂g2E

∂C
= 0,

∂g2E

∂η
=
∂g2E

∂Γ
= 0, (3.10)

яку для кластерного наближення можна записати як
рiвняння самоузгодження [10, 12–14].

Для подальших розрахункiв потрiбно знайти влас-
нi значення кластерних гамiльтонiянiв. Установивши
власнi значення одночастинкового гамiльтонiяна Ĥ1f

(наприклад, шляхом перетворення повороту для псев-
доспiнових операторiв), легко отримуємо одночастин-
кову статистичну суму

Z1f=2 cosh

{

β

√

(

C+
ν3
4
P+ψ6u6+

1

2
µ3E3

)2
+
(

2Γ+Ω
)2

}

.

Власнi значення чотиричастинкового гамiльтонiяна знаходимо, використовуючи спершу той факт, що група
його симетрiї iзоморфна точковiй групi D2. За початковий базис вибираємо ортонормовану сукупнiсть iз 16-ти
хвильових функцiй ϕi (таблиця 1), якi є добутками псевдоспiнових одночастинкових хвильових функцiй. Далi
робимо вiдповiдне симетрiї D2 унiтарне перетворення початкової матрицi, попередньо знехтувавши незначу-
щою її константою (− 1

2w − 1
4ε+ 1

8w1)δij , δij — δ-cимволи Кронекера. Перетворену матрицю гамiльтонiяна Ĥ4

отримуємо у квазiдiягональному виглядi:

H̃4 = B1 ⊕B2(ε+) ⊕B2(ε−) ⊕B2(w1), (3.11)

B1=





















Cs 0 0 0 2Γ 0 0
0 −Cs 0 0 0 2Γ 0

0 0 ε+ 0
√

2Γ
√

2Γ 0

0 0 0 ε−
√

2Γ
√

2Γ 0

2Γ 0
√

2Γ
√

2Γ w + Co 0
√

2Γ

0 2Γ
√

2Γ
√

2Γ 0 w − Co

√
2Γ

0 0 0 0
√

2Γ
√

2Γ w1





















, B2(λ)=





λ
√

2Γ
√

2Γ√
2Γ w + Co 0√
2Γ 0 w − Co



 .

Тут запроваджено позначення:

ε+ = ε+ δa6u6, ε− = ε− δa6u6, Cs = 2C + 2δ1s6u6, Co = C − δ1s6u6.

З матрицi (3.11) одержуємо рiвняння на власнi значення

E7 + E6k̃6 + E5k̃5 + E4k̃4 + E3k̃3 + E2k̃2 + E k̃1 + k̃0=0,

E3 + E2K2(ε+) + EK1(ε+) +K0(ε+) = 0,

E3 + E2K2(ε−) + EK1(ε−) +K0(ε−) = 0, (3.12)

E3 + E2K2(w1) + EK1(w1) +K0(w1) = 0,

у яких такi коефiцiєнти:
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k̃0 = ε+ε−
(

wC2
s (ww1 − 4Γ2) − w1(CoCs − 4Γ2)2

)

− 8εww1C
2
sΓ2,

k̃1 = (ε+ε− + 2εw1)
(

(CoCs − 4Γ2)2 − w2C2
s

)

+32εw1Γ
4 + 8(εw1 + ww2)C

2
s Γ2 − 2ε+ε−(4Γ2 + C2

s )(ww1−2Γ2),

k̃2 = ε+ε−
(

(12w+8w1)Γ
2 + (2w+w1)C

2
s + w1(C

2
o−w2)

)

+ 4εww1(C
2
s + 6Γ2) − 4(3w + 2w2)C

2
sΓ2

+w2(w
2C2

s − (CoCs − 4Γ2)2 − 32Γ4),

k̃3 = (ε+ε− + 2εw1)(w
2 + 2ww1 − C2

o − C2
s − 12Γ2) − 4εww2

1 + 48Γ4 − 16ww2Γ
2 + (CoCs − 4Γ2)2

−C2
s (2ww2 + w2 − 12Γ2),

k̃4 = −ε+ε−(2w + w1) + w2(C
2
o + C2

s − w2) + (16w2 + 20w)Γ2 + 2wC2
s − 4εww1,

k̃5 = ε+ε− + w2 + 2(ww2 + εw1) − C2
o − C2

s − 20Γ2, k̃6 = −2w − w2, w2 = w1 + 2ε,

K0(λ) = (C2
o − w2)λ+ 4wΓ2, K1(λ) = −C2

o + w2 + 2wλ− 4Γ2, K2(λ) = −2w − λ.

Чотиричастинкову статистичну суму запишемо так: Z4 =
16
∑

i=1

e−βEi , Ei — коренi рiвнянь (3.12).

З умови мiнiмуму (3.10) отримуємо систему двох трансцедентних рiвнянь для невiдомих P i X















P = − 1
2βZ4

∂Z4

∂C
= 1

2Z4

16
∑

i=1

exp(−βEi)EiC ,

X = − 1
4βZ4

∂Z4

∂Γ = 1
4Z4

16
∑

i=1

exp(−βEi)EiΓ.

(3.13)

Похiднi EiC = ∂Ei

∂C
та EiΓ = ∂Ei

∂Γ наведено в додатку.
Поля C i Γ знаходимо, розв’язавши рiвняння для одночастинкових середнiх значень псевдоспiнiв P та X :

C =
P

2βQ
ln

1 −Q

1 +Q
− 1

4
ν3P − ψ6u6 −

1

2
µ3E3,

Γ =
X

4βQ
ln

1 −Q

1 +Q
− Ω

2
, Q =

√

P 2 +X2. (3.14)

Для зручности зробимо в g2E(T, u6, E3,∆, η, P ) замiну змiнних, задану спiввiдношеннями ∆ =
∆(T, u6, E3, P,X), η = η(T, P,X), якi легко знаходимо з (3.14). Отримаємо електричний термодинамiчний по-
тенцiял у новому виглядi:

g2E(T, u6, E3, P,X) = Useed +
ν3
2
P 2 − 2

β
ln
Z4(1 −Q2)

4
. (3.15)

Невiдомi P = P (T, u6, E3) та X = X(T, u6, E3), якi визначаємо з рiвнянь (3.13), також задовольняють умову
мiнiмуму g2E(T, u6, E3, P,X):

∂g2E

∂P
= 0,

∂g2E

∂X
= 0. (3.16)

З виразу (3.15) легко одержати термодинамiчнi потенцiяли в iнших термодинамiчних змiнних. Зокрема для
визначення температури фазового переходу першого роду Tc нам потрiбний термодинамiчний потенцiял (фун-
кцiя Ґiббса)

gE(T, σ6, E3, P,X) = g2E(T, u6, E3, P,X) − vσ6u6. (3.17)

У параелектричнiй фазi за вiдсутности зовнiшнiх впливiв електричний термодинамiчний i термодинамiчний
потенцiяли мають однаковий вигляд:
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ḡ2E(T,X) = ḡE(T,X) = − 2

β
ln
Z̄4(1 −X2)

4
. (3.18)

Чотиричастинкову статистичну суму в цьому випадку Z̄4 =
16
∑

i=1

e−βEpi обчислюємо через такi власнi значення

чотиричастинкового гамiльтонiяна [13, 14]:

Epi, i = 1, 4, — коренi рiвняння

E4
p + E3

p (−w − w1 − ε) + E2
p (ww1 + wε+ w1ε− 16Γ2) + Ep(Γ

2(12w1 + 8ε) − εww1) − 4εw1Γ
2 = 0,

Ep5=Ep+(0), Ep6=Ep−(0), Ep7=Ep10=Ep+(ε), (3.19)

Ep8=Ep11=Ep−(ε), Ep9=Ep12=Ep16=w, Ep13=ε,

Ep14=Ep+(w1), Ep15=Ep−(w1),

Ep±(λ) =
1

2

(

w + λ±
√

(w − λ)2 + 16Γ2
)

.

Парафазний варiяцiйний параметр

Γ =
1

4β
ln

1 −X

1 +X
− Ω

2

визначаємо на основi рiвняння для невiдомого X

X=
1

4Z̄4

[

4
∑

i=1

e−βEpiEpiΓ + ξ(0) + 2ξ(ε)+ξ(w1)

]

, (3.20)

в якому

EpiΓ = Γ
[

32E2
pi − (24w1 + 16ε)Epi + 8w1ε

][

4E3
pi − 3(w1+w+ε)E2

pi + 2(w1w+w1ε+wε−16Γ2)Epi

+ (12w1 + 8ε)Γ2 − εww1

]−1
,

ξ(λ) = − 16Γ
√

(w − λ)2 + 16Γ2
sinh

(

β

2

√

(w − λ)2 + 16Γ2

)

exp

[

− β

2
(w + λ)

]

.

Отже, ми отримали електричний термодинамiчний потенцiял сеґнетоелектрикiв типу KDP у виглядi (3.15).
Далi на його основi буде розраховано повний набiр їхнiх фiзичних характеристик.

IV. ТЕПЛОВI, ДIЕЛЕКТРИЧНI, П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНI ТА ПРУЖНI ХАРАКТЕРИСТИКИ

Перейдiмо до розрахунку теплових, дiелектричних, п’єзоелектричних та пружних характеристик сеґнето-
електрикiв типу KDP. Розрахунок проводимо з рiвнянь стану, спираючись на рiвняння термодинамiчної рiв-
новаги (3.13).

Записуючи теплове, дiелектричне та пружне рiвняння стану з електричного термодинамiчного потенцiялу
(3.15)

Sv=−1

v

(

∂g2E

∂T

)

u6,E3

, P3=−1

v

(

∂g2E

∂E3

)

T,u6

, σ6=
1

v

(

∂g2E

∂u6

)

T,E3

,

отримуємо ентропiю на одиницю об’єму речовини та вирази для рiвноважних поляризацiї P3 i напруги σ6

(рiвняння для деформацiї u6) вiдповiдно:
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Sv = Kpara
66 θ(T − Tc)

u2
6

2
+

2kB

v

[

ln
Z4(1 −Q2)

4
−Q ln

1 −Q

1 +Q
+

β

Z4

16
∑

i=1

e−βEiEi

]

, (4.21)

P3 = e036u6 + ε0χ
0
33E3 + 2

µ3

v
P, (4.22)

σ6 = CE0
66 (T )u6 − e036E3 −

4ψ6

v
P − 2

vβZ4

∂Z4

∂u6
. (4.23)

Вигляд похiдної ∂Z4

∂u6

дано в додатку.
З ентропiї (4.21) знаходимо протонну теплоємнiсть одиницi об’єму при постiйних напрузi та полi:

∆cσE
v = T

(

∂Sv

∂T

)

σ6,E3

= TKpara
66 θ(T − Tc)u6

(

∂u6

∂T

)

σ6,E3

+
2kB

v

{

β2

Z2
4

16
∑

i=1

e−βEiEi

16
∑

j=1

Λij(Ej − EjT )

− T

[

β2

Z2
4

16
∑

i=1

e−βEiEi

16
∑

j=1

ΛijEju6C

]

(

∂u6

∂T

)

σ6,E3

− T

[

P

Q
ln

1 −Q

1 +Q
+
β2

Z2
4

16
∑

i=1

e−βEiEi

16
∑

j=1

ΛijEjP

]

(

∂P

∂T

)

σ6,E3

− T

[

X

Q
ln

1 −Q

1 +Q
+
β2

Z2
4

16
∑

i=1

e−βEiEi

16
∑

j=1

ΛijEjX

]

(

∂X

∂T

)

σ6,E3

}

. (4.24)

Тут ужито такi позначення:

EjT =
1

2βQ
ln

1 −Q

1 +Q

(

EjCP + EjΓ
X

2

)

, Eju6C = Eju6
− ψ6EjC , EjP = EjCA1ν3

+ EjΓ
A12

2
,

EjX = EjCA12 + EjΓ
A2

2
, Λij = Z4δij − e−βEj , A1ν3

= A1 −
ν3
4
, (4.25)

A1 =
X2

2βQ3
ln

1−Q
1+Q

− P 2

βQ2(1 −Q2)
, A2 =

P 2

2βQ3
ln

1−Q
1+Q

− X2

βQ2(1 −Q2)
, A12 = − PX

2βQ3
ln

1−Q
1+Q

− PX

βQ2(1 −Q2)
.

Похiднi
(

∂P
∂T

)

σ6,E3

,
(

∂X
∂T

)

σ6,E3

,
(

∂u6

∂T

)

σ6,E3

обчислюємо з рiвнянь (3.13) та (4.23). Набагато зручнiше розрахову-
вати їх числовим диференцiюванням, нiж аналiтично.

Далi, з рiвнянь (4.22) i (4.23) знаходимо iзотермiчну дiелектричну сприйнятливiсть вiльного кристала (σ6 =
const)

χTσ
33 =

1

ε0

(

∂P3

∂E3

)

T,σ6

= χTu
33 +

(eT
36)

2

ε0cTE
66

, (4.26)

яка виражається через iзотермiчну дiелектричну сприйнятливiсть затиснутого кристала (u6 = const)

χTu
33 =

1

ε0

(

∂P3

∂E3

)

T,u6

= χ0
33 +

µ2
3

ε0v

1
(1−A12M3)2−A2N3−A2

12
R3N3

R3(A2N3−1)−A2(M3)2 +A1ν3

, (4.27)

iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

eT
36 = −

(

∂σ6

∂E3

)

T,u6

=

(

∂P3

∂u6

)

T,E3

= e036 +
2µ3

v

DPu6

D
, (4.28)

iзотермiчну пружну сталу при постiйному полi

438



ТЕОРIЯ П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИХ, ПРУЖНИХ ТА ДIЕЛЕКТРИЧНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ. . .

cTE
66 =

(

∂σ6

∂u6

)

T,E3

= cE0
66 −Kpara

66 (T − Tc)θ(T − Tc) −
2

vβZ4

(

∂2Z4

∂u6
2
− 1

Z4

(

∂Z4

∂u6

)2
)

− 4

vD

(

ψ6(DPu6
−DVCu6

) + VCu6
(A1ν3

DPu6
+A12DXu6

) + VΓu6

(

A12DPu6
+A2DXu6

)

)

. (4.29)

У виразах (4.27) — (4.29) використано позначення:

R3 = − 1

2βZ4

∂2Z4

∂C2
+ 2βP 2, N3 = − 1

8βZ4

∂2Z4

∂Γ2
+ 2βX2, M3 = − 1

4βZ4

∂2Z4

∂C∂Γ
+ 2βPX,

VCu6
=

−1

2βZ4

∂2Z4

∂C∂u6
+
P

Z4

∂Z4

∂u6
, VΓu6

=
−1

4βZ4

∂2Z4

∂Γ∂u6
+
X

Z4

∂Z4

∂u6
, (4.30)

D = (1 −A12M3)
2 −A2N3 − (A12)

2R3N3 −A1ν3
(R3(1 −A2N3) +A2(M3)

2),

DPu6
= −VCu6

(1 −A12M3 −A2N3) − VΓu6
(A2M3 +A12R3) − ψ6(R3(1 −A2N3) +A2(M3)

2),

DXu6
= −VCu6

(A1ν3
M3 +A12N3) − VΓu6

(1 −A12M3 −A1ν3
R3) − ψ6(M3(1 −A12M3) +A12N3R3).

Решта iзотермiчнi п’єзоелектричнi та пружнi ха-
рактеристики, що вiдповiдають цьому випадку, мож-
на виразити через уже знайденi величини за допомо-
гою загальновiдомих формул:
коефiцiєнт п’єзоелектричної деформацiї

dT
36 =

(

∂u6

∂E3

)

T,σ6

=

(

∂P3

∂σ6

)

T,E3

=
eT
36

cTE
66

, (4.31)

константа п’єзоелектричної напруги

hT
36 = −

(

∂E3

∂u6

)

T,P3

= −
(

∂σ6

∂P3

)

T,u6

=
eT
36

ε0χTu
33

,

константа п’єзоелектричної деформацiї

gT
36 =

(

∂u6

∂P3

)

T,σ6

= −
(

∂E3

∂σ6

)

T,P3

=
eT
36

ε0χTσ
33 c

TE
66

,

пружна сталa cTP
66 при постiйнiй поляризацiї

cTP
66 =

(

∂σ6

∂u6

)

T,P3

= cTE
66 +

(eT
36)

2

ε0χTu
33

, (4.32)

податливости при постiйному полi та поляризацiї

sTE
66 =

(

∂u6

∂σ6

)

T,E3

=
1

cTE
66

, sTP
66 =

(

∂u6

∂σ6

)

T,P3

=
1

cTP
66

.

Розрахованi вище фiзичнi характеристики мають
значно простiший вигляд у параелектричнiй фазi при
вiдсутностi дiї зовнiшнiх впливiв: σ6 = 0, E3 = 0,
P = 0, P3 = 0, u6 = 0. Далi ми покажемо їхнiй вигляд
у цьому випадку не тiльки через простоту. Ми зроби-
мо це головно тому, що в парафазi цi характеристи-
ки вiдповiдають також антисеґнетоелектрикам типу
ADP. Крiм того, п’єзомодулi та пружнi константи в
парафазi мають прозорий та безпосереднiй фiзичний
змiст, тому що ми працюємо в парафазнiй системi ко-
ординат.

Отже, для основних теплових, дiелектричних, п’є-
зоелектричних та пружних характеристик у пара-
електричнiй фазi маємо такi результати:
ентропiя на одиницю об’єму речовини

S̄v=
2kB

v̄

[

ln
Z̄4(1−X2)

4
−X ln

1−X
1+X

+
β

Z̄4

16
∑

i=1

e−βEpiEpi

]

,

iзотермiчна дiелектрична сприйнятливiсть затиснуто-
го кристала

χ̄Tu
33 = χ0

33 +
µ2

3

ε0v̄

R3(1, 1)

R3(1, 1)Ā1ν3
− 1

, (4.33)

iзотермiчний коефiцiєнт п’єзоелектричної напруги

ēT
36 = e036 +

2µ3

v̄

δ1s6R3(−1, 1) + ψ6R3(1, 1)

R3(1, 1)Ā1ν3
− 1

, (4.34)

iзотермiчна пружна стала при постiйному полi
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c̄TE
66 = cE0

66 −Kpara
66 (T − Tc)θ(T − Tc) +

4

v̄

(

δ2a6Z46 + δ21s6R3(−1,−1)

− ψ2
6R3(1, 1) + 2ψ6δ1s6R3(−1, 1) + δ21s6R2

3(−1, 1)Ā1ν3

R3(1, 1)Ā1ν3
− 1

)

. (4.35)

Тут v̄ — об’єм примiтивної комiрки для парафази,

R3(s1, s2) =
1

Z̄4

{

2
8
∑

i=7

κ(Epi, w)U2
6 (Epi − ε) +

15
∑

i=14

κ(Epi, w)U2
6 (Epi − w1)

+
4
∑

i=1

6
∑

j=5

κ(Epi, Epj)
2
∏

k=1

(

sk2U1(Epi)U5(Epj) + U3(Epi)U6(Epj)
)

}

,

Z46 =
1

Z̄4

{

4
∑

i=1

κ(Epi, ε)U2
2 (Epi) + 2κ(Ep7, Ep8)U2

5 (Ep7 − ε)U2
5 (Ep8 − ε) − β

8
∑

i=7

e−βEpiU4
5 (Epi − ε)

}

,

Ā1ν3
=

1

2βX
ln

1 −X

1 +X
− ν3

4
, κ(λ1, λ2) =

e−βλ1 − e−βλ2

λ1 − λ2
, U5(λ) =

2Γ√
4Γ2 + λ2

, U6(λ) =
λ√

4Γ2 + λ2
,

U1(λ) =
2Γ(λ− ε)(λ− w1)

Φ(λ)
, U2(λ) =

2
√

2Γλ(λ− w1)

Φ(λ)
, U3(λ) =

λ(λ − ε)(λ− w1)

Φ(λ)
,

Φ(λ) =
{

(λ− ε)2(λ− w1)
2(4Γ2 + λ2) + 4λ2Γ2

(

2(λ− w1)
2 + (λ− ε)2

)}
1

2 .

Отже, ми отримали всi фiзичнi характеристики, якi описують фазовий перехiд, тепловi, дiелектричнi, п’єзо-
електричнi та пружнi властивостi сеґнетоелектрикiв типу KH2PO4 при дiї напруги σ6 та поля E3. Крiм того,
ми автоматично одержали вiдповiднi тепловi, дiелектричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристики анти-
сеґнетоелектрикiв типу NH4H2PO4 в параелектричнiй фазi. Зазначимо також, що результати для ентропiї S̄v

та сприйнятливости χ̄Tu
33 узгоджуються з вiдповiдними результатами праць [13, 14].

V. ПОПЕРЕЧНI КОМПОНЕНТИ ТЕНЗОРА СТАТИЧНОЇ ДIЕЛЕКТРИЧНОЇ
СПРИЙНЯТЛИВОСТИ

У цьому роздiлi ми розрахуємо поперечнi компоненти тензора статичної дiелектричної сприйнятливости, якi
характеризують лiнiйний дiелектричний вiдгук на слабке зовнiшнє електричне поле E⊥ = (E1, E2, 0) вiдповiдно
затиснутого сеґнетоелектрика типу KH2PO4. Взаємодiю з таким полем ураховуємо загальноприйнятим [13–16]
доданком у гамiльтонiянi

V̂E⊥
= −

∑

n,f

µfE⊥Ŝ
z
f (n),

де µf = (µ1
f , µ

2
f , µ

3
f ) — ефективний дипольний момент примiтивної комiрки в розрахунку на водневий зв’язок.

Його компоненти задовольняють спiввiдношення:

−µ1
1 = µ1

3 = µ1, µ1
2 = µ1

4 = 0; −µ2
4 = µ2

2 = µ2, µ2
1 = µ2

3 = 0; µ3
1 = µ3

2 = µ3
3 = µ3

4 = µ3.

Iндукованi полем компоненти вектора поляризацiї кристала

P1 =
µ1

2v

(

P3E⊥
− P1E⊥

)

, P2 =
µ2

2v

(

P2E⊥
− P4E⊥

)

визначаються через iндукованi полем змiни середнiх значень псевдоспiнiв Ŝz
f (n)
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〈2Ŝz
f(n)〉 = P + PfE⊥

, PfE⊥
|E⊥=0 = 0, f = 1, 4.

Тому, щоб знайти поперечнi компоненти тензора статичної дiелектричної сприйнятливости, потрiбно розраху-

вати похiднi
dPfE

⊥

dEα

∣

∣

∣

E⊥=0
, α = 1, 2. Це робимо в наближеннi чотиричастинкового кластера за короткосяжними

i молекулярного поля за далекосяжними взаємодiями, використовуючи спосiб, описаний у статтях [13, 14].
У системi координат, яка повернута на π/4 щодо вказаної на рис. 1 i збiгається з кристалографiчною сис-

темою координат групи Fdd2, отримуємо такий вигляд шуканих компонент тензора статичної дiелектричної
сприйнятливости:

χαβ = χαα(∞)δαβ +
µ2
⊥

2vε0

D11 + (−1)α+1D12

D⊥

δαβ , α, β = 1, 2. (5.1)

Тут µ⊥ = µ1 = µ2, χαα(∞) — високочастотний внесок,

D⊥ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1⊥ − 1 a2⊥ a3⊥ a4⊥

a2⊥ a1⊥ − 1 a4⊥ a3⊥

b1⊥ b2⊥ b3⊥ − 1 b4⊥
b2⊥ b1⊥ b4⊥ b3⊥ − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

D11 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R1⊥ a2⊥ a3⊥ a4⊥

R2⊥ a1⊥ − 1 a4⊥ a3⊥

M1⊥ b2⊥ b3⊥ − 1 b4⊥
M2⊥ b1⊥ b4⊥ b3⊥ − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

D12 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1⊥ − 1 R1⊥ a3⊥ a4⊥

a2⊥ R2⊥ a4⊥ a3⊥

b1⊥ M1⊥ b3⊥ − 1 b4⊥
b2⊥ M2⊥ b4⊥ b3⊥ − 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Водночас

a1⊥ = R1⊥A1ν1
+M1⊥A12, a3⊥ = R1⊥A12 +M1⊥A2,

a2⊥ = R2⊥A1ν1
+M2⊥A12, a4⊥ = R2⊥A12 +M2⊥A2,

b1⊥ = M1⊥A1ν1
+N1⊥A12, b3⊥ = M1⊥A12 +N1⊥A2,

b2⊥ = M2⊥A1ν1
+N2⊥A12, b4⊥ = M2⊥A12 +N2⊥A2;

R1⊥ = R11 −R13, R2⊥ = R14 −R12, M1⊥ = −M11 −M13, M2⊥ = −M12 −M14,

N1⊥ = N11 +N13, N2⊥ = N12 +N14; A1ν1
= A1 −

1

4
ν1, ν1 = J11(0) − J13(0);

Rf1f2
=

2

Z4

16
∑

i=1

[

∂2E(2)
i

∂Cf1E⊥
∂Cf2E⊥

−β ∂E(1)
i

∂Cf1E⊥

∂E(1)
i

∂Cf2E⊥

]

exp(−βEi) +
β

2
P 2,

Mf1f2
=

2

Z4

16
∑

i=1

[

∂2E(2)
i

∂Cf1E⊥
∂ηf2E⊥

− β
∂E(1)

i

∂Cf1E⊥

∂E(1)
i

∂ηf2E⊥

]

exp(−βEi) +
β

2
PX,

Nf1f2
=

2

Z4

16
∑

i=1

[

∂2E(2)
i

∂ηf1E⊥
∂ηf2E⊥

− β
∂E(1)

i

∂ηf1E⊥

∂E(1)
i

∂ηf2E⊥

]

exp(−βEi) +
β

2
X2.
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Тут фiґурують поправки першого E(1)
i та другого

E(2)
i порядкiв до власних значень чотиричастинково-

го гамiльтонiяна

Ĥ4E⊥
= Ĥ4 +

4
∑

f=1

(

ηfE⊥
Ŝx

f + CfE⊥
Ŝz

f

)

по малих полях ηfE⊥
i CfE⊥

. ηfE⊥
— кластерне по-

ле, iндуковане електричним полем E⊥. CfE⊥
мiстить,

крiм iндукованих полем E⊥ кластерного й молеку-
лярного полiв, ще й саме поле E⊥:

ηfE⊥
= CfE⊥

= 0 при E⊥ = 0.

Зiставляючи отриманий результат (5.1) з вiдповiд-
ним результатом наших попереднiх праць [13,14], ви-
дiлимо два моменти. По-перше, врахування спонтан-
ної п’єзоелектричної деформацiї u6, яка виникає при
сеґнетоелектричному фазовому переходi в кристалах
сiм’ї KH2PO4, приводить у теорiї до появи законо-
мiрної вiдмiнности мiж компонентами χ11 i χ22. По-
друге, у високотемпературнiй фазi ми одержуємо пiс-
ля вiдповiдного граничного переходу у виразi (5.1)
(D12 = 0) результат, який збiгається з результатом
статей [13, 14].

VI. ЧИСЛОВИЙ АНАЛIЗ ТА ПОРIВНЯННЯ З
ЕКСПЕРИМЕНТОМ. ОБГОВОРЕННЯ

ОТРИМАНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

У цьому роздiлi висвiтлено процедуру та резуль-
тати числового аналiзу отриманих теоретичних ре-
зультатiв. Проведено їх порiвняння з вiдповiдними
експериментальними даними для сеґнетоелектрика
KH2PO4 та антисеґнетоелектрика NH4H2PO4 з метою
тестування теорiї на предмет рiвня її адекватности
кристалам сiм’ї KDP. Розглянуто тiльки випадок ну-
льових поля й напруги: E3 = 0, σ6 = 0. Передусiм
дослiджено фазовий перехiд та п’єзоефект у сеґнето-
електрику KH2PO4. Потiм розраховано дiелектричнi,
п’єзоелектричнi та пружнi характеристики антисеґне-
тоелектрика NH4H2PO4 вище вiд температури анти-
сеґнетоелектричного фазового переходу (Tc = 148 K).

Оптимальнi значення параметрiв теорiї Ω, ε, w для
кристала KH2PO4 беремо з наших попереднiх праць
[13,14], оскiльки, як буде пiдтверджено нижче, внески
спонтанної деформацiї u6 в температурнi залежнос-
тi спонтанної поляризацiї та протонної теплоємности
є не достатньо суттєвi для того, щоб змiнити ранi-
ше отриманi значення цих параметрiв. Для кристала
NH4H2PO4 значення параметрiв ε, w перераховано за
допомогою спiввiдношень (2.6) з вiдповiдних значень
параметрiв ε̃, w̃ статтi [17], а значення параметра Ω
взято з неї без змiн. Аналогiчно до робiт [13,14,17], па-
раметр w1 визначено спiввiдношенням w1 = 4w − 2ε,

що вiдповiдає нульовому значенню константи чоти-
ричастинкової взаємодiї Φ = 0. Це означає, що на-
явнiсть чотиричастинкової взаємодiї протонiв побли-
зу тетраедра виключається. Такий вибiр значення па-
раметра w1 справедливо вiдображає очевидний факт
w1 ≫ w i є не гiршим за iнший традицiйний вибiр зна-
чення цього параметра w1 → ∞, який не виключає
наявностi чотиричастинкової взаємодiї. Вiдзначимо,
що взятi значення параметрiв теорiї Ω, ε, w забезпе-
чують добрий опис теорiєю без п’єзоелектричної вза-
ємодiї фазового переходу, теплових та дiелектричних
характеристик кристалiв KH2PO4 i NH4H2PO4. Спо-
сiб для обчислення решти параметрiв теорiї сформу-
вався при аналiзi їх впливу на фiзичнi характерис-
тики цих кристалiв. Значення параметрiв теорiї для
кристалiв KH2PO4 i NH4H2PO4 показано в таблицi 2.

Параметр далекодiї ν3 для кристала KH2PO4 ви-
значено з температури Кюрi–Вейса затиснутого крис-
тала T u

0 , у якiй вiдповiдна сприйнятливiсть (4.33) має
особливiсть. Для розрахунку взято Tc−T u

0 = 4 K [18],
що також добре узгоджується з експериментальним
результатом працi [9] — 3.5 K. Теоретичне значення
Tc, що встановлено з умови неперервности термодина-
мiчного потенцiялу (3.17) при фазовому переходi, взя-
то для кристала KH2PO4 таким, як у статтях [13,14]:
Tc = 122.751 K. Отримане таким чином значення ν3
на 7.706 K менше за значення ν3 праць [13, 14]. На
основi взятого значення Tc обчислено потенцiял ψ6.
Параметр δ1s6 визначено з умови найкращого збiгу,
розрахованої з рiвняння (4.23), температурної залеж-
ности спонтанної деформацiї u6 з експериментальни-
ми результатами праць [29, 30]. Удалося досягнути
вiдхилення, що не перевищує експериментальної по-
хибки (рис. 2b). Легко побачити iнварiянтнiсть тео-
рiї щодо знака параметра δa6. Вiн взятий додатним
i визначався на основi температури Кюрi–Вейса вi-
льного кристала T σ

0 , яка розраховувалась з рiвнян-
ня c̄TE

66 = 0. Прив’язку теорiї зроблено до експери-
ментального значення Tc − T σ

0 = 0.05 K [19, 20], що
також добре узгоджується з експериментальним ре-
зультатом 0.06 K [21,22].

Параметри cE0
66 та Kpara

66 визначено взаємопов’яза-
но з попереднiми. Константа cE0

66 обчислена з умови
найточнiшого узгодження теорiї з експериментом для
температурної залежности пружної сталої cTE

66 побли-
зу Tc (|T − Tc| ≤ 50 K). Коефiцiєнт Kpara

66 , навпаки,
вирахувано з умови найточнiшого узгодження тео-
рiї з експериментом для температурної залежности
пружної сталої cTE

66 далеко вiд Tc (T − Tc > 50 K).
Також ми орiєнтувались на температурний хiд експе-
риментальної пружної сталої cTP

66 . “Затравочнi” кон-
станти e036 та χ0

33 встановлювались з температурної
поведiнки експериментальних результатiв вiдповiдно
для п’єзокоефiцiєнта eT

36 та дiелектричної проникнос-
ти εTu

33 = 1+χTu
33 значно вище вiд Tc. При розрахунках

об’єм примiтивної комiрки кристала KDP обчислюва-
ли так: в дiлянцi T ≤ Tc — v = 189.635 · 10−30 m3 [23],
а в дiлянцi T ≥ Tc — v̄ = 191.127 · 10−30 m3 [24].
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Кристал w, ε, Ω, ν3, ψ6, δa6, δ1s6, cE0
66 , Kpara

66 , e036, χ0
33 µ3, µ̄3,

K K K K K K K 109 N
m2 109 N

m2 K
C
m2 10−30C m 10−30C m

KH2PO4 600 55 138 101.514 342.8 80 138 7.24 0.0057 0.01 8 5.02 5.6

NH4H2PO4 530 -40 84 40 1161 210 144 8.58 0.0065 0.01 6.5 – 5.8

Таблиця 2. Значення параметрiв теорiї для кристалiв KH2PO4 i NH4H2PO4.
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Рис. 2. Температурнi залежностi спонтанних поляризацiї та деформацiї кристала KH2PO4. Експериментальнi резуль-
тати: △ — [21], × — [25], ◦ — [26], ∇ — [27], ✷ — [28]; N — [29], H — [30].

На рис. 2a зображено теоретичнi та експеримен-
тальнi результати для температурної залежности
спонтанної поляризацiї P3. Отриманий результат доб-
ре узгоджується з експериментом. Зазначимо, що вне-
сок у спонтанну поляризацiю вiд спонтанної деформа-
цiї u6 на три порядки менший за сумарне значення.

Температурнi залежностi “визначальних” п’єзоеле-
ктричної eT

36, пружної cTE
66 та дiелектричної εTu

33 ха-
рактеристик кристала KH2PO4 разом з температур-
ними залежностями деяких характеристик cTP

66 , εTσ
33 =

1 +χTσ
33 , dT

36, розрахованих на їх основi, зображено на
рис. 3. Загалом, маємо добре ужгодження теорiї та
експерименту.

Зауважимо, що показанi на рисунках 2 i 3 те-
оретичнi результати в дiлянцi низьких температур
Tc − T > 45 K мають нефiзичну поведiнку (див.
[10,13,14,39]), яка зумовлена неузгодженням кластер-
ного наближення й некомутативности псевдоспiнових
операторiв гамiльтонiяна.

У нашому випадку, як i в працях [7, 13, 14], теж не
збiгаються значення ефективного дипольного момен-
ту µ3 нижче та вище вiд Tc. Нижче вiд Tc значення
µ3 отримано з узгодження теоретичної й експеримен-
тальної температурних залежностей спонтанної поля-

ризацiї. Вище вiд Tc значення µ3 = µ̄3 одержано з
умови найлiпшого узгодження теорiї та експеримен-
ту для температурної залежности оберненої дiелек-
тричної проникности 1/εTu

33 в температурнiй дiлянцi
T − Tc ≤ 50 K. Найiмовiрнiшою причиною такого не-
узгодження є те, що в сеґнетоелектриках сiм’ї KDP
вiдбувається фазовий перехiд змiшаного типу: наявне
впорядкування протонiв та змiщення важких йонiв.
Для послiдовного опису дiелектричних властивостей
цих кристалiв конче потрiбно мiкроскопiчно врахову-
вати фононнi ступенi вiльности [7].

Урахування в теорiї спонтанного п’єзоелектрично-
го ефекту практично не позначилось на теоретич-
них результатах для протонної теплоємности ∆cσE

v

та поперечних компонент дiелектричної проникности
εαα = 1 + χαα, α = 1, 2, кристала KH2PO4. Вони по
сутi iдентичнi з вiдповiдними результатами наших по-
переднiх статей [13, 14]: вiдхилення менше вiд 0.01%.
Розщеплення D12 сприйнятливости (5.1) не дає сут-
тєвого кiлькiсного внеску.

Зазначимо, що розрахунок дiелектричних проник-
ностей ε11 та ε22 проведено на основi взятих з праць
[13,14] значень параметрiв µ⊥, ν1 та χ11(∞) = χ22(∞).
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Рис. 3. Температурнi залежностi п’єзоелектричних, пружних та дiелектричних фiзичних характеристик кристала
KH2PO4. Експериментальнi результати: • — [9], ◦ — [26], � — [31], N — [32], ✷ — [33], ∇ — [34], ⊟ — [35], ⊖ — [36].

Для кристала NH4H2PO4 значення параметра ν3
взято з працi [17]. Значення параметрiв ψ6, δa6 i
δ1s6 вибрано за умови найкращого узгодження тео-
рiї iз зображеннями на рис. 4 експериментальними
результатами. При розрахунках для об’єму примiтив-
ної комiрки кристала NH4H2PO4 взято такe значення:
v̄ = 210.994 ·10−30 m3 [37]. Решта параметрiв визначе-
но взаємопогоджено з ними, подiбно як для кристала
KH2PO4. Зрозумiло, що це визначення параметрiв те-
орiї для кристала ADP дозволяє бiльшi їхнi варiяцiї,
що незначно змiнять узгодження теорiї з експеримен-
том, нiж це може бути у випадку кристала KDP.

На рис. 4 показано температурнi залежностi набору
фiзичних характеристик, який достатнiй для повного
опису дiелектричних, п’єзоелектричних та пружних
властивостей кристала NH4H2PO4, пов’язаних з де-
формацiєю u6. Загалом, маємо добре узгодження те-

орiї та експерименту: вiдхилення мiж ними лежить у
межах експериментальної похибки.

Потрiбно зазначити, що для кристалiв KH2PO4 i
NH4H2PO4 у високотемпературнiй, далекiй вiд Tc дi-
лянцi неможливо добре узгодити з експериментом те-
оретичну температурну залежнiсть пружної сталої
cTE
66 при Kpara

66 = 0, тому що тодi вона виходить на на-
сичення (cTE

66 → cE0
66 ). Це свiдчить про важливу роль у

цих кристалах при цих температурах феноменологiч-
но врахованого ґраткового ангармонiзму. Насичення
пружної сталої cTE

66 при Kpara
66 = 0 також неґативно

позначається на узгодженнi з експериментом у висо-
котемпературнiй, далекiй вiд Tc дiлянцi тих фiзич-
них характеристик, якi через неї визначаються (див.
рис. 3, 4). Щодо температурного ходу “затравочної”
пружної сталої CE0

66 (T ), то вона проходить майже па-
ралельно i дещо вище щодо пружної сталої cTP

66 .
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Рис. 4. Температурнi залежностi п’єзоелектричних, пружних та дiелектричних фiзичних характеристик кристала
NH4H2PO4 у параелектричнiй фазi. Експериментальнi результати: • — [9], � — [38].

VII. ЗАВЕРШАЛЬНI ЗАУВАЖЕННЯ

У нашiй статтi розглянуто розширену протонну мо-
дель з тунелюванням, у межах якої можна вивчати
впливи механiчної напруги σ6 та електричного поля
E3 на фазовий перехiд, тепловi, дiелектричнi, п’єзо-
електричнi та пружнi характеристики сеґнетоелект-
рикiв типу KDP i антисеґнетоелектрикiв типу ADP.
Ця модель мiкроскопiчно враховує лiнiйний за дефор-
мацiєю u6 внесок в гамiльтонiян протонної пiдсис-
теми. Крiм того, в параелектричнiй фазi феномено-
логiчно враховано високотемпературний ангармонiзм
ґратки. Вивчення в межах розширеної протонної мо-
делi з тунелюванням фазового переходу, дiелектрич-
них, п’єзоелектричних та пружних властивостей се-
ґнетоелектрика KH2PO4 дозволило не тiльки впер-
ше розрахувати низку фiзичних характеристик, але

й полiпшити деякi результати теорiї без урахуван-
ня п’єзоелектричної взаємодiї. Варто видiлити три
основнi моменти. По-перше, вдалося описати спон-
танну деформацiю u6 та розрахувати вiдповiднi дi-
електричнi, п’єзоелектричнi та пружнi характеристи-
ки. По-друге, розрахована дiелектрична сприйнятли-
вiсть вiльного кристала позбавила наявних трудно-
щiв узгодження теорiї з експериментом для рiзницi
Tc − T σ

0 [13, 14]. По-третє, врахування спонтанної де-
формацiї u6 привело в цiй теорiї до появи законо-
мiрної вiдмiнности мiж двома поперечними дiелект-
ричними сприйнятливостями сеґнетоелектрикiв сiм’ї
KDP. Загалом, ця модель дала змогу при належному
виборi параметрiв теорiї адекватно кiлькiсно описа-
ти експериментальнi данi для температурних залеж-
ностей повного набору дiелектричних, п’єзоелектрич-
них та пружних характеристик, якi пов’язанi з де-
формацiєю u6, сеґнетоелектрика KH2PO4 й антисе-
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ґнетоелектрика NH4H2PO4. Зв’язок (2.6) мiж сеґне-
тоелектричними ε, w, w1 i антисеґнетоелектричними
ε̃, w̃, w̃1 енерґiями дає змогу для всiх кристалiв сiм’ї

KDP у дiлянцi їх структурної iзоморфности отриму-
вати теоретичнi результати незалежно вiд пiдходiв —
сеґнетоелектричний чи антисеґнетоелектричний.

ДОДАТОК

Вигляд похiдних EiC = ∂Ei

∂C
та EiΓ = ∂Ei

∂Γ , i = 1, 16, якi входять у рiвняння (3.13):

EiC = − E5
i k̃5C + E4

i k̃4C + E3
i k̃3C + E2

i k̃2C + Eik̃1C + k̃0C

7E6
i + 6E5

i k̃6 + 5E4
i k̃5 + 4E3

i k̃4 + 3E2
i k̃3 + 2Eik̃2 + k̃1

,

k̃0C = 2ε+ε−
(

2wCs(ww1 − 4Γ2) − w1(Cs + 2Co)(CoCs − 4Γ2)
)

− 32εww1CsΓ
2,

k̃1C = 2(ε+ε− + 2εw1)
(

(Cs + 2Co)(CoCs − 4Γ2) + 2Cs(4Γ2 − w2)
)

+ 8wCs(4w2Γ
2 − ε+ε−w1),

k̃2C = 2ε+ε−(w1Co + 2(2w + w1)Cs) − 2w2(Cs + 2Co)(CoCs − 4Γ2) + 4Cs(w2w
2 + 4εww1 − (12w + 8w2)Γ

2),

k̃3C = −2(ε+ε− + 2εw1)(Co + 2Cs) + 2(Cs + 2Co)(CoCs − 4Γ2) − 4Cs(w
2 + 2ww2 − 12Γ2),

k̃4C = 4(2w + w2)Cs + 2w2Co, k̃5C = −2Co − 4Cs, i = 1, 7;

EiC =
2Co(Ei − ε+)

3E2
i + 2EiK2(ε+) +K1(ε+)

, i = 8, 10; EiC =
2Co(Ei − ε−)

3E2
i + 2EiK2(ε−) +K1(ε−)

, i = 11, 13;

EiC =
2Co(Ei − w1)

3E2
i + 2EiK2(w1) +K1(w1)

, i = 14, 16;

EiΓ = − E5
i k̃5Γ + E4

i k̃4Γ + E3
i k̃3Γ + E2

i k̃2Γ + Eik̃1Γ + k̃0Γ

7E6
i + 6E5

i k̃6 + 5E4
i k̃5 + 4E3

i k̃4 + 3E2
i k̃3 + 2Eik̃2 + k̃1

,

k̃0Γ = 16w1ε+ε−(CoCs − 4Γ2)Γ − 8w(ε+ε− + 2εw1)C
2
s Γ,

k̃1Γ = 8(ε+ε−+2εw1)(C
2
s−2CoCs+16Γ2)Γ + 16w(w2C

2
s−w1ε+ε−)Γ,

k̃2Γ = 24w(ε+ε− + 2εw1)Γ − (24w + 16w2)C
2
s Γ + 16

(

w1ε+ε− + w2(CoCs − 12Γ2)
)

Γ,

k̃3Γ = 24(C2
s − ε+ε− − 2εw1)Γ − 16(2ww2 + CoCs − 16Γ2)Γ, k̃4Γ = (40w + 32w2)Γ, k̃5Γ = −40Γ, i = 1, 7;

EiΓ =
8Γ(Ei − w)

3E2
i + 2EiK2(ε+) +K1(ε+)

, i = 8, 10; EiΓ =
8Γ(Ei − w)

3E2
i + 2EiK2(ε−) +K1(ε−)

, i = 11, 13;

EiΓ =
8Γ(Ei − w)

3E2
i + 2EiK2(w1) +K1(w1)

, i = 14, 16.

Похiдна ∂Z4

∂u6

, яка входить у рiвняння (4.23) та вираз (4.29), має такий вигляд: ∂Z4

∂u6

= −β
16
∑

i=1

e−βEiEiu6
,

Eiu6
= −E5

i k̃5u6
+ E4

i k̃4u6
+ E3

i k̃3u6
+ E2

i k̃2u6
+ Eik̃1u6

+ k̃0u6

7E6
i + 6E5

i k̃6 + 5E4
i k̃5 + 4E3

i k̃4 + 3E2
i k̃3 + 2Eik̃2 + k̃1

,

k̃0u6
= 2ε+ε−δ1s6

(

w1(Cs − 2Co)(CoCs − 4Γ2) + 2wCs(ww1 − 4Γ2)
)

− 32εww1δ1s6CsΓ
2

+ 2δ2a6u6(w1(CoCs − 4Γ2)2 − w(ww1 − 4Γ2)C2
s ),

k̃1u6
= 2w2δ2a6u6C

2
s − 2δ1s6(ε+ε− + 2εw1)(Cs − 2Co)(CoCs − 4Γ2) − 4ε+ε−(w2 + 2ww1 − 4Γ2)δ1s6Cs
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+ 4δ2a6u6(ww1 − 2Γ2)(C2
s + 4Γ2) − 8δ1s6Cs(εw

2w1 − 4(εw1 + ww2)Γ
2) − 2δ2a6u6(CoCs − 4Γ2)2,

k̃2u6
= 2ε+ε−δ1s6(2(2w + w1)Cs − w1Co) − 2δ2a6u6(w1C

2
o − w2w1 + (2w + w1)C

2
s + (12w + 8w1)Γ

2)

+ 2w2δ1s6

(

(Cs − 2Co)(CoCs − 4Γ2) + 2w2Cs

)

+ 16εww1δ1s6Cs − 16(3w + 2w2)δ1s6CsΓ
2,

k̃3u6
= 2ε+ε−δ1s6(Co − 2Cs) + 2δ1s6(2Co − Cs)(CoCs − 4Γ2) − 4δ1s6Cs(w

2 + 2εw1 + 2ww2 − 12Γ2)

+ 4εw1δ1s6Co + 2δ2a6u6(C
2
o + C2

s − w2 − 2ww1 + 12Γ2),

k̃4u6
= 4(2w + w2)δ1s6Cs − 2w2δ1s6Co + 2(2w + w1)δ

2
a6u6, k̃5u6

= 2δ1s6(Co − 2Cs) − 2δ2a6u6, i = 1, 7;

Eiu6
= −δ1s6EiC +

(E2
i − 2Eiw − C2

o + w2)δa6

3E2
i + 2EiK2(ε+) +K1(ε+)

, i = 8, 10;

Eiu6
= −δ1s6EiC − (E2

i − 2Eiw − C2
o + w2)δa6

3E2
i + 2EiK2(ε−) +K1(ε−)

, i = 11, 13; Eiu6
= −δ1s6EiC , i = 14, 16.
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Р. Р. ЛЕВИЦЬКИЙ, Б. М. ЛIСНИЙ

A THEORY OF PIEZOELECTRIC, ELASTIC, AND DIELECTRIC PROPERTIES OF THE
KH2PO4 FAMILY CRYSTALS UNDER THE STRAIN u6. PHASE TRANSITION AND THE

PIEZOELECTRIC EFFECT IN THE KH2PO4 CRYSTAL

R. R. Levitskii, B. M. Lisnii
Institute for Condensed Matter Physics of the Ukrainian Natl. Acad. Sci.

1 Svientsitskii Str., Lviv, UA–79011, Ukraine

In order to study the dielectric, piezoelectric and elastic properties of ferroelectrics and antiferroelectrics of
the KH2PO4 family, we consider an extended proton tunneling model that takes into account the shear strain
u6. In the four-particle cluster approximation for the short-range interactions and the mean field approximation
for the long-range interaction we calculate the transverse components of the dielectric susceptibility tensor of the
KH2PO4 family ferroelectrics. We explore the phase transition and piezoelectric effect in the KH2PO4 crystal. In
the paraelectric phase the dielectric, piezoelectric, and elastic characteristics of the NH4H2PO4 antiferroelectrics
are calculated. A good agreement between theoretical and experimental results for these crystals is obtained.
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