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Цей огляд допоможе ознайомитись iз теоретичними засадами виконання квантових роз-
рахункiв за допомогою квантових процесорiв, iз суттєвим використанням їхнiх квантових
властивостей. У ньому розглянуто поняття розраховности функцiй, складности алґоритмiв,
класичної та квантової машин Тюринґа, квантовi бiти, квантовi логiчнi елементи, квантовi
обчислювальнi мережi. Вияснено, на яких ефектах ґрунтується надефективнiсть квантових
комп’ютерiв порiвняно з класичними. Наведено приклади ефективних квантових алґоритмiв.
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I. ВСТУП

В останньому десятилiттi двадцятого столiття в ме-
жах квантової механiки почала розвиватися нова га-
лузь дослiджень, що отримала назву квантова iн-
форматика. Вона включає такi роздiли, як квантовi
обчислення, квантова телепортацiя, квантова крипто-
графiя та iншi. Ця нова галузь послуговується зде-
бiльшого теоретичними методами як через дороговиз-
ну експериментальних, так i через їх суттєву технiчну
обмеженiсть, оскiльки тiльки останнiми роками вда-
лося збудувати експериментальнi пристрої, якi дали
змогу виконати перевiрку деяких теоретичних перед-
бачень.

Квантова iнформатика почалася з кiлькох джерел:
одним з них є проблема, що виникає iз закону Му-
ра [1], згiдно з яким кiлькiсть електронних елементiв
в одиницi об’єму класичного комп’ютера подвоюється
щороку, i, за оцiнками 1995 року, в 2017 роцi один еле-
мент (скажiмо – транзистор) буде припадати на один
атом. Тут виникають питання: де лежить класична
межа i чи можуть мiкроскопiчнi частинки виконува-
ти функцiї електронних елементiв комп’ютера?

Iншим джерелом є теорiя абстрактних обчислю-
вальних машин i проблема розраховности, де постали
питання: чи можна побудувати квантову машину Тю-
ринґа i яким буде клас функцiй, розраховних нею? [2]

Ще одне джерело лежить у таких засадничих проб-
лемах квантової механiки, як парадокс Айнштайна–
Подольського–Розена, парадокс шрединґерового ко-
та, нерiвностi Белла та iнше [3].

Ми не розглядаємо всiх складних проблем кванто-
вої iнформатики, а тiльки робимо спробу познайоми-
ти читача, який знає основи квантової механiки, iз за-
садами виконання квантових обчислень, тобто з прин-
ципом дiї квантового комп’ютера (точнiше — кванто-
вого процесора), проєкт якого розвивають багато ав-
торiв протягом останнiх рокiв.

З короткою iсторiєю виникнення й розвитку кван-
тової iнформатики, а також з її iншими роздiлами

можна ознайомитися за препринтом [4].
Докладний виклад основ квантових обчислень

можна знайти в оглядах [1,5–8], а також у книзi [9].
Я не спецiялiст iз квантової iнформатики, але, як

автор, мушу визнати, що сприймаю її як поглиблене
дослiдження основ квантової механiки i дуже скеп-
тично ставлюся до проєктiв її фiзичної реалiзацiї.

II. РОЗРАХОВНIСТЬ

“Розраховним називається число, яке можна як
завгодно точно наблизити рацiональним” [10].

Розрахунок (обчислення) здiйснюється за допомо-
гою алґоритму, що є послiдовнiстю певних “механiч-
них” дiй, правильне виконання яких ґарантує прави-
льний результат не залежно вiд квалiфiкацiї вико-
навця. Великi за обсягом обчислення проводять на
технiчних пристроях, якi називають обчислювальни-
ми машинами чи комп’ютерами. Теоретичною ос-
новою (математичною моделлю) обчислювальних ма-
шин як технiчних пристроїв (фiзичних систем) є аб-
страктнi обчислювальнi машини (АОМ), що ста-
новлять собою певнi математичнi системи, у межах
яких описують й аналiзують алґоритми. Вивчення
АОМ дає змогу встановити також граничнi мож-
ливостi реальних обчислювальних машин. Iсторично
першою АОМ, i до сьогоднi найпопулярнiшою, є ма-
шина Тюринґа (1936). Але функцiонально ближчою
до сучасних комп’ютерiв та iнтуїтивно зрозумiлiшою
є iдеалiзована машина з необмеженими реґiстрами
(МНР), яку вперше розглянули Шепердсон i Стерд-
жис (1963), тому ми коротко зупинимося на її аналi-
зi [11].

МНР складається з безмежної кiлькости реґiстрiв,
що позначаються через R1, R2, R3, . . ., Rj , . . . , ко-
жен з яких (Rj) мiстить деяке натуральне число (rj).
МНР змiнює вмiст реґiстрiв у вiдповiдь на деякi ко-
манди, що вiдповiдають найпростiшим операцiям над
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числами. Скiнченний список команд утворює програ-
му. Для МНР визначенi такi чотири базовi команди:

1. Команда занулення Z(j): rj := 0,

2. Команда додавання одиницi S(j): rj := rj + 1,
3. Команда переадресування T (j,m): rj := rm,
4. Команда умовного переходу:

J(j,m; q) :

 якщо rj = rm, переходь на команду за номером q;
якщо rj 6= rm, виконуй наступну команду;
якщо q > p, stop;

(p номер останньої команди програми P ).

МНР здiйснює обчислення згiдно з програмою P ,
починаючи з деякої початкової конфiґурацiї {ri = ai}
(теоретично i може прямувати до ∞), i закiнчує об-
числення пiсля скiнченного числа крокiв у кiнцевiй
конфiґурацiї {rj = bj}. Як правило, розглядаються
скiнченнi початковi {ai} та кiнцевi {bj} конфiґурацiї
1 ≤ i ≤ n i 1 ≤ j ≤ m. Кажуть, що обчислення збiгаю-
ться, якщо машина зупиняється, i розбiгаються, якщо
машина не зупиняється.

Далi будемо розглядати функцiї Zn f→ Z, де Z —
множина невiд’ємних цiлих чисел. Вiдомо, що такi
функцiї становлять незлiченну множину, тодi як для
МНР iз чотирьох базисних команд можна збудувати
злiченну множину програм [11].

Як у такому разi окреслити множину функцiй, роз-
раховних на МНР?

Легко показати, що розраховними є основнi (ба-
зовi) функцiї:

a) нуль-функцiя � (�(x) = 0 для всiх x);

b) функцiя додавання одиницi x + 1;

c) функцiя проєкцiї Un
i : Un

i (x1, x2, . . . , xn) = xi;
n ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n.

Суперпозицiя функцiй. Нехай функцiї
f(y1, . . . , yk) i g1(x), . . . , gk(x), де x = (x1, . . . , xn),
є МНР розраховними функцiями. Тодi i суперпозицiя
цих функцiй h(x) def= f(g1(x), . . . , gk(x)) також є МНР
розраховною функцiєю.

Рекурсiя. Нехай x = (x1, . . . , xn), а f(x) i g(x, y, z)
є функцiями, (xj , y, z ∈ Z). Тодi iснує єдина функцiя
h(x, y), що задовольняє рiвняння рекурсiї

h(x, 0) = f(x),

h(x, y + 1) = g(x, y, h(x, y)).

Якщо f(x) i g(x, y, z) — МНР розраховнi функцiї, то
i h(x, y) — також МНР розраховна функцiя.

Функцiї, отриманi на основi базових функцiй, су-
перпозицiї i рекурсiї, називаються примiтивно ре-

курсивними функцiями [11]. До них належать:

a) x + y; b) x · y; c) xy;

d) x
.
− 1 (0− 1 = 0); e) x

.
− y =

{
x− y, x ≥ y,

0, x ≤ y;

f) sg(x) =
{

1, x = 0,
0, x 6= 0; g) sg(x) =

{
0, x = 0,
1, x 6= 0;

h) |x− y|; i) x!;
j) min(x, y); k) max(x, y);

l) rm(x, y)−залишок вiд дiлення y на x (rm(0, y) def= 0);

m) qt(x, y)− частка вiд дiлення y на x (qt(0, y) def= 0);

n) div(x, y) =
{

1, якщо x|y (x дiлить y);
0, якщо x - y (x не дiлить y).

o) Скiнченна сума i скiнченний добуток розрахов-
них функцiй також є розраховною функцiєю.

За допомогою оператора мiнiмiзацiї µ клас при-
мiтивно рекурсивних функцiй розширюється до кла-
су рекурсивних функцiй. Оператор мiнiмiзацiї µ
визначається так: для довiльної розраховної функцiї
f(x, y) оператор мiнiмiзацiї µy(f(x, y) = 0) вiдбирає
найменший розв’язок рiвняння f(x, y) = 0 щодо y.
Iнакше кажучи, функцiя y(x) є неявно заданою.

Функцiї, визначенi на всiй множинi Z, називаються
тотальними, в iншому випадку — частинними [11].

Класом R частинно-рекурсивних функцiй на-
зивається найменший клас частинних функцiй, що
мiстить базиснi функцiї �, x + 1, Un

i i замкнутий сто-
совно операцiй суперпозицiї, рекурсiї та мiнiмiзацiї.

Або R — це клас частинних функцiй, кожну з яких
можна отримати з основних функцiй за допомогою
скiнченного числа операцiй суперпозицiї, рекурсiї та
мiнiмiзацiї [11].

Отже, клас МНР розраховних функцiй, означений
вище в конструктивнiй манерi, збiгається з класом R.

У 1930–60-их роках були запропонованi iншi АОМ i
означенi вiдповiднi їм класи розраховних функцiй, не
обов’язково означенi конструктивно:
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a) Гедель–Ербан–Клiнi (1936). Загальнорекурсивнi
функцiї, визначенi за допомогою числення рекурсив-
них рiвнянь.

b) Черч (1936). λ — означенi функцiї.
c) Гедель–Клiнi (1936). µ — рекурсивнi функцiї i

частинно-рекурсивнi функцiї.
d) Тюринґ (1936). Функцiї, розраховнi машиною

Тюринґа.
e) Пост (1943). Функцiї, визначенi канонiчними де-

дуктивними системами.
f) Марков (1951). Функцiї, що задаються нормаль-

ними алґорифмами над скiнченним алфавiтом.
g) Шепердсон–Стерджис (1963). МНР розраховнi

функцiї.
Як пiдсумок цих дослiджень був отриманий основ-

ний результат:

Усi цi уточнення поняття розрахов-
ности приводять до одного й того
ж класу розраховних функцiй C(T )
(класу Тюринґа).

Тобто всi АОМ можуть розраховувати тiльки функ-
цiї з класу C(T ). А реальнi ОМ можуть розраховувати
функцiї, що творять пiдклас у C(T ).

Доведено, що клас C(T ) утворює злiченну множину,
тобто всi розраховнi функцiї можна перенумерувати
натуральними числами fi(x), x=(x1, . . . , xn), n→∞.

Функцiя F (y,x) називається унiверсальною фун-
кцiєю якогось класу {ϕj(x)}, якщо всi функцiї цього
класу отримуються з неї покладанням y = j, тобто
ϕj(x) = F (j,x).

АОМ, яка розраховує унiверсальну функцiю кла-
су C(T ), називається унiверсальною АОМ. Iнакше
кажучи, унiверсальна АОМ моделює всi iншi АОМ.

Зрозумiло, що наведенi означення не можуть пре-
тендувати на повноту й строгiсть у тому сенсi, який
прийнятий у цьому роздiлi математики. Однак нашою
метою є, радше, встановлення того факту, що не всi
функцiї можуть бути алґоритмiчно разраховними, i
створення хоча б приблизного уявлення про клас роз-
раховних функцiй. Для докладнiшого ознайомлення з
проблемою розраховности функцiй, окрiм [11], можна
рекомендувати книгу [2].

III. СКЛАДНIСТЬ АЛҐОРИТМIВ

Iншою характеристикою алґоритмiв є ефектив-
нiсть, яка показує, як алґоритм використовує основнi
ресурси: час, простiр, точнiсть. Пiд простором розумi-
ють кiлькiсть конструктивних елементiв ОМ, потрiб-
них для виконання алґоритму.

Алґоритми, що отримують на входi тiльки арґумен-
ти функцiї, яку вони розраховують, з послiдовнiстю
команд, що залежить тiльки вiд функцiї та її арґу-
менту, називаються детермiнованими. Якщо алґо-
ритм на входi, крiм арґументу функцiї, отримує деяку
випадкову (напр., числову) послiдовнiсть, яка впли-
ває на хiд виконання алґоритму i, як наслiдок, — на

результат, достовiрнiсть якого визначається ймовiр-
нiстю (напр. P > 2/3), називаються ймовiрнiсними
(або рандомiзованими). До них, зокрема, належать
Монте-Карло-алґоритми.

Для рiзних функцiй iз класу C(T ) використовують
рiзнi алґоритми, якi працюють з рiзною ефективнiс-
тю, що визначається тiльки характером функцiї.

Нехай L — довжина вхiдного слова ОМ. Для чис-
ла X це буде L = logk(X), де k – основа кодування,
прийнята в цiй ОМ, найчастiше k = 2.

1. Алґоритми, якi розраховують функцiї за час t ≈
cLm, належать до класу складности P (полiномно-
го).

2. Алґоритми, якi за полiномний час t = cLm вста-
новлюють, чи випадково запропонований розв’язок є
iстинним (y = f(x)), входять до класу NP (недетер-
мiнованого полiномного). Вiдомо, що P ⊆ NP, iс-
нує проблема P ?= NP.

3. Iмовiрнiснi алґоритми належать до класу BPP
(bounded probability polynomial), якщо за полi-
номний час t = cLm вони дають правильну вiдповiдь
y = f(x) з iмовiрнiстю P > 2/3.

4. PSPACE алґоритми вимагають полiномного
простору, тобто пам’ятi i кiлькости логiчних елемен-
тiв.

5. EXPT IME алґоритми вимагають експонентного
часу виконання t = c exp(aLr).

Спiввiдношення мiж рiзними класами складности
алґоритмiв iлюструє рисунок 1, узятий з [12]. Очевид-
но, що алґоритми всiх цих класiв складности обчис-
люють функцiї iз класу розраховних функцiй C(T ).

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �
P

NP

BPP BPP

PSPACE

EXPT IME

Рис. 1. Зв’язок мiж рiзними класами складности алґо-
ритмiв [12].

Приклади.
1. Додавання, множення та дiлення двох чисел дов-

жини L вимагає часу t ' cL2 ∈ P.
2. Знаходження найменшого спiльного дiльника

(НСД) за алґоритмом Евклiда вимагає часу t 'cL3 ∈
P.

3. Розпiзнавання простоти. Число x просте чи скла-
дене? Найкращий детермiнований алґоритм розв’язує
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цю задачу за час t ' cLa log log L. Iмовiрнiсний ал-
ґоритм Соловея–Штрассена (1977) вимагає часу t '
cL3 log 1

ε , де ε визначає ймовiрнiсть правильної вiдпо-
вiдi (P = 1− ε) [13].

4. Факторизацiя. Нехай x – складене, знайти p i q
такi, що x = pq. Найкращий iмовiрнiсний алґоритм
вимагає часу t ' c2a

√
L log L. (Є алґоритми з оцiнкою

часу t ' c22L1/3(log L)2/3
, яка не доведена) [13].

Нехай число x має 130 десяткових знакiв, тобто
L ≈ 300, тодi час факторизацiї за другим алґорит-
мом при швидкодiї комп’ютера 1012 оп/сек дорiвнює
1018сек (42 днi). Якщо ж L = 600, то t ' 1025сек.

Як уперше зауважив Файнман [14], моделювання
квантових систем на класичних комп’ютерах вимагає
експонентно великих об’ємiв пам’ятi i процесора, ос-
кiльки навiть система N дворiвневих частинок має 2N

станiв, а m-рiвнева система — 2N log2 m станiв, а якщо
поцесор не розпаралелений, то це тягне за собою екс-
понентне зростання часу розрахунку.

Для iлюстрацiї складности квантовомеханiчних за-
дач наведемо оцiнку з працi [15]: “Для квантовомеха-
нiчного розрахунку молекули метану необхiдно про-
вести обчислення за методом сiток у 1042 точках. Як-
що вважати, що в кожнiй точцi треба виконати всього
10 елементарних операцiй, i припустити, що всi об-
числення вiдбуваються при наднизькiй температурi
(T = 3 · 10−3 K), то i при цьому розрахунок молеку-
ли метану вимагає витрат енерґiї, що виробляється на
Землi приблизно за столiття”.

Отже, алґоритми (або задачi) можна подiлити на
легкi i труднi. Легкi розв’язуються з полiномним ви-
користанням ресурсiв, а труднi — з експонентним.
Треба зауважити, що цi властивостi алґоритмiв (за-
дач) проявляються при довгих L вхiдних словах (да-
них). Для практичних задач з коротким входом на-
вiть теоретично експонентнi алґоритми можуть бути
цiлком ефективними.

На закiнчення цього роздiлу зауважимо, що в тео-
рiї алґоритмiв нема методiв теоретичного доведення
того, чи для цiєї задачi можна збудувати ефективний
алґоритм. Це вирiшується тiльки шляхом практично-
го створення вiдповiдного алґоритму [13].

Матерiял цього роздiлу, в основному, ґрунтується
на книзi [13].

IV. АЛҐЕБРА БУЛЯ I КЛАСИЧНI
ОБЧИСЛЮВАЛЬНI МАШИНИ

Алфавiти й команди АОМ можна реалiзувати на
алґебрi Буля, а операцiї алґебри Буля та її змiннi,
своєю чергою, можна фiзично реалiзувати у вигля-
дi механiчних чи електронних пристроїв та їх станiв,
що творить ґрунт для практичної побудови обчислю-
вальних машин як технiчних пристроїв [16].

Довiльне натуральне число можна задати у двiйко-
вому зображеннi:

x = xn2n + xn−12n−1 + . . . + x12 + x0, (4.1)

яке символiчно записуємо у виглядi:

x = xnxn−1 · · ·x1x0, (4.2)

де xj = {0, 1}.
Iррацiональнi числа зображаємо так:

r = An2n + . . . + A12 + A0

∞∑
j=1

aj2−j , (4.3)

i записуємо як

r = AnAn−1 · · ·A1A0, a1a2 · · · aj · · · , (4.4)

для рацiональних чисел послiдовнiсть {aj} — перiо-
дична. Надалi обмежимося розглядом тiльки нату-
ральних чисел, оскiльки всi iншi (принаймнi з достат-
ньою точнiстю) можна виразити через них. Вирази
(4.1)–(4.4) насправдi є назвами чисел у двiйковому
зображеннi, а не самими числами. У прийнятому по-
зицiйному записi назв чисел при основi k використо-
вуємо k вiдмiнних мiж собою символiв. Правила ви-
конання арифметичних дiй аль-Хорезмi (алґоритми),
сформульованi для назв чисел у десятковому зобра-
женнi, чиннi для дiй з назвами чисел у довiльному
позицiйному зображеннi i приводять до назв чисел–
результатiв цих дiй. Розгляньмо простi дiї з числами
(4.1)–(4.2).

7 = 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 = 111,

4 = 1 · 22 + 0 · 21 + 0 · 20 = 100; (4.5)

а) додавання: 7+4 = 11 = 1·23+0·22+1·21+1·20 =
1011;

111
+ 100

1011
(4.6)

b) вiднiмання: 7− 4 = 3 = 1 · 21 + 1 · 20 = 11;

111
− 100

011
(4.7)

c) множення: 7× 4 = 28 = 1 · 24 + 1 · 23 + 1 · 22 + 0 ·
21 + 0 · 20 = 11100,

111
× 100

000
000

111
11100.

(4.8)
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З прикладiв (4.6)–(4.8) видно, що цi елементарнi
операцiї легко реалiзувати фiзично, якщо позицiї в
записi числа замiнити дротиками рахiвницi, колiщат-
ками, магнетними кiльцями чи транзисторами, а зна-
чення 0, 1 — вiдповiдно їхнiми станами. Змiна цих ста-
нiв пiд час виконання арифметичних операцiй повин-
на вiдповiдати алґоритмам (4.6)–(4.8) та подiбним до
них.

Хоча еволюцiя ОМ як фiзичної системи при ви-
конаннi програми й пiдлягає фiзичним законам, од-
нак змiна (еволюцiя) видiлених для зображення чисел
станiв описується не фiзичними законами, а програ-
мою, яку виконує ОМ.

При виконаннi операцiй (4.6)–(4.8) були використа-
нi такi правила:

0 + 1 = 1 + 0 = 1,

0 + 0 = 1 + 1 = 0 — додавання за модулем 2;

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

Якщо числам 0 i 1 поставити у вiдповiднiсть булевi
змiннi O i I, а з операцiями + та · зiставити логiчнi
операцiї OR та AND, то можна виявити повну вiдпо-
вiднiсть:

0 · 0 = 0 ↔ O AND O = O;
0 · 1 = 0 ↔ O AND I = O;
1 · 0 = 0 ↔ I AND O = O;
1 · 1 = 1 ↔ I AND I = I;

(4.9)

0 + 0 = 0 ↔ O OR O = O;
0 + 1 = 1 ↔ O OR I = I;
1 + 0 = 1 ↔ I OR O = I;
1 + 1 = 0 ↔ I OR I = I;

(4.10)

за винятком останнього рядка у (4.10), тому, замiсть
операцiї OR, у комп’ютерах використовують опера-
цiю “виключного” OR (XOR), яка визначена такими
правилами:

0 + 0 = 0 ↔ O XOR O = O;
0 + 1 = 1 ↔ O XOR I = I;
1 + 0 = 1 ↔ I XOR O = I;
1 + 1 = 0 ↔ I XOR I = O.

(4.11)

Окрiм наведених операцiй, наведених вище, в алґебрi
Буля, є ще операцiя заперечення NOT з властивостя-
ми:

NOT I = O, NOT O = I. (4.12)

В електронiцi операцiї алґебри Буля реалiзовують-
ся у виглядi технiчних пристроїв, що називаються
логiчними елементами, або вентилями, якi прийнято
позначати так:

a ��
HH c

“NOT”
a

b

�
�c

“AND”
a

b

�
	
�
�c

“OR”

.

Доведено, що зi скiнченної кiлькости елементiв
“NOT”, “AND”, “OR” чи “XOR” можна збудувати
скiнченну унiверсальну обчислювальну машину [17].
Класичну обчислювальну машину можна збудувати i
з меншої кiлькости елементiв [17]:

a ��
HH c

“NOT”
a
b

��c

“AND”

a ��HH
a

a

“Галуження”
a
b JJ



b
a

“Обмiн”

Тут лiнiї означають провiдники, якими подають стан-
дартнi напруги.

Мало того, виявляється [17], що ОМ можна збуду-
вати з одного логiчного елемента “NOTAND”, який
фiзично можна реалiзувати так:

+U d sc
a b

“NOTAND”

Дiя цього логiчного елемента описується такою таб-
лицею:

a 0 0 1 1
b 0 1 0 1
c 1 1 1 0

,

де 1 означає наявнiсть напруги, а 0 — її вiдсутнiсть. У
точцi c, з’єднанiй через резистор з клемою, на яку по-
дано напругу +U , завжди буде напруга, за винятком
випадку, коли в обидвi точки a i b одночасно пода-
но напругу, тобто коли одночасно замкнуто вiдповiднi
контакти.

V. ЗВОРОТНI ОБЧИСЛЮВАЛЬНI МАШИНИ

Легко помiтити, що одному й тому ж вихiдному ста-
новi логiчних елементiв “AND”, “OR” чи “XOR” вiдпо-
вiдають декiлька вхiдних, що свiдчить про матема-
тичну незворотнiсть цих логiчних елементiв. Класич-
на обчислювальна машина, складена з незворотних
елементiв, є незворотною обчислювальною машиною,
тобто запущена у зворотному напрямi така ОМ не
прийде до початкових даних навiть для детермiнова-
них алґоритмiв. З цiєю незворотнiстю пов’язувалось
розсiювання тепла в процесi роботи обчислювальної
машини. Однак Клод Беннет (C. Bennet) (див. [4])на
початку 1980-х рокiв показав, що зi зворотних еле-
ментiв можна збудувати зворотну ОМ, яка для де-
термiнованих алґоритмiв при зворотному виконаннi
програми приходить вiд результатiв до початкових
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значень, але розсiювання тепла неминуче залишає-
ться. Це вiдбувається при виконаннi операцiї зану-
лення, яка є складовою частиною процесу обчислен-
ня. Тобто, як фiзична система, класична ОМ є незво-
ротною, iнакше кажучи, не можна виконати матема-
тичний розрахунок, не збiльшивши ентропiї в системi
ОМ+оточення [17].

У працях Toffoli (1981) (див. [4]) було запропонова-
но набiр зворотних логiчних елементiв:

a ��
HH c ≡ a

⊕
c

“NOT”

a a′ = au
b b′

⊕
“XOR”

a 0 0 1 1
b 0 1 0 1
a′ 0 0 1 1
b′ 0 1 1 0

a a′ = au
b b′ = bu
c c′

⊕
“Toffoli gate”

Останнiй логiчний елемент дiє так, що c′ =NOT c
тiльки тодi, коли a = b = 1, в iнших випадках c′ = c.
Виявляється, що збудувати зворотну ОМ без елемен-
та з трьома лiнiями (“Toffoli gate”) неможливо, на
противагу до незворотних машин. I навпаки, одного
логiчного елемента “Toffoli gate” достатньо для по-
будови зворотної ОМ, з цiєї причини вiн називається
унiверсальним логiчним елементом.

Зрозумiло, що в математичному сенсi (як реалiза-
цiя машини Тюринґа), зворотна ОМ цiлком еквiва-
лентна незворотнiй ОМ.

VI. КВАНТОВI РОЗРАХУНКИ

Замiнюючи логiчнi елементи у схемi зворотної ОМ
унiтарними операторами, а її стани — станами дворiв-
невих квантових систем, можна спробувати збудувати
вiдповiдну квантову ОМ, що i зробили Беньов (P. Be-
nioff, 1981) i Файнман (R. Feynman, 1982) (див. [4]).
Виявилось, що така машина насправдi реалiзує зво-
ротну класичну машину Тюринґа на квантових еле-
ментах. До того ж тут додаються проблеми приготу-
вання початкового стану i зчитування результату, а
також — проблеми фiзичної реалiзацiї логiчних еле-
ментiв.

Принципово квантову машину Тюринґа винайшов
Девiд Дойч (David Deutsch, 1985) з Оксфорда [18]. Вiн

запропонував зовсiм iнший пiдхiд до поняття розра-
ховности.

Поняття розраховности, яке ми розглянули ранiше,
ґрунтується на тезi Черча–Тюринґа:

“Всяка функцiя, яка iнтуїтивно може вважа-
тися розраховною, може бути розрахована на
унiверсальнiй машинi Тюринґа.” (Цю тезу ми не-
прямо формулювали вище.)

Д. Дойч запропонував поняття “функцiя, яка iн-
туїтивно може вважатися розраховною” замiни-
ти поняттям “функцiї, якi можуть бути в прин-
ципi розрахованi фiзичними системами” .

Крiм того, вiн означує поняття досконалого уподiб-
нення (perfect simulation):

Обчислювальна машина M здатна доскона-
ло уподiбнювати фiзичну систему S стосовно
деякого позначування (labeling) її входiв i ви-
ходiв, якщо iснує програма π(S) для M, що ро-
бить M обчислювально еквiвалентною до S у
цьому ж позначуваннi.

Тезу Черча–Тюринґа Д. Дойч пропонує замiнити
принципом Черча–Тюринґа, який у фiзичнiй версiї
звучить так:

Кожна скiнченна реалiзовна фiзична
система може бути досконало уподiб-
нена моделлю унiверсальної обчислю-
вальної машини, яка дiє скiнченним
чином.

Д. Дойч стверджує, що така ОМ не може бути реа-
лiзована у класичнiй фiзицi через неперервнiсть ста-
нiв класичних фiзичних систем. Успiх моделювання
класичних систем вiн пов’язує з успiшною дискрети-
зацiєю моделей таких систем. Далi Д. Дойч ствер-
джує: якщо вдасться побудувати таку ОМ (як фi-
зичну систему), тодi досконале уподiбнення певного
класу (чи всiх) фiзичних систем буде формулюван-
ням властивостей цих систем мовою властивостей тi-
єї фiзичної системи, яка реалiзує машину. А програма
такої машини буде символьним формулюванням цих
властивостей. Д. Дойч запропонував теоретичну схе-
му квантової машини Тюринґа i показав, що вона має
властивостi, якi не може вiдтворити жодна класична
машина Тюринґа, проте:

Квантова машина Тюринґа QT (а зна-
чить i квантовий процесор) не розши-
рює класу розраховних функцiй, тоб-
то C(QT ) = C(T ).

А надефективнiсть квантового процесора полягає в
тому, що деякi задачi, якi є складними для класично-
го комп’ютера, тобто вимагають експонентного часу,
розв’язуються на квантових процесорах за полiном-
ний час.

6



КВАНТОВI КОМП’ЮТЕРИ: ОСНОВИ Й АЛҐОРИТМИ (КОРОТКИЙ ОГЛЯД)

VII. КВАНТОВI БIТИ, КВАНТОВI ЛОГIЧНI
ЕЛЕМЕНТИ I КВАНТОВI МЕРЕЖI

У цьому роздiлi розглянемо базовi структурнi еле-
менти й засади функцiонування квантового процесо-
ра в сенсi узгоджености з вiдомими принципами кван-
тової механiки. Фiзична реалiзацiя моделей квантово-
го комп’ютера є окремою важливою задачею, якої ми
тут не будемо торкатися.

Стани квантового комп’ютера формуються зi ста-
нiв окремих (у певному сенсi не взаємодiючих мiж
собою) двостанових квантових систем, званих кван-
товими бiтами (qubits), якi далi будемо скорочено на-
зивати квабiтами. Для опису станiв квабiтiв у гiль-
бертовому просторi використовують спiнорне зобра-
ження

|0〉 =
[
1
0

]
, |1〉 =

[
0
1

]
. (7.13)

Низка n-квабiтiв утворює n-квабiтовий реґiстр, ста-
ни якого лежать у гiльбертовому просторi, що є тен-
зорним добутком n гiльбертових просторiв окремих
квабiтiв

H[n] = H1 ⊗H2 ⊗ . . .⊗Hn. (7.14)

Вiдповiднi спiнорнi базиси також є тензорним добут-
ком, наприклад

|00〉= |0〉|0〉= |0〉⊗|0〉=
[
1
0

]
⊗

[
1
0

]
=

1
[
1
0

]
0
[
1
0

]
=

1
0
0
0

 , (7.15)

|01〉= |0〉|1〉= |0〉⊗|1〉=
[
1
0

]
⊗

[
0
1

]
=

1
[
1
0

]
0
[
0
1

]
=

0
1
0
0

 , (7.16)

|10〉= |1〉|0〉= |1〉⊗|0〉=
[
0
1

]
⊗

[
1
0

]
=

0
[
1
0

]
1
[
1
0

]
=

0
0
1
0

 , (7.17)

|11〉= |1〉|1〉= |1〉⊗|1〉=
[
0
1

]
⊗

[
0
1

]
=

0
[
0
1

]
1
[
0
1

]
=

0
0
0
1

 , (7.18)

Зрозумiло, що n-квабiтовий реґiстр може зобража-
ти всi натуральнi числа вiд 0 (|0 . . . 0〉n) до 2n − 1
(|1 . . . 1〉n) (як i вiдповiдний класичний реґiстр).

x ↔ |x〉 ≡ |xn−1xn−2 . . . x2x1x0〉 (7.19)

≡ |xn−1〉 ⊗ . . .⊗ |x1〉 ⊗ |x0〉, xj = {0, 1}.

Арифметичним операцiям iз цими числами (за
mod 2n) вiдповiдають змiни станiв окремих квабiтiв
квантового реґiстру, якi здiйснюються пiд впливом
певних фiзичних чинникiв (як правило — електро-
магнетних полiв). Такi фiзичнi пристрої називаються
квантовими логiчними елементами (quantum gates),
для скорочення будемо позначати їх КЛЕ. КЛЕ реа-
лiзують ширший клас операцiй, нiж операцiї алґебри
Буля. Дiя КЛЕ на квантовий реґiстр у гiльбертовому
просторi його станiв описується унiтарними операто-
рами.

Розгляньмо спочатку найпростiшi КЛЕ: одноквабi-
товi перетворення Адамара Ĥ i змiни фази Φ̂, унiтар-
нi оператори яких у спiнорному базисi зображаються
матрицями 2× 2

Ĥ =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
, Φ̂(ϕ) =

[
1 0
0 eiϕ

]
. (7.20)

З означення перетворення Адамара легко встановити
його дiю

Ĥ|0〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉) , Ĥ|1〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉) , (7.21)

або

Ĥ|x〉 =
1√
2

(|0〉+ (−1)x|1〉)=
1√
2

(
|0〉+ eiπx|1〉

)
=

1√
2

1∑
y=0

eiπxy|y〉, (7.22)

де x, y = {0, 1}. Розгляньмо тепер одночасну дiю опе-
раторiв Адамара на кожен квабiт квантового реґiстру,
що перебуває в станi |0 . . . 0〉n

Ĥ [n]|0 . . . 0〉n =
1

2
n
2

(|0〉+ |1〉) . . . (|0〉+ |1〉)

=
1

2
n
2

1∑
xn−1=0

. . .
1∑

x1=0

1∑
x0=0

|xn−1xn−2 . . . x2x1x0〉

=
1

2
n
2

∑
x

|x〉. (7.23)

Як бачимо, дiя n одноквабiтових операторiв Адамара
на кожен iз квабiтiв n-квабiтового реґiстру перевела
останнiй у стан, що є суперпозицiєю 2n станiв, кожен з
яких визначає натуральне число з вiдрiзку 0...2n − 1.
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Тобто такий стан вiдображає одночасно всi числа з
вiдрiзку 0...2n − 1 з однаковою амплiтудою.

Ця властивiсть квантових реґiстрiв назива-
ється квантовим паралелiзмом i є найважли-
вiшою з тих, що визначають надефективнiсть
квантових процесорiв.

Класичнi комп’ютери такої властивости не мають,
оскiльки кожен їхнiй стан визначає тiльки одне число.

Легко перевiрити, що одночасна дiя n операторiв
Адамара на всi квабiти реґiстру, який перебуває в ста-
нi, що визначає число y = yn−1yn−2 . . . y2y1y0, (yj =
{0, 1}), переводить його в стан, що задає “суперпози-
цiю” чисел

Ĥ [n]|y〉 =
1

2
n
2

1∑
xn−1,...,x0=0

(−1)x·y |x〉, (7.24)

y · x ≡ (yn−1xn−1 + . . . + y1x1 + y0x0) mod 2. (7.25)

На перший погляд, це перетворення видається пере-
творенням Фур’є, але ця вiдповiднiсть iснує тiльки,
коли y = 0, оскiльки при перетвореннi Фур’є в показ-
ник експоненти входить множення xy mod 2n, тодi як
множення (7.25) швидше нагадує скалярний добуток
за mod 2.

Слiд указати на вiдноснiсть суперпозицiї: стани, за-
данi як суперпозицiя, в iншому базисi будуть мати
зовсiм iнший вигляд.

Дiя оператора змiни фази Φ̂(ϕ) є дещо простiшою

Φ̂(ϕ)|x〉 = eiϕx|x〉, x = {0, 1}. (7.26)

Операторiв Адамара й операторiв змiни фаз достат-
ньо, щоб збудувати довiльний унiтарний одноквабiто-
вий оператор. Мережа, збудована з квабiтiв i КЛЕ,
називається квантовою мережею (quantum network)
i зображається схемами з такими позначеннями: свi-
това лiнiя квабiта — горизонтальна лiнiя, а дiя КЛЕ
на цей квабiт — певний знак на цiй лiнiї. Наприклад,
дiя оператора Адамара Ĥ на квабiт |x〉 зображається
графiчно так:

Ĥ|x〉 ↔ |x〉 H
1√
2
(|0〉+ (−1)x|1〉)

≡ 1√
2
(|0〉+ eiπx|1〉) =

1√
2

∑
y

eiπxy|y〉, (7.27)

а дiя оператора змiни фази —

Φ̂(ϕ)|x〉 ↔ |x〉 sΦ̂(ϕ)
eiϕx|x〉, (7.28)

Найзагальнiший одноквабiтовий унiтарний опера-

тор залежить вiд чотирьох параметрiв, i його матриця
має вигляд (A. Barenco, 1995) [19]

Û =

[
ei(δ+ α

2 + β
2 ) cos(θ) ei(δ+ α

2−
β
2 ) sin(θ)

−ei(δ−α
2 + β

2 ) sin(θ) ei(δ−α
2−

β
2 ) cos(θ)

]
, (7.29)

її можна факторизувати

Û = ei(δ+ α
2 + β

2 )

×
[

1 0
0 e−iα

] [
cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

] [
1 0
0 e−iβ

]
. (7.30)

Пiсля нескладних перетворень отримаємо

Û =ei(δ+ α
2 + β

2−θ)Φ̂
(
−α− π

2

)
ĤΦ̂(2θ)ĤΦ̂

(
−β+

π

2

)
. (7.31)

З точнiстю до загального фазового множника кван-
това мережа цього перетворення є такою:

sΦ̂(−β+ π
2 )

H sΦ̂(2θ)
H sΦ̂(−α− π

2 )
.

Як видно з (7.29), при −α = β = δ = θ = π
2 опе-

ратор Û стає оператором заперечення, тобто реалiзує
оперцiю NOT алґебри Буля

σx =
[

0 1
1 0

]
, σx|0〉 = |1〉, σx|1〉 = |0〉, (7.32)

а його квантова мережа спрощується до

H sΦ̂(π)
H .

Дiя двоквабiтових КЛЕ описується унiтарними опе-
раторами в гiльбертовому просторi, якi в базисi |00〉,
|01〉, |10〉, |11〉 зображаються матрицями 4× 4. Зокре-
ма матриця оператора контрольованого НЕ (XOR або
CNOT) має вигляд

XOR =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , (7.33)

а його графiчне зображення таке:

|x〉 s |x〉
|y〉

⊕
|x⊕ y〉 .

Оператор XOR перекидає (заперечує) стан другого
квабiта тiльки тодi, коли перший квабiт перебуває в
станi |1〉, тобто реалiзує додавання за модулем 2, як i
в класичнiй зворотнiй ОМ. Варто звернути увагу, що
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XOR|x〉|0〉 = |x〉|x〉, (7.34)

i може видатися, що порушується теорема про вiдсут-
нiсть клонування, але нiякого клонування немає, бо
(7.34) правильно тiльки для вiдомих станiв x = 0 або
x = 1.

Матриця iншого КЛЕ – контрольованого зсуву фа-
зи — має схожу загальну структуру

B(ϕ) =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiϕ

 , (7.35)

а його квантова мережа має вигляд

|x〉 s
|y〉 s eiϕxy|x〉|y〉

B(ϕ)

.

Матрицi (7.33) i (7.35) мають структуру, характер-
ну для контрольовних операторiв: на дiягоналi матри-
цi всюди стоять одиницi, за винятком двох елементiв
справа внизу, де розташована 2× 2 матриця операто-
ра, який змiнює стан останнього (згори) квабiта при
умовi, що всi iншi квабiти перебувають у станах, якi
вiдповiдають 1

CU[n×n] =
[

I[n−2×n−2] O
O U[2×2]

]
. (7.36)

Уведiмо одноквабiтовий оператор

V =
[

1 0
0 i

]
, (7.37)

де i — уявна одиниця, i вiдповiдний йому двоквабiто-
вий контрольовний оператор

CV =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 i

 = B
(π

2

)
, (7.38)

що є частковим випадком оператора B(ϕ) i так зоб-
ражається графiчно:

|x〉 s
|y〉 V

ixy|x〉|y〉
.

Iз цього оператора й оператора Адамара можна збу-
дувати квантову мережу, яка реалiзовує оператор
XOR

s s
H V V H

≡
s⊕

.

Аналогiчно з цих двох операторiв можна збудувати
КЛЕ — квантовий вiдповiдник “Toffoli gate” з трьо-
ма входами та виходами

s s s⊕ ⊕s s
H V V+ V H

≡

ss⊕
.

Останнiй КЛЕ виконує таку ж операцiю, як у класич-
ному випадку “Toffoli gate” ,

|x1〉

|x2〉

|y〉

|x1〉

|x2〉

|y ⊕ x1x2〉

ss⊕
i разом з КЛЕ “XOR” дає змогу збудувати суматор
з переносом у вищий розряд

|x1〉

|x2〉

|0〉

|x1〉

|x2 ⊕ x1〉

|0⊕ x1x2〉

ss⊕
s⊕

.
Часто вживаний при побудовi квантових мереж

КЛЕ “SWAP”, який здiйснює обмiн умiстом двох ква-
бiтiв, так пов’язаний з КЛЕ “XOR”:

|x〉 s ⊕ s |y〉
|y〉

⊕ s ⊕
|x〉 ,

звiдки можна легко отримати матрицю оператора
SWAP у спiнорному базисi

SWAP=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


1 0 0 0

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0


1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

=
1 0 0 0

0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

.

(7.39)
Оператор iншого часто вживаного КЛЕ

√
XOR за-

дається матрицею

√
XOR =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1+i

2
1−i
2

0 0 1−i
2

1+i
2

 . (7.40)

У працi А. Баренцо та iн. (A. Barenco et al., 1995)
[19] доведено, що з двох одноквабiтових операторiв
Ĥ i Φ̂(ϕ) та з одного двоквабiтового (наприклад, з
XOR чи iншого оператора) можна точно побудувати
довiльний унiтарний оператор, що дiє в гiльбертовому

9
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просторi H1⊗ · · ·⊗Hn, i використати при цьому 4nn3

цих базових операторiв (у цiй же статтi зазначено, що
в неопублiкованiй роботi E. Knill отримано значення
4nn). А це вказує на те, що з певним чином дiбраних
базових КЛЕ можна збудувати квантову мережу, яка
реалiзує унiтарний оператор, котрий виконує вiдпо-
вiднi арифметичнi розрахунки.

У працi [20] дано такi означення:
Набiр 1-квабiтових КЛЕ Ai та 2-квабiтових КЛЕ

Bj називається унiверсальним, якщо для довiльно-
го n ≥ 2 кожен n-квабiтовий КЛЕ може бути з довi-
льною точнiстю наближений n-квабiтовою мережею,
збудованою з Ai та Bj .

Набiр 1-квабiтових КЛЕ Ai та 2-квабiтових КЛЕ Bj

називається точно унiверсальним, якщо для довi-
льного n ≥ 2 кожен n−квабiтовий КЛЕ може бути
точно вiдтворений n−квабiтовою мережею, збудова-
ною з Ai та Bj .

Двоквабiтовий КЛЕ називається примiтивним, як-
що результат його дiї на тензорний добуток двох век-
торiв можна зобразити тензорним добутком двох iн-
ших векторiв, iмпримiтивним, якщо вiн не є примi-
тивним.

У цiй же роботi [20] доведено теорему.
Нехай задано 2-квабiтовий КЛЕ V. Тодi наступнi
твердження є еквiвалентними:
(i) набiр усiх 1-квабiтових КЛЕ А разом з V є унi-
версальним;
(ii) набiр усiх 1-квабiтових КЛЕ А разом з V є точ-
но унiверсальним;
(iii) V є iмпримiтивним.

Варто звернути увагу, що у класичнiй зворотнiй
ОМ унiверсальним був трибiтовий “Toffoli gate”, то-
дi як у квантовому випадку унiверсальний набiр об-
межується двоквабiтовими КЛЕ. Успiх побудови ре-
ального квантового процесора тiсно пов’язаний з та-
ким вибором унiверсального набору КЛЕ, який вдас-
ться реалiзувати фiзично як послiдовнiсть переходiв
у фiзичнiй системi при збереженнi її квантової коге-
рентности. Докладнiше унiверсальнi набори КЛЕ роз-
глянуто в [5, 19].

Отже, квантовий процесор — це квантовий
реґiстр + скiнченна мережа квантових логiч-
них елементiв (КЛЕ), що, дiючи на квантовий
реґiстр, змiнює його стани.

Квантове обчислення — це: iнiцiялiзацiя по-
чаткового стану квантового реґiстру + унiтар-
на еволюцiя квантового реґiстру пiд керуван-
ням квантової мережi за скiнченний промiжок
часу вiд початкового стану квантового регiстру
(“входу”) до його кiнцевого стану (“виходу”) +
вiдчитання кiнцевого стану квантового реґiст-
ру.

Пiд унiтарною еволюцiєю тут розумiється не власна
еволюцiя квантового регiстру як iзольованої фiзичної
системи, описуваної деяким гамiльтонiяном, а унiтар-
на еволюцiя пiд дiєю зовнiшнiх чинникiв, якi реалiзу-
ють КЛЕ з квантової мережi, що вiдповiдає програмi
розрахунку визначеної функцiї.

Залишаються, звичайно, проблеми приготування
початкового i “вiдчитання” кiнцевого станiв. Зрозу-
мiло, що при одному й тому ж початковому станi унi-
тарна еволюцiя квантової мережi приводитиме до то-
го ж самого кiнцевого стану (при збереженнi кванто-
вої когерентности, тобто за вiдсутности впливiв ото-
чення на роботу квантового процесора). Але оскiльки
“вiдчитати” кiнцевий стан можливо, тiльки здiйснюю-
чи вимiрювання, тобто проєктування на власнi стани
деякого оператора, то дiстати результати розрахунку
можна зi статистичного аналiзу розподiлу результа-
тiв вимiрюваннь, отриманих при багатократному по-
втореннi роботи квантового процесора. Достовiрною
прийнято вважати вiдповiдь, знайдену з iмовiрнiстю
P ≥ 2/3.

VIII. КВАНТОВI АЛҐОРИТМИ

Розрахунок функцiї f(x) квантовим процесором
як вiдображення {0, 1}[n] f→ {0, 1}[m] описується дi-
єю унiтарного оператора в гiльбертовому просторi
H[n+m], у якому квантовий реґiстр може перебувати
в 2n+m станах. Зазвичай, для аналiзу запропонова-
них квантових алґоритмiв зручно роздiлити кванто-
вий реґiстр на два: реґiстр арґументу |x〉n i реґiстр
значень функцiї |y〉m. Тодi розрахунок функцiї мож-
на зобразити так:

|x〉n|y〉m
f(x)→ |x〉n|y ⊕ f(x) mod 2m〉m (8.41)

або

|x〉|0〉 f(x)→ |x〉|f(x)〉. (8.42)

На сьогоднi опублiковано багато проєктiв квантових
мереж для ефективного (полiномного) розрахунку
тих чи iнших розраховних функцiй. Квантова наде-
фективнiсть може проявлятися не обов’язково в роз-
рахунку самих функцiй, а в дослiдженнi деяких їхнiх
властивостей. Тому далi здебiльшого будемо вважа-
ти, що ми маємо квантову (пiд)мережу-“оракул” (or-
acle), яка ефективно розраховує деяку функцiю f(x).
Задача полягає в тому, щоби добудувати до неї нову
квантову мережу, яка б дала змогу ефективно (в полi-
номний час чи з полiномним числом КЛЕ, що те саме)
вивчити властивостi функцiї f(x), що на класичному
комп’ютерi призводить до експонентних затрат.

Розгляньмо далi декiлька прикладiв найпопулярнi-
ших квантових алґоритмiв, якi iлюструють надефек-
тивнiсть квантових процесорiв.

A. Квантове перетворення Фур’є [5]

Згадаймо, що число x у двiйковому зображеннi за
модулем 2n має вигляд

10
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x = xn−12n−1 + . . . + x121 + x020 =
n−1∑
j=0

xj2j , (8.43)

тодi добуток двох чисел (за модулем 2n) можна записати так:

xy =
n−1∑
j=0

xj2jy0 + 2
n−2∑
j=0

xj2jy1 + . . .+2n−2(x12 + x0) yn−2+2n−1x0yn−1. (8.44)

Не становить труднощiв й отримати частку вiд дiлення останнього виразу на 2n (знову ж, за модулем 2n)

xy
2n

=
(xn−1

2
+

xn−2

22
+ . . . +

x1

2n−1
+

x0

2n

)
y0

(xn−2

2
+

xn−3

22
+ . . . +

x1

2n−2
+

x0

2n−1

)
y1

+
(xn−3

2
+

xn−4

22
+ . . . +

x1

2n−3
+

x0

2n−2

)
y2 . . . +

(x1

2
+

x0

22

)
yn−2 +

x0

22
yn−1. (8.45)

На рис. 2 зображено квантову мережу для перетворення Фур’є чотирирозрядного двiйкового числа, далi
стане зрозумiлим, як розбудувати цю мережу для n-розрядного числа. Перш нiж ознайомитися з дiєю квантової
мережi для виконання квантового перетворення Фур’є, пригадаймо, як дiють її окремi елементи: оператор
Адамара дiє на окремий квабiт

Ĥ|xj〉 = |0〉+ eiπxj |1〉, (8.46)

а оператор змiни фази в цiй мережi — на два квабiти

B̂(ϕ)|xk〉|xj〉 = eiϕxkxj |xk〉|xj〉. (8.47)

(Тут i далi в цьому роздiлi множники 1/
√

2, що виникають при перетвореннях Адамара, будемо упускати.)
Позначивши iндексами бiля значкiв операторiв КЛЕ номери квабiтiв, на якi вони дiють, еволюцiю квантової
мережi можна записати так:

|x〉 ≡ |x3〉|x2〉|x1〉|x0〉
H3−→

(
|0〉+ eiπx3 |1〉

)
|x2〉|x1〉|x0〉

B32(
π
2 )

−→
(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 )|1〉

)
|x2〉|x1〉|x0〉

H2−→

(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 )|1〉

) (
|0〉+ eiπx2 |1〉

)
|x1〉|x0〉

B31(
π
4 )

−→
(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 +

x1
4 )|1〉

) (
|0〉+ eiπx2 |1〉

)
|x1〉|x0〉

B21(
π
2 )

−→(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 +

x1
4 )|1〉

) (
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 )|1〉

)
|x1〉|x0〉

H1−→
(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 +

x1
4 )|1〉

) (
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 )|1〉

)
×

(
|0〉+ eiπx1 |1〉

)
|x0〉

B30(
π
8 )

−→
(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 +

x1
4 +

x0
8 )|1〉

) (
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 )|1〉

)
×

(
|0〉+ eiπx1 |1〉

)
|x0〉

B20(
π
4 )

−→
(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 +

x1
4 +

x0
8 )|1〉

) (
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 +

x0
4 )|1〉

)
×

(
|0〉+ eiπx1 |1〉

)
|x0〉

B10(
π
2 )

−→
(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 +

x1
4 +

x0
8 )|1〉

) (
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 +

x0
4 )|1〉

) (
|0〉+ eiπ(x1+

x0
2 )|1〉

)
|x0〉

H0−→(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 +

x1
4 +

x0
8 )|1〉

) (
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 +

x0
4 )|1〉

) (
|0〉+ eiπ(x1+

x0
2 )|1〉

) (
|0〉+ eiπx0 |1〉

)
=

∑
y0

eiπ(x3+
x2
2 +

x1
4 +

x0
8 )y0 |y0〉

∑
y1

eiπ(x2+
x1
2 +

x0
4 )y1 |y1〉

∑
y2

eiπ(x1+
x0
2 )y2 |y2〉

∑
y3

eiπx0y3 |y3〉 =
∑
y

ei2π xy

24 |y〉. (8.48)
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Варто вiдзначити, що порядок позицiй розрядiв
числа-результату є зворотним порiвняно з числом-
арґументом.

З рис. 2 i з перетворень (8.48) легко зрозумiти, як
розширити мережу для квантового перетворення Фу-
р’є n-розрядного числа й установити, що така мережа
матиме n(n + 1)/2 КЛЕ.

Припустимо, що ми перевели квантовий реґiстр у
суперпозицiйний стан з амплiтудами, якi є значення-
ми деякої функцiї f(x), а потiм здiйснили квантове
перетворення Фур’є реґiстру арґументу

∑
x

f(x)|x〉 QFT−→ (8.49)

∑
x

f(x)
1

2n/2

∑
y

exp
(
i2π

xy
2n

)
|y〉 =

∑
y

f̃(y)|y〉,

тодi новi амплiтуди станiв реґiстру будуть фур’є-
трансформантами функцiї f(x)

f̃(y) =
1

2n/2

∑
x

f(x) exp
(
i2π

xy
2n

)
. (8.50)

Звичайно, вiдчитання цих амплiтуд непроста пробле-
ма, але у випадках, коли перетворення Фур’є є про-
мiжною операцiєю в розрахунках, переваги кванто-
вого алґоритму безперечнi. Нагадаємо, що класичний
алґоритм виконує це перетворення за s = 22L крокiв
(L = log2 N). Для випадку, коли N = 2n, запропо-
новано класичний алґоритм швидкого перетворення
Фур’є, який виконується за s = 2nn крокiв (L = n),
тобто навiть цей алґоритм є експонентно трудним, а,
як ми вказували ранiше, для квантового алґоритму
s = n(n + 1)/2.

|x3〉 H s s sB(π
2 ) B(π

4 ) B(π
8 )

|0〉+eiπ(x3+x2/2+x1/4+x0/8)|1〉=
∑

y0
eiπ(x3+x2/2+x1/4+x0/8)y0|y0〉

|x2〉 Hs s sB(π
2 ) B(π

4 )
|0〉+eiπ(x2+x1/2+x0/4)|1〉 =

∑
y1

eiπ(x2+x1/2+x0/4)y1 |y1〉

|x1〉 Hs s sB(π
2 )

|0〉+eiπ(x1+x0/2)|1〉 =
∑

y2
eiπ(x1+x0/2)y2 |y2〉

|x0〉 Hs s s |0〉+eiπx0 |1〉 =
∑

y3
eiπx0y3 |y3〉

Рис. 2. Квантова мережа перетворення Фур’є чотириквабiтового реґiстру.

B. Задача Дойча–Джозси

Задача Дойча була iсторично першою, на якiй по-
казано, що експонентно труднi для класичних ком-
п’ютерiв задачi на квантових процесорах можна роз-
в’язати з полiномними затратами. Задача полягає в
тому, щоб установити, до якого класу належить фун-
кцiя — “constant” чи “balanced”. У першому варiянтi її
сформулював Дойч для бiнарного арґументу. Коли

f(0) = f(1) = 0 або f(0) = f(1) = 1,

функцiя є сталою (“constant”), а коли

f(0) = 0, f(1) = 1 або f(0) = 1, f(1) = 0,

функцiя є змiнною (“balanced”). Пiзнiше Д. Дойч i
Р. Джозса (R. Jozsa) узагальнили цю задачу на довi-
льний арґумент x з вiдрiзку 0 . . . N , при тому, що сама
функцiя приймає два значення {0, 1}. У цьому випад-
ку функцiя вважається “constant”, якщо для всiх зна-

чень арґументу вона приймає значення 0 або 1, i “bal-
anced”, якщо для однiєї половини значень арґументу
вона приймає значення 0, а для iншої половини — зна-
чення 1. У класичному випадку для встановлення, до
якого класу належить така функцiя, треба виконати
2n (n = log2 N) обчислень її значень. За допомогою
квантового процесора цю перевiрку можна виконати
при одноразовому розрахунку функцiї f(x). Для цьо-
го будується реґiстр арґументу з n квабiтiв i регiстр
значень функцiї з одного квабiта, якi приводяться в
початковий стан

|0 . . . 0〉n|1〉, (8.51)

пiсля чого на кожен квабiт дiють оператором Адама-
ра, що приводить до такої суперпозицiї

∑
x

|x〉(|0〉 − |1〉). (8.52)

Потiм розраховують функцiю f(x)
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∑
x

|x〉(|f(x)〉 − |1 + f(x)〉)

=
∑
x

(−1)f(x)|x〉(|0〉 − |1〉), (8.53)

а тодi знову на кожен квабiт арґументу дiють опе-
ратором Адамара (див. (7.24) i (7.25)) i отримують
суперпозицiю

∑
x, y

(−1)f(x)+x·y|y〉(|0〉 − |1〉). (8.54)

Нарештi вимiрюють значення числа y, записаного в
реґiстрi арґументу. Якщо y = 0, то f(x) є “constant”,
оскiльки iнакше амплiтуда стану |0 . . . 0〉 дорiвнювала
б нулевi

∑
x

(−1)f(x) = 0, (8.55)

якщо ж y 6= 0, то f(x) є “balanced”, iнакше амплiтуда
стану |y〉 дорiвнювала б нулевi

∑
x

(−1)x·y = 0. (8.56)

Повторюючи попереднi мiркування, легко встанови-
ти, що для функцiї f(x) = a · x вимiрювання дає
y = a.

C. Визначення перiоду функцiї (задача
D. Simona)

Нехай задана функцiя f : {0, 1}n f→ {0, 1}n, про яку
вiдомо, що вона має перiод r, f(x + r) = f(x), такий,
що 2n−1 < r < 2n−1 i потрiбно знайти його значення.
Побудуймо два реґiстри по n квабiтiв кожен, подiймо
на кожен квабiт реґiстру арґументу оператором Ада-
мара, пiсля чого обчислiмо функцiю f :

|0 . . . 0〉n|0 . . . 0〉n
H[n]

−→
∑
x

|x〉|0 . . . 0〉n
f→

f→
∑
x

|x〉|f(x)〉, (8.57)

далi вимiряймо число, записане в реґiстрi значень
функцiї, що дасть деяке f(k), а обидва реґiстри пе-
рейдуть у стан

(|k〉+ |k + r〉)|f(k)〉. (8.58)

Застосуймо H [n] до реґiстру арґументу

∑
y

[
(−1)k·y + (−1)(k+r)·y

]
|y〉|f(k)〉

=
∑
y

(−1)k·y [1 + (−1)r·y] |y〉|f(k)〉. (8.59)

Вимiрювання числа y, записаного в реґiстрi арґумен-
ту, дасть

y · r = 0.

Повторивши вимiрювання n разiв, отримаємо систему
n лiнiйних рiвнянь для r, яку розв’яжемо на класич-
ному комп’ютерi.

D. Факторизацiя чисел (P. Shor, 1994)

Алґоритм Шора для факторизацiї чисел за допо-
могою квантового процесора був тим камiнцем, що
викликав лавину публiкацiй, присвячених розвитковi
проєкту квантового процесора. Такий вiдгук пов’яза-
ний з тим, що факторизацiя великих натуральних чи-
сел на простi спiвмножники є головним трудним ета-
пом у несанкцiонованому дешифруваннi текстiв, за-
шифрованих за методом RSA (див. додаток А), який
є стандартом шифрування конфiденцiйної iнформа-
цiї в США та найпоширенiшим методом шифрування
iнформацiї, що передається всесвiтньою iнформацiй-
ною мережею.

Нехай N — складене число (N ≤ 2n). Його дiль-
ники є серед найбiльших спiльних дiльникiв чисел
N i ar/2 ± 1, де r перiод послiдовности aj mod N ,
j = 0, . . . , (ar mod N = 1) (див. додаток Б). Склад-
ною задачею тут є визначення перiоду r, бо якщо пе-
рiод вiдомий, то знаходження найбiльших спiльних
дiльникiв чисел N i ar/2 ± 1 за допомогою алґоритму
Евклiда є задачею полiномної трудности для класич-
ного процесора.

Збудуймо два реґiстри: реґiстр значень функцiї
довжини n (N ≤ 2n) i реґiстр арґументу довжини
m (M = 2m), такої, що m � n. Занулiмо обидва реґiс-
три, потiм перетвореннями Адамара переведiмо ре-
ґiстр арґументу в суперпозицiйний стан, пiсля чого
виберiм число a < N взаємно просте з N i розрахуй-
мо функцiю ax modN

|0 . . . 0〉m|0 . . . 0〉n
H[m]

−→
∑
x

|x〉|0〉n
axmod N−→

axmod N−→
∑
x

|x〉|axmodN〉. (8.60)

Вимiряймо значення функцiї

(|k〉+ |k + r〉+ |k + 2r〉+ · · ·+ |k + lr〉)|ak〉

=
l∑

j=0

|k + jr〉|ak〉 (8.61)
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i здiйснiмо перетворення Фур’є реґiстру арґументу

∑
y

l∑
j=0

exp
[
2πi(jr + k)y

M

]
|y〉|ak〉 (8.62)

=
∑
y

exp [2πiryl/M ]− 1
exp [2πiry/M ]− 1

exp [2πiky/M ] |y〉|ak〉.

Вимiряймо y, при цьому найiмовiрнiшим є результат,
для якого виконується спiввiдношення ry/M = p, де
p — деяке цiле число. Оскiльки y i M нам вiдомi, то
побудуймо вiдношення y/M i замiнiмо його дробом
y
M ≈ D

d , де d < N . Перевiрмо, чи ad modN = 1, як-
що нi — то повторюймо алґоритм, якщо ж так — то
запишiмо r1 = d. Пiсля багатократного повторення
отримаємо набiр r1, r2, . . . , мiнiмальне число з цього
набору i буде шуканим перiодом r. Застосування алґо-
ритму Евклiда дасть значення спiвмножникiв числа
N (див. Додаток Б та [4–9,13]).

IX. ПРИКIНЦЕВI ЗАУВАЖЕННЯ

Ранiше було вiдзначено, що властивiсть квантового
реґiстру перебувати в суперпозицiйному станi поро-
джує квантовий паралелiзм, який є однiєю з перед-
умов надефективности квантового процесора. Якщо
приглянутись до наведених вище квантових алґорит-
мiв, то можна помiтити, що в процесi розрахунку ре-
ґiстри арґументу i значень функцiї перебувають у ста-
нах, якi не можна зобразити як тензорний добуток.
Такi стани називаються заплутаними (entangled), це
дає змогу, вимiрюючи один реґiстр, фiксувати вiд-
повiдний результат в iншому. Такий самий ефект
спостерiгаємо в парадоксi Айнштайна–Подольського–
Розена. Це друга квантова властивiсть, яка дозволяє
проводити квантовi обчислення. Цi та iншi квантовi
властивостi квантовий процесор (як i будь-яка кван-
това система) зберiгає доти, доки зберiгається кван-
това когерентнiсть. Пiд впливом класичного, тобто
неконтрольованого, оточення квантова система втра-
чає квантову когерентнiсть, вiдбувається декогерен-
цiя (decoherence), яка руйнує квантовий процес, зо-
крема процес квантового обчислення. Якщо декоге-
ренцiя незначна i приводить до невеликих похибок пiд
час розрахунку, то цей процес можна стабiлiзувати й
усунути їх, застосувавши вже розробленi схеми кван-
тової корекцiї помилок, подiбно до того, як робиться
у класичних комп’ютерах. Такi схеми є досить склад-
ними й потребують окремого розгляду.

Ще складнiшими є проблеми фiзичної реалiзацiї
проєктiв квантових процесорiв, тому їх теж не буде-
мо тут розглядати, однак наведемо п’ять необхiдних
вимог, що повиннi задовольняти фiзичнi системи, якi
можна б використати як квантовi процесори [9, 21]:

1). Неодмiнно треба видiлити й зафiксувати у прос-
торi набiр дворiвневих частинок-квабiтiв, на якi мож-
на було пiд час розрахунку дiяти вибiрково поодинцi

чи попарно й у такий спосiб органiзовувати їх кван-
тову еволюцiю, що вiдповiдає виконуваному алґорит-
мовi. Повномасштабний квантовий процесор повинен
складатися з L > 103 квабiтiв.

2). Слiд забезпечити можливiсть приготування по-
чаткового стану |0 . . . 0〉L, тобто iнiцiялiзацiю.

3). Час декогеренцiї повинен щонайменше в 104 пе-
ревищувати час однiєї квантової операцiї (такту). По-
милка при виконаннi окремої квантової операцiї не
повинна перевищувати 10−4, що вважається прийнят-
ним для роботи багатоквабiтового процесора з вико-
ристанням схем квантової корекцiї похибок.

4). Оскiльки будь-яка унiтарна квантова операцiя
може бути зведена до сукупности одноквабiтових i
двоквабiтових операцiй, то при виборi фiзичної сис-
теми суттєво, щоби мiж квабiтами була вiдповiдна
взаємодiя для забезпечення виконання двоквабiтових
операцiй. Iмпульси, що керують операцiями, повиннi
контролюватися з точнiстю не меншою нiж 10−4.

5). Потрiбно забезпечити високу надiйнiсть вимiрю-
вання квантової системи на виходi.

Отже, побудова квантового процесора зводиться до
створення фiзичної системи, що вiдповiдає цим вимо-
гам й еволюцiонує пiд дiєю квантової мережi, утво-
реної з одного з унiверсальних наборiв КЛЕ. Такий
фiзичний квантовий процесор зреалiзував би кванто-
ву машину Тюринґа, що могла б ефективно розв’язу-
вати деякi задачi, якi є експонентно складними для
класичного комп’ютера.

X. ПОДЯКИ

Я дякую Юрiєвi Козицькому, який спонукав ме-
не ознайомитися з цiєю цiкавою проблемою кванто-
вої механiки. Глибоко вдячний також Олеговi Держ-
ковi, Володимировi Ткачуковi, Юрiєвi Криницькому
й Тарасовi Фiтю за дискусiї та критичнi зауваження
до рукопису. Iван Олександрович Вакарчук погодив-
ся обговорити цю тему на семiнарi “Фiлософiя науки”,
за що я йому також щиро дякую.

XI. ДОДАТОК А [13]

Систему шифрування RSA запропонували 1977 ро-
ку Рональд Райвест, Адi Шамiр та Леонард Адлеман.

Вибирають два великi простi числа p i q. Для їх
добутку N = p q значення функцiї Ойлера дорiвнює

φ(N) = (p− 1)(q − 1).

Далi випадковим чином вибирають елемент e, що не
перевищує значення φ(N) i є взаємно простим з φ(N).
Пiсля цього знаходять обернений елемент d

ed mod φ(N) = 1.
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Тодi покладають e, N — вiдкритий ключ, d — закри-
тий (таємний) ключ. Iнформацiю зашифровують кон-
фiденти, яким власник таємного ключа d надав вiд-
критий ключ e, N . Шифрування здiйснюється кiль-
кома кроками: спочатку текст переводять у двiйкову
форму, тодi роздiляють на блоки довжиною m, такою,
щоб 2m < N . Тодi кожен з блокiв уважають двiйко-
вим числом Mj (j — номер блоку), над яким здiйсню-
ють операцiю E(M) = Me mod N . Зашифровану в
такий спосiб iнформацiю вiдкрито надсилають влас-
никовi таємного ключа, оскiльки тiльки вiн може її
дешифрувати так:

E(M)d mod N = M,

тобто виконанням оберненої до шифрування операцiї.
Несанкцiонований доступ може отримати той, хто зу-
мiє факторизувати число N , але це є дуже важкою
задачею, оскiльки числа p i q вибирають досить вели-
кими.

XII. ДОДАТОК Б

Число x за модулем N , тобто x mod N , дорiв-
нює залишковi вiд дiлення числа x на N , напри-
клад: 0 mod 7 = 0, 1 mod 7 = 1, 2 mod 7 =
2, . . . , 7 mod 7 = 0, 8 mod 7 = 1, 9 mod 7 =
2, 10 mod 7 = 3 i т. д.

Розгляньмо процес факторизацiї числа N =
21 на простi множники 3 i 7. Для цього ви-
берiмо просте число менше вiд N = 21, на-
приклад, a = 5, i побудуймо послiдовнiсть aj

mod N, j = 0, 1, 2, . . . . Отримаємо послiдовнiсть:
1, 5, 4, 6, 2, 3, 1, 5, 4, 6, 2, 3, 1, 5, 4, 6, 2, 3, . . . , звiдси легко
встановити, що r = 6, а також ar/2 mod N = 6, звiдки
знаходимо ar/2 mod N + 1 = 7, ar/2 mod N − 1 = 5.
Спiвмножники чила 21 є серед найбiльших спiльних
дiльникiв чисел 21, 7 i 5, яким є число 7, а другий
спiвмножник отримуємо дiленням, що дає число 3.
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QUANTUM COMPUTERS: BASIS AND ALGORITHMS (A SHORT REVIEW)

T. Krokhmalskii
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1 Svientsitskii St., Lviv, UA–79011, Ukraine

This review will help to get acquainted with the theoretical fundamentals of performing quantum computa-
tions using quantum processors which essentially exploit their quantum properties. The concepts of the function
computability, algorithm complexity, classical and quantum Turing machines, as well as quantum bits, gates and
networks are considered. It is clarified what effects yield superefficiency of the quantum computers in comparison
with the classical ones. Several examples of effective quantum algorithms are given.
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