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Для двох релятивiстських нуклонiв з прямою потенцiяльною взаємодiєю отримано парцiя-
льнi радiяльнi рiвняння типу Шрединґера–Брейта другого порядку для триплетного спiнового
стану. Для розривних потенцiялiв установлено новi спiввiдношення неперервности хвильових
функцiй. У дослiджуванiй релятивiстськiй моделi з прямою взаємодiєю, крiм центральної, на-
явнi ще тензорна та спiн-орбiтальна взаємодiї, якi мають релятивiстську природу. Знайдено
точнi розв’язки для триплетного стану двох нуклонiв з потенцiялами у виглядi прямокутних
ям. На основi триплетних релятивiстських рiвнянь з потенцiяльними функцiями у формi пря-
мокутних ям побудовано модель основного стану дейтрона й отримано узгоджене пояснення
основних експериментальних параметрiв дейтрона.
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I. ВСТУП

Дослiдження двонуклонної задачi розсiяння в ши-
рокому енерґетичному iнтервалi та зв’язаного стану
дейтрона з урахуванням реалiстичної взаємодiї зали-
шається актуальною й досить складною проблемою
(див. побудову сучасних ядерних потенцiялiв [1–4]).
Аналiз задачi двох нуклонiв ускладнюється доконеч-
нiстю виконувати громiздкi чисельнi розрахунки для
одночасного опису рiзноманiтних характеристик дей-
трона та багатьох фаз розсiяння як при малих, так i
високих енерґiях. Щобiльше, якщо розглядати ядернi
системи не на феноменологiчному рiвнi, то для серед-
нiх i високих енерґiй можуть стати суттєвими реляти-
вiстськi ефекти. Використання релятивiстських пiд-
ходiв до ядерних систем (i багаточастинкових систем
iншої природи) мають певнi успiхи i надалi є актуаль-
ною проблемою в задачах ядерної фiзики (див., на-
приклад, [5–9]). У пiдходах з послiдовним урахуван-
ням релятивiстських ефектiв у двонуклонних ядер-
них задачах є можливим описати з єдиного погляду
систему двох нуклонiв як для зв’язаного стану, так i
для розсiяння в синґлетному та триплетних спiнових
станах.

У цiй статтi в пiдходi Дiрака–Брейта [10] реляти-
вiстської теорiї прямих взаємодiй розглянуто модель
двох нуклонiв у триплетному станi. Сформульовано
рiвняння типу Шрединґера–Брейта у всiх спiнових
станах (для синґлету формулювання рiвняння й до-
слiдження його розв’язкiв зроблено в [11,12]). Рiвнян-
ня в синґлетi та триплетi не є незалежними, а зв’яза-
нi мiж собою через “потенцiяльнi” функцiї. Хвильове
рiвняння для триплетного стану, крiм центральної,
мiстить ще й спiн-орбiтальну та тензорну взаємодiї,

якi мають релятивiстську природу. Для триплетного
спiнового стану 3S1 +3D1 знайдено систему двох зв’я-
заних радiяльних рiвнянь, яка допускає для “потенцi-
ялiв” у формi прямокутних ям аналiтичний розв’язок.
На основi сформульованої системи знайдено хвильовi
функцiї та побудовано модель основного стану дейт-
рона з “потенцiялами” у виглядi прямокутних ям та
описано основнi спостережуванi характеристики дей-
трона.

II. ФОРМУЛЮВАННЯ ХВИЛЬОВИХ
РIВНЯНЬ

Стацiонарне рiвняння Дiрака для двох нуклонiв у
системi центра мас з масами m1 i m2 та з “потенцiя-
лом” прямої взаємодiї V має вигляд (~ = c = 1)

[

(

α1p + β1m1

)

+
(

−α2p + β2m2

)

+ V

]

Ψ = EΨ. (1)

“Потенцiял” V є скаляром за матрицями Дiрака
αj , βj першої та другої частинок i мiстить чоти-
ри сферично-симетричнi компоненти: векторну VV (r),
скалярну VS(r), псевдоскалярну VP (r) та четверту
компоненту V0(r)

V = (1 − α1α2)VV + β1β2VS + α1β1α2β2VP + V0. (2)

Повна хвильова функцiя Ψ залежить вiд вiдстанi
мiж нуклонами та спiну i може бути зображена у ви-
глядi розкладу за станами частинка–античастинка
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Ψ = Ψ+−| + 1〉| − 1〉 + Ψ−+| − 1〉| + 1〉 + Ψ++| + 1〉| + 1〉 + Ψ−−| − 1〉| − 1〉. (3)

Рiвняння Дiрака (1) щодо таких станiв утворює замкнуту систему диференцiяльних рiвнянь першого порядку

(σ1p)Ψ−+ − (σ2p)Ψ+− + (m1 +m2)Ψ++ + (V0 + VV + VS)Ψ++ − (VV − VP )σ1σ2Ψ−− = EΨ++ ,

(σ1p)Ψ+− − (σ2p)Ψ−+ − (m1 +m2)Ψ−− + (V0 + VV + VS)Ψ−− − (VV − VP )σ1σ2Ψ++ = EΨ−− ,

(σ1p)Ψ−− − (σ2p)Ψ++ + (m1 −m2)Ψ+− + (V0 + VV − VS)Ψ+− − (VV + VP )σ1σ2Ψ−+ = EΨ+− ,

(σ1p)Ψ++ − (σ2p)Ψ−− − (m1 −m2)Ψ−+ + (V0 + VV − VS)Ψ−+ − (VV + VP )σ1σ2Ψ+− = EΨ−+.

(4)

У свою чергу цю систему можна звести до вигляду

(σ1 − σ2)p Ψ10 − (m1 +m2)χ = (E − V̂1(r))ϕ ,

(σ1 + σ2)p Ψ00 − (m1 +m2)ϕ = (E − V̂2(r))χ ,

(σ1 − σ2)p ϕ+ (m1 −m2)Ψ00 = (E − V̂3(r))Ψ10 ,

(σ1 + σ2)p χ+ (m1 −m2)Ψ10 = (E − V̂4(r))Ψ00,

(5)

де введено новi хвильовi функцiї

Ψ00 =
1√
2

(Ψ+− − Ψ−+) , ϕ =
1√
2

(Ψ−− + Ψ++) ,

(6)

Ψ10 =
1√
2

(Ψ+− + Ψ−+) , χ =
1√
2

(Ψ−− − Ψ++) .

Функцiї Ψ00, Ψ10, ϕ, χ є функцiями координат та
спiну частинок, а новi потенцiяли V̂i(r) залежать вiд
вiдносної вiдстанi мiж нуклонами i враховують спiн-
спiнову взаємодiю

V̂1(r) = V0(r) + 4VV (r) + VS(r) − 3VP (r) − (σ1σ2 + 3)(VV (r) − VP (r)) ,

V̂2(r) = V0(r) − 2VV (r) + VS(r) + 3VP (r) + (σ1σ2 + 3)(VV (r) − VP (r)) ,

V̂3(r) = V0(r) + 4VV (r) − VS(r) + 3VP (r) − (σ1σ2 + 3)(VV (r) + VP (r)) ,

V̂4(r) = V0(r) − 2VV (r) − VS(r) − 3VP (r) + (σ1σ2 + 3)(VV (r) + VP (r)).

(7)

Зауважимо, що систему (5) можна отримати од-
разу, якщо вибрати хвильову функцiю Ψ у вигля-
дi розкладу за синґлетним та триплетним станами
частинка–античастинка

Ψ = Ψ00|00〉+ Ψ10|10〉 +
1√
2
(ϕ− χ)|11〉

+
1√
2
(ϕ+ χ)|1 − 1〉. (8)

Якщо для спрощення покласти маси нуклонiв однако-

вими m1 = m2 = m, тодi систему хвильових рiвнянь
(5) можна переписати так:

(σ1 − σ2)p Ψ10 − 2mχ = (E − V̂1(r))ϕ ,

(σ1 + σ2)p Ψ00 − 2mϕ = (E − V̂2(r))χ ,

(σ1 − σ2)p ϕ = (E − V̂3(r))Ψ10 ,

(σ1 + σ2)p χ = (E − V̂4(r))Ψ00,

(9)

i пiсля виключення функцiй Ψ00 та Ψ10 отримаємо за-
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мкнуту систему двох рiвнянь другого порядку щодо функцiй ϕ та χ

(σ1 − σ2)p
1

E − V̂3(r)
(σ1 − σ2)p ϕ− 2mχ = (E − V̂1(r))ϕ ,

(σ1 + σ2)p
1

E − V̂4(r)
(σ1 + σ2)p χ− 2mϕ = (E − V̂2(r))χ.

(10)

Система (10) може бути зведена до одного рiвняння другого порядку стосовно функцiї ϕ

1

E − V̂2(r)
(σ1 + σ2)p

1

E − V̂4(r)
(σ1 + σ2)p (E − V̂1(r))ϕ

+(σ1 − σ2)p
1

E − V̂3(r)
(σ1 − σ2)p ϕ+

4m2

E − V̂2(r)
ϕ = (E − V̂1(r))ϕ (11)

чи щодо функцiї χ

1

E − V̂1(r)
(σ1 − σ2)p

1

E − V̂3(r)
(σ1 − σ2)p (E − V̂2(r))χ

+(σ1 + σ2)p
1

E − V̂4(r)
(σ1 + σ2)p χ+

4m2

E − V̂1(r)
χ = (E − V̂2(r))χ. (12)

Кожне з цих рiвнянь, як i система (10), описує ре-
лятивiстську квантову систему двох нуклонiв як у си-
нґлетному, так i в триплетному спiнових станах. Рiв-
няння (10), (11) та (12) є iнварiянтними щодо одночас-
ної замiни знака повної енерґiї E та потенцiялiв V̂i(r).
Для заданого повного спiну рiвняння (11) та (12) роз-
щеплюються на одне скалярне рiвняння другого по-
рядку для синґлету та систему замкнутих диферен-
цiйних рiвнянь щодо триплетних спiнових станiв.

Iз рiвняння (11) для синґлетного стану (S = 0) от-
римуємо одне рiвняння другого порядку щодо функ-
цiї ϕ (див. [11, 12])

p
4

E − V3
p ϕ+

4m2

E − V2
ϕ = (E − V1)ϕ, (13)

а з рiвняння (12) — синґлетне рiвняння для χ

1

E − V1
p

4

E − V3
p (E − V2) χ

+
4m2

E − V1
χ = (E − V2)χ. (14)

Рiвняння (13) зводиться до рiвняння (14) замiною

ϕ = − (E − V2)

2m
χ. (15)

У (13) та (14) введено новi позначення потенцiялiв
для взаємодiї в синґлетному станi

V1(r) = V0(r) + 4VV (r) + VS(r) − 3VP (r)

V2(r) = V0(r) − 2VV (r) + VS(r) + 3VP (r)

V3(r) = V0(r) − VS(r) − VP (r).

(16)

Для триплетного спiнового стану (S = 1) систему (10) зручно переписати так:

(σ1 − σ2)p
1

E −W3
(σ1 − σ2)p ϕ− 2mχ = (E −W1)ϕ

(σ1 + σ2)p
1

E −W4
(σ1 + σ2)p χ− 2mϕ = (E −W2)χ.

(17)

25



I. В. СИМЕНОГ, О. I. ТУРОВСЬКИЙ

Вiдповiдно рiвняння (11) i (12) у триплетному станi мають вигляд

1

E −W2
Sp

4

E −W4
Sp (E −W1)ϕ+ (σ1 − σ2)p

1

E −W3
(σ1 − σ2)p ϕ+

4m2

E −W2
ϕ = (E −W1)ϕ, (18)

1

E −W1
(σ1 − σ2)p

1

E −W3
(σ1 − σ2)p (E −W2)χ+ Sp

4

E −W4
Sp χ+

4m2

E −W1
χ = (E −W2)χ. (19)

Спiн-спiнова взаємодiя в (7) породжує вiдмiннiсть по-
тенцiяльних функцiй у триплетному та синґлетному
спiнових станах. Якщо в триплетному станi потенцi-
яльнi функцiї

W1(r) = V0(r) + VS(r) + VP (r),

W2(r) = V0(r) + 2VV (r) + VS(r) − VP (r),

W3(r) = V0(r) + 2VV (r) − VS(r) + VP (r), (20)

W4(r) = V0(r) + 4VV (r) − VS(r) + 3VP (r),

то “потенцiяли” V0(r), VV (r), VS(r) та VP (r) пов’я-
зують мiж собою “потенцiяли” для синґлетного та
триплетних станiв

V1(r) = −W1(r) + 2W2(r),

V2(r) = 2W1(r) −W2(r), (21)

V3(r) = 2W3(r) −W4(r).

Використовуючи вираз

1

4
(σ1 − σ2)pf(r)(σ1 − σ2)p

= pf(r)p − Spf(r)Sp +

(

1

r

d

dr
f(r)

)

LS, (22)

де L — оператор кутового моменту системи двох
нуклонiв, рiвняння (18) та (19) можна переписати у
зручнiшiй формi для подальшого застосування

p
4

E −W3
p ϕ− Sp

4

E −W3
Sp ϕ+

1

E −W2
Sp

4

E −W4
Sp (E −W1)ϕ

+

(

1

r

d

dr

4

E −W3

)

LS ϕ+
4m2

E −W2
ϕ = (E −W1)ϕ, (23)

p
4

E −W4
p χ− (σ1 − σ2)p

1

E −W4
(σ1 − σ2)p χ+

1

E −W1
(σ1 − σ2)p

1

E −W3
(σ1 − σ2)p (E −W2)χ

+

(

1

r

d

dr

4

E −W4

)

LS χ+
4m2

E −W1
χ = (E −W2)χ . (24)

Релятивiстськi триплетнi рiвняння (23) та (24) мають форму рiвнянь типу Шрединґера–Брейта. Зауважимо,
що такi рiвняння становлять собою нестандартну нелiнiйну спектральну задачу, де оператор кiнетичної енерґiї
модифiкується залежнiстю вiд координат та повної енерґiї, а ефективна взаємодiя також залежить вiд пов-
ної енерґiї E, яка входить через дробово-рацiональнi функцiї. Отриманi рiвняння мiстять у собi центральну
потенцiяльну взаємодiю, що корелює iз взаємодiєю в синґлетному станi (13). Тензорна та спiн-орбiтальна вза-
ємодiї також визначаються тими ж потенцiяльними функцiями, причому тензорнi оператори, якi побудовано
на операторах iмпульсу та спiну нуклонiв, можна подiлити на два типи

Spf(r)Sp, (σ1 − σ2)pf(r)(σ1 − σ2)p.

Звернемо увагу на те, що в цiй релятивiстськiй задачi неможливо говорити про тензорну та спiн-орбiтальну
взаємодiї як про незалежнi. Дiйсно, з виразу (22) видно, що тензорнi та спiн-орбiтальнi сили мають єдину
природу. У хвильових рiвняннях з такою структурою для заданої енерґiї E зберiгаються: повний спiн S2,
повний момент J2 та його проєкцiя JZ .
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Цiкавою є нерелятивiстська границя отриманих рiвнянь. Так, рiвняння для синґлетного стану (13) в нере-
лятивiстськiй границi переходить до звичайного рiвняння Шрединґера з потенцiялом

V =
V1 + V2

2
= V0 + VS + VV , (25)

а поправка на релятивiзм у “потенцiяльнiй енерґiї” залежить вiд швидкости i має вигляд

δV = − p4

4m3
+

pV3p

4m2
−

[

p2, V2

]

+

4m2
+

(V1 − V2)
2

16m
, (26)

де [a, b]+ = ab+ ba — антикомутатор двох операторiв.
У нерелятивiстськiй границi рiвняння для триплету (23) та (24) переходять до рiвняння Шрединґера з

центральним потенцiялом W та релятивiстською поправкою до нього δW , яка мiстить у собi центральну, спiн-
орбiтальну та тензорну взаємодiї

(

p2

m
+W

)

ψ + δWψ = εψ , (27)

де ε ≈ E − 2m. Пiдкреслимо, що центральний потенцiял W є пiвсумою потенцiялiв W1 та W2 i збiгається з
потенцiялом для синґлетного стану,

W =
W1 +W2

2
=
V1 + V2

2
= V0 + VS + VV , (28)

та вказує на те, що подiл взаємодiї на синґлетну i триплетну має релятивiстське походження. Релятивiстську
поправку δW можна зобразити у двох варiянтах. Перший — отримано з рiвняння (23), а другий — з (24)

δW = − p4

4m3
+

pW3p

2m2
−

[

p2,W2

]

+

4m2
+

(W1 −W2)
2

16m
+

1

2m2

(

1

r

d

dr
W3

)

LS

−Sp(W3 −W4)Sp

2m2
−

[(Sp) (Sp) ,W1 −W2]+
4m2

,

(29)

δW = − p4

4m3
+

pW4p

2m2
−

[

p2, W1

]

+

4m2
+

(W1 −W2)
2

16m
+

1

2m2

(

1

r

d

dr
W4

)

LS

+
(σ1 − σ2)p(W3 −W4)(σ1 − σ2)p

8m2
+

[(σ1 − σ2)p(σ1 − σ2)p, W1 −W2]+
16m2

.

(30)

Цi поправки не є незалежними i за допомогою виразу (22) переходять одна в одну. Хоча рiвняння (23) та (24) є

рiзними i сформульованi щодо рiзних хвильових функцiй, релятивiстськi поправки з точнiстю до членiв
(v

c

)2

збiгаються. Можна взяти напiвсуму цих поправок i отримати ще одну форму запису δW, яка характерна тим,
що всi потенцiяльнi функцiї Wi входять до неї симетрично

δW = − p4

4m3
+

p (W3 +W4)p

4m2
−

[

p2,W1 +W2

]

+

8m2
+

(W1 −W2)
2

16m

+
1

4m2

(

1

r

d

dr
(W3 +W4)

)

LS − σ1p(W3 −W4)σ2p

4m2
−

[(σ1p)(σ2p),W1 −W2]+
8m2

,

(31)

де перший доданок є стандартною релятивiстською поправкою до кiнетичної енерґiї, наступнi — це поправки
до центральних потенцiялiв, спiн-орбiтальної та тензорної взаємодiй, якi залежать вiд iмпульсу.
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III. ЗВ’ЯЗАНИЙ СТАН ДЕЙТРОНА

Розгляньмо зв’язаний стан двох нуклонiв у триплетному станi (дейтрон) на основi отриманого релятивiстсь-
кого рiвняння типу Шрединґера–Брейта (23). Щоб не ускладнювати аналiз, у цiй роботi будемо дослiджувати
триплетний стан двох нуклонiв незалежно вiд синґлетного стану. Як i в нерелятивiстському пiдходi, хвильову
функцiю ϕ зобразимо як суперпозицiю S- та D-хвиль

ϕ =
u(r)

r
Y1M

01 +
w(r)

r
Y1M

21 , (32)

де u(r) та w(r) — радiяльнi компоненти функцiї ϕ для S- таD-станiв, Y1M
01 , Y1M

21 — спiн-тензори з моментом нуль
та двiйка. Пiсля пiдстановки функцiї ϕ iз (32) в рiвняння (23) отримуємо систему двох зв’язаних радiяльних
диференцiйних рiвнянь щодо функцiй u(r) та w(r)

− 1

r

d

dr
r2

4

3(E −W3)

d

dr

u

r
− 1

E −W2

1

r

d

dr
r2

8

3(E −W4)

d

dr

E −W1

r
u+

4m2

E −W2
u− (E −W1)u

= −1

r

d

dr

1

r

4
√

2

3(E −W3)

d

dr
r2w +

1

E −W2

1

r

d

dr

1

r

4
√

2

3(E −W4)

d

dr
r2(E −W1)w,

(33)

− r2
d

dr

1

r4
8

3(E −W3)

d

dr
r2w − r2

E −W2

d

dr

1

r4
4

3(E −W4)

d

dr
r2(E −W1)w +

4m2

E −W2
w − (E −W1)w

= −r2 d
dr

1

r

4
√

2

3(E −W3)

d

dr

u

r
+

r2

E −W2

d

dr

1

r

4
√

2

3(E −W4)

d

dr

E −W1

r
u.

Розгляньмо найпростiшу модель з “потенцiяльними
функцiями” у виглядi прямокутних ям:

W2(r) =

{

W20 r < r2,
0 r > r2,

W3(r) =

{

W30 r < rT ,
0 r > rT ,

W4(r) =

{

W40 r < rT ,
0 r > rT ,

(34)

де радiуси потенцiялiв пiдпорядкованi умовi r2 <
rT . Для неперевности хвильових функцiй “потенцiял”
W1(r) повинен бути також неперервним, i в цiй пра-
цi ми не будемо його враховувати. Потенцiял W2(r)
умовно можно назвати центральним потенцiялом, i
його радiус — радiусом центральних сил, а потенцi-
яли W3(r) та W4(r) — потенцiялами тензорних сил
з радiусом дiї rT — радiусом тензорних сил. Дiйсно,
з релятивiстської поправки до рiвняння Шрединґе-
ра (31) виходить, що основний внесок до центральної
взаємодiї даватиме потенцiял W2(r), а до тензорної
взаємодiї — потенцiяли W3(r), W4(r). Загалом такого
подiлу потенцiялiв у (23) на центральнi та тензорнi
нема. Звернемо увагу, що взагалi радiуси потенцiялiв
W3(r) та W4(r) рiзнi i може бути два радiуси тензор-
них сил.

Вiдзначимо, що, на вiдмiну вiд феноменологiчної
нерелятивiстської задачi з тензорним потенцiялом у
формi прямокутних ям, дослiджувана тут релятивiст-
ська модель допускає аналiтичний розв’язок. Поза ме-
жами дiї ядерних сил рiвняння для радiяльних фун-
кцiй (33) роздiляються i стають незалежними,

d2u

dr2
− γ2u = 0

d2w

dr2
− 6

r2
w − γ2w = 0, (35)

i їх розв’язок можна записати так:

u(r) = AS exp(−γr),

w(r) = AD exp(−γr)
[

1 +
3

γr
+

3

(γr)2

]

, (36)

де AS та AD — незалежнi константи iнтеґрування,
4γ2 =

(

4m2 −E2
)

, E = 2m−Bd — повна енерґiя двох
нуклонiв.

У сферi дiї тензорних потенцiялiв W4(r), W3(r), де
r2 < r < rT , система (33) може бути записана як
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(

E

E −W30
+

2E

E −W40

)

d2u

dr2
− 3γ2u =

√
2

(

E

E −W30
− E

E −W40

) (

d

dr
+

3

r

)

dw

dr
,

(37)

(

2E

E −W30
+

E

E −W40

) (

d2w

dr2
− 6

r2
w

)

− 3γ2w =
√

2

(

E

E −W40
− E

E −W30

)

d

dr

(

du

dr
− 3u

r

)

.

Розв’язок такої системи шукаємо у виглядi

u(r) = BS exp(−βr) +NS exp(βr),

w(r) = BD exp(−βr)
[

1 +
3

βr
+

3

(βr)2

]

+ND exp(βr)

[

1 − 3

βr
+

3

(βr)2

]

,
(38)

де BS , BD , NS , ND — постiйнi iнтеґрування, β — функцiя вiд iнтенсивностей потенцiялiв W3, W4 та повної
енерґiї E. Для знаходження коефiцiєнтiв β iз (37) отримуємо однорiдну систему з двох алґебраїчних рiвнянь
щодо BS , BD:

(

E

E −W30
+

2E

E −W40

)

β2BS − 3γ2BS =
√

2

(

E

E −W30
− E

E −W40

)

β2BD,

(

2E

E −W30
+

E

E −W40

)

β2BD − 3γ2BD =
√

2

(

E

E −W40
− E

E −W30

)

β2BS ,

(39)

та аналогiчну систему щодо NS , ND. Iз цих систем випливає, що з двох констант BS , BD та NS , ND незалеж-
ними є тiльки по однiй. Визначник системи (39) дає квадратне рiвняння стосовно β2

E2

(E −W30)(E −W40)
β4 − γ2

(

E

E −W30
+

E

E −W40

)

β2 + γ4 = 0, (40)

розв’язок, якого легко знайти

β2
1,2 =

γ2

2E

{

2E −W30 −W40 ± (E −W30)(E −W40)

∣

∣

∣

∣

W30 −W40

(E −W30)(E −W40)

∣

∣

∣

∣

}

. (41)

З виразу (41) випливає, що є два рiзнi коефiцiєнти β2 i, вiдповiдно, розв’язок системи (37) мiстить вiсiм констант
iнтеґрування, причому незалежними з них є тiльки чотири. Константи зв’язанi мiж собою одним iз рiвнянь
системи (39), наприклад, iз першого рiвняння отримуємо такий зв’язок:

B
(j)
D =

(

1

E −W30
+

2

E −W40

)

β2
j − 3γ2

E
√

2

(

1

E −W30
− 1

E −W40

)

β2
j

B
(j)
S ≡ η

(j)
2 B

(j)
S . (42)

Ураховуючи сказане вище, повний розв’язок системи (37) перепишемо так:

u(r) =

2
∑

j=1

{

B
(j)
S exp(−βjr) +N

(j)
S exp(βjr)

}

,

w(r) =

2
∑

j=1

η
(j)
2

{

B
(j)
S exp(−βjr)

[

1 +
3

βjr
+

3

(βjr)2

]

+N
(j)
S exp(βjr)

[

1 − 3

βjr
+

3

(βjr)2

]}

.

(43)

У дiлянцi r < r2, де дiють як центральнi, так i тензорнi сили, система радiяльних рiвнянь (33) набирає вигляду
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(

E −W20

E −W30
+

2E

E −W40

)

d2u

dr2
− 3

(

γ2 +
EW20

4

)

u =
√

2

(

E −W20

E −W30
− E

E −W40

) (

d

dr
+

3

r

)

dw

dr
, (44)

(

2
E −W20

E −W30
+

E

E −W40

)(

d2w

dr2
− 6w

r2

)

− 3

(

γ2 +
EW20

4

)

w =
√

2

(

E −W20

E −W30
− E

E −W40

)

d

dr

(

du

dr
− 3u

r

)

.

Обмежений у нулi розв’язок є таким:

u(r) =
2

∑

j=1

C
(j)
S sin(αjr),

w(r) =

2
∑

j=1

η
(j)
1 C

(j)
S

{(

3

(αjr)2
− 1

)

sin(αjr) −
3

αjr
cos(αjr)

}

,

(45)

де αj — функцiї потенцiялiв та повної енерґiї, C(j)
S — постiйнi iнтеґрування,

α2
1,2 =

−
(

γ2 +
EW20

4

) (

E −W20

E −W30
+

E

E −W40

)

±
∣

∣

∣

∣

(

γ2 +
EW20

4

) (

E −W20

E −W30
− E

E −W40

)
∣

∣

∣

∣

E −W20

E −W30

2E

E −W40

, (46)

C
(j)
D = −

(

E −W20

E −W30
+

2E

E −W40

)

α2
j + 3

(

γ2 +
EW20

4

)

√
2

(

E −W20

E −W30
− E

E −W40

)

α2
j

C
(j)
S ≡ η

(j)
1 C

(j)
S . (47)

Повний розв’язок рiвнянь (33) для всiх r можна записати компактно через сферичнi функцiї Бесселя та Ганкеля

u(r) =



































2
∑

j=1

C
(j)
S αjrj0(αjr), r < r2,

2
∑

j=1

βjr
[

−B(j)
S h

(1)
0 (iβjr) +N

(j)
S h

(2)
0 (iβjr)

]

, r2 < r < rT ,

−ASγrh
(1)
0 (iγr), r > rT ,

(48)

w(r) =



































2
∑

j=1

η
(j)
1 C

(j)
S αjrj2(αjr), r < r2,

2
∑

j=1

η
(j)
2 βjr

[

B
(j)
S h

(1)
2 (iβjr) −N

(j)
S h

(2)
2 (iβjr)

]

, r2 < r < rT ,

ADγrh
(1)
2 (iγr), r > rT .

(49)

В околi точки r = 0 функцiї u(r) та w(r) ведуть себе
за законом u(r) ∼ r, w(r) ∼ r3. Зауважимо, що повнi
радiяльнi функцiї RS(r) = u(r)/r та RD(r) = w(r)/r
є сумою сферичних функцiй Бесселя та Ганкеля пер-
шого та другого роду.

У точцi розриву потенцiялуW2 функцiї u(r) та w(r)
є неперервними разом зi своїми першими похiдними

u
∣

∣

∣

r2+0

r2−0
= 0 , w

∣

∣

∣

r2+0

r2−0
= 0 ,
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du

dr

∣

∣

∣

∣

r2+0

r2−0

= 0 ,
dr2w

dr

∣

∣

∣

∣

r2+0

r2−0

= 0 . (50)

Неперервнiсть хвильових функцiй та їх перших похiд-

них у точцi r2 зумовлена тим, що потенцiяли W3(r) та
W4(r) в околi цiєї точки є константами i, вiдповiдно,
їх можна винести за знак похiдної. У точцi розриву
тензорних потенцiялiв rT хвильовi функцiї задоволь-
няють умови

u
∣

∣

∣

rT +0

rT −0
= 0 , w

∣

∣

∣

rT +0

rT −0
= 0 ,

{

E

E −W30

[

r3
d

dr

u

r
−
√

2
d

dr
r2w

]

+
E

E −W40

[

2r3
d

dr

u

r
+
√

2
d

dr
r2w

]}
∣

∣

∣

∣

rT −0

= 3r3
d

dr

u

r

∣

∣

∣

∣

rT +0

,

{

E

E −W30

[√
2r3

d

dr

u

r
− 2

d

dr
r2w

]

− E

E −W40

[√
2r3

d

dr

u

r
+

d

dr
r2w

]}∣

∣

∣

∣

rT −0

= − 3
d

dr
r2w

∣

∣

∣

∣

rT +0

.

(51)

У результатi маємо вiсiм констант iнтеґрування та вi-
сiм граничних умов для хвильових функцiй, пiдста-
новкою яких у цi умови отримуємо однорiдну систему
трансцендентних рiвнянь щодо невiдомих констант. Iз
умови, що визначник цiєї системи є нулем, маємо се-
кулярне рiвняння для знаходження енерґiї зв’язаного
стану дейтрона.

Вiдшуканi явнi хвильовi функцiї дають змогу до-
сить просто розрахувати всi фiзичнi характеристи-
ки зв’язаного стану дейтрона. Зауважимо, що зага-
лом усi середнi потрiбно рахувати на повнiй хвильовiй
функцiї (8), хоча це пов’язано з певними трудноща-
ми. Цю доволi складну проблему в нашiй статтi ми
не будемо докладнiше обговорювати i тому рiвняння
(23) розглядатимемо як основне вихiдне рiвняння для
триплетного стану.

Усi визначення середнiх величин для дейтрона збi-
гаються зi стандартними визначеннями у феномено-
логiчних пiдходах. Так, квадрупольний момент буде

Qd =
1

20

∫

∞

0

dr r2w(r)
[√

8u(r) − w(r)
]

, (52)

середньоквадратичний радiус

rd =
1

2

{
∫

∞

0

dr r2
[

u2(r) + w2(r)
]

}1/2

(53)

та ймовiрнiсть D-стану

PD =

∫

∞

0

dr w2(r). (54)

При цьому хвильовi функцiї нормовано стандартно

∫

∞

0

dr
[

u2(r) + w2(r)
]

= 1. (55)

У нашому випадку рiвняння (33) з потенцiялами
(34) мiстять п’ять незалежних параметрiв: глибину та
радiус дiї кожного з потенцiялiв W2(r), W3(r), W4(r)
(радiуси останнiх двох потенцiялiв збiгаються). Як-
що вiдновити фундаментальнi сталi ~ та c в розгля-
нутих рiвняннях, то в усiх розрахунках використано
~c = 197.327053 MeV Fm, а чисельне значення для
константи γ в (35)

γ = 0.231538 Fm−1, (56)

розраховано за заданою експериментальною енерґiєю
зв’язку дейтрона Bd = 2.224575(9) MeV [13]. Для iн-
ших фiзичних характеристик використано значення:
квадрупольний момент Qd = 0.2859(3) Fm2 [14] та ра-
дiус дейтрона rd = 1.9547(19) Fm [15]. У результатi
опису цих даних знайдено такi параметри потенцiя-
лiв для (34):

W20 = −98.631 MeV, r2 = 1.8 Fm;

W30 = −875.019 MeV, (57)

W40 = 894.999 MeV, rT = 3.0 Fm.

Як видно, iнтенсивностi потенцiялiв W3(r) та W4(r)
приблизно збiгаються з масою нуклона i на порядок
бiльшi, нiж iнтенсивнiсть потенцiялу W2(r), а радiус
дiї — бiльший, приблизно, на один фермi. Якщо взяти
до уваги поправку до нерелятивiстського потенцiялу
(31), то видно, що саме функцiї W3(r) та W4(r) да-
ють основний внесок до тензорної та спiн-орбiтальної
взаємодiї, i цi потенцiяльнi функцiї умовно можна на-
звати тензорними потенцiялами. Водночас потенцiял
W2(r) (як i W1(r)), в основному, вiдповiдає за цент-
ральну взаємодiю.

На рис. 1 зображено розрахованi для побудованих
“потенцiялiв” взаємодiї з параметрами (57) радiяльнi
хвильовi функцiї дейтрона u(r) i w(r). Функцiя u(r)
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досягає свого максимального значення приблизно в
точцi r = 1.61 Fm i дорiвнює 0.529 Fm−1/2, а макси-
мальне значення функцiї w(r) дорiвнює 0.135 Fm−1/2

при значно бiльшiй вiдстанi r = rT = 3.0 Fm. У точ-
цi r = rT розриву тензорних “потенцiялiв” хвильовi
функцiї мають “надлом”. Водночас у точцi розриву
потенцiялу W2(r) подiбного “надлому” в точцi r2 не
спостерiгаємо, оскiльки хвильовi функцiї в цiй точцi
неперервнi разом зi своїми першими похiдними (50).
Для параметрiв (57) визначено: енерґiю зв’язку дей-
трона Bd = 2.224575 MeV, квадрупольний момент
Qd = 0.2860 Fm2, радiус дейтрона rd = 1.9549 Fm та
ймовiрнiсть D-стану PD = 0.035. Основний внесок до
значення квадрупольного моменту дає хвильова фун-
кцiя за межами дiї ядерних силQout

d = 0.227329 Fm2, а
в межах дiї ядерних сил для квадрупольного моменту
маємо Qin

d = 0.058719 Fm2. Для ймовiрности D-стану
основний внесок дає дiлянка бiля максимумуD-хвилi,
при цьому внесок у PD приблизно однаковий як у ме-
жах дiї потенцiялiв, так i поза межами P out

D = 0.015,
P in

D = 0.020.

Рис. 1. Радiяльнi хвильовi функцiї в S- i D-станах для
прямокутних “потенцiялiв” з параметрами (57).

Рис. 2. Залежнiсть функцiї w(r) для двох рiзних зна-
чень радiуса тензорних сил r

(1)
T

= 2.5 Fm та r
(2)
T

= 3.5 Fm

Через те, що пригiнка п’ятьох параметрiв потенцiя-
лiв проводилась тiльки за трьома експериментальни-
ми параметрами (енерґiя зв’язку, квадрупольний мо-
мент i радiус дейтрона), то вона не є однозначною.
Наприклад, на рис. 2 зображено залежнiсть хвильо-
вої функцiї w(r) для двох рiзних радiусiв дiї тезор-

них сил r
(1)
T = 2.5 Fm та r(2)T = 3.5 Fm iз значенням

PD = 0.049 та PD = 0.027 вiдповiдно. Основнi харак-
теристики дейтрона, якi було розраховано за цими па-
раметрами, також збiгаються з експериментальними.
Як видно, величина PD залежить вiд значення радiу-
са дiї тензорних сил i швидко зростає зi зменшенням
rT . При r > rT цi кривi практично збiгаються, а по-
близу нуля вони пропорцiйнi r3. Вiдзначимо, що фун-
кцiя w(r) має максимальне значення строго в точцi
розриву тензорних потенцiялiв.

Для параметрiв потенцiялiв (57) коефiцiєнти η(j)
i в

(42) та (47), якi пов’язують мiж собою константи iн-
теґрування для S- та D-хвиль у внутрiшнiх дiлянках,
мають такi значення:

η
(1)
1 =

√
2, η

(2)
1 = − 1√

2
,

η
(1)
2 = −

√
2, η

(2)
2 =

1√
2
. (58)

Можна показати, що i загалом для будь-яких пара-
метрiв потенцiялiв у формi прямокутних ям цi кое-
фiцiєнти можуть приймати тiльки значення ±

√
2 чи

± 1√
2
. Для коефiцiєнта η ≡ AD

AS
можна отримати ви-

раз

η =
w(rT )

u(rT )

[

1 +
3

γrT
+

3

(γrT )2

]

−1

, (59)

якщо врахувати, що радiяльнi рiвняння в зовнiшнiй
дiлянцi роздiляються i стають незалежними. Чисель-
ний розрахунок дає

η = 0.026897. (60)

Константи AS та AD знаходимо за формулами

AS = − u(rT )

γrTh
(1)
0 (iγrT )

,

AD =
w(rT )

γrTh
(1)
2 (iγrT )

, (61)

i вони приймають значення

AS = 0.8744235 Fm−1/2,
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AD = 0.023514 Fm−1/2. (62)

За знайденими точними розв’язками хвильових фун-
кцiй для основного стану дейтрона можна побудувати
структурну функцiю дейтрона (див. [16])

A(q) = G2
C(q) +

8

9
η2G2

Q +
2

3
η(1 + η)G2

M (q), (63)

де η =
q2

4M2
d

. Тут перший доданок у (63) є зарядовою

структурною функцiєю, другий доданок визначаєть-
ся квадрупольною структурною функцiєю, а третiй —
квадратом магнетного формфактора.

Рис. 3. Зарядовий формфактор релятивiстського дейт-
рона з прямокутними потенцiялами.

На рис. 3 зображено перший доданок структурної
функцiї A(q), що вiдповiдає розподiловi заряду в дей-
тронi. У наближеннi точкових нуклонiв це є квадрат
формфактора розподiлу заряду

GC(q) =

∫

∞

0

dr j0

(qr

2

)

[

u2(r) + w2(r)
]

. (64)

Поведiнка електричного формфактора дейтрона
GC(q) залежно вiд переданого iмпульсу якiсно збiгає-
ться з феноменологiчною поведiнкою, коли враховує-
ться феноменологiчний тензорний потенцiял взаємо-
дiї. У нашому випадку при q ≈ 6.4 Fm−1 спостерiга-
ємо “провал”, який зумовлений вiдштовхуванням на
малих вiдстаннях за рахунок функцiйW3(r) таW4(r).
Аналогiчнi “провали” бачимо i при бiльших переданих
iмпульсах q, приблизно через однаковий iнтервал, по-
рядку 3 Fm−1. Iмовiрно, що природа таких провалiв
зумовлена розривнiстю вибраних потенцiяльних фун-

кцiй взаємодiї. Цiкаво, що положення таких провалiв
чутливе до параметрiв потенцiяльних функцiй. При
змiнi параметрiв потенцiялiв деякi провали зникають
i можуть утворюватися скiнченнi мiнiмуми структур-
ної функцiї G2

C(q).

IV. ВИСНОВКИ

Формулювання й дослiдження стацiонарних реля-
тивiстських рiвнянь типу Шрединґера–Брейта в ме-
жах методу прямих взаємодiй Дiрака–Брейта для
двох нуклонiв у синґлетному та триплетному спiнових
станах дало змогу врахувати рiзноманiтнi релятивiст-
ськi ефекти. Отриманi стацiонарнi рiвняння для двох
дiракових частинок є релятивiстським узагальненням
рiвняння Шрединґера. Такi рiвняння мiстять модифi-
кований оператор кiнетичної енерґiї, який залежить
вiд повної енерґiї та координат через певнi потенцiя-
льнi функцiї. Крiм того, вони враховують центральну,
спiн-орбiтальну та тензорну взаємодiї, що залежать
вiд вiдстанi, швидкости та ще й вiд повної енерґiї,
яка входить до рiвняння через дробово-рацiональнi
функцiї. У цьому пiдходi тензорна та спiн-орбiтальна
взаємодiї є проявом релятивiстських ефектiв i поро-
дженi одними й тими ж потенцiяльними функцiями.
Оскiльки тензорна взаємодiя в отриманих рiвняннях
побудована на операторах спiну частинок та вiдносно-
го iмпульсу системи двох нуклонiв, то такий оператор
можна розглядати не тiльки як поправку до потенцi-
ялу взаємодiї, але i як релятивiстську поправку до
кiнетичної енерґiї.

Запис тензорного оператора через iмпульси в ре-
лятивiстському двочастинковому рiвняннi є природ-
нiшим, нiж через координати частинок, i дає змогу,
на вiдмiну вiд нерелятивiстського пiдходу, у випад-
ку “потенцiялiв” прямокутної форми отдержати яв-
ний аналiтичний розв’язок. Удалось отримати повний
узгоджений опис усiх основних характеристик зв’яза-
ного стану дейтрона. Установлено певнi кореляцiйнi
закономiрностi мiж розмiром, квадрупольним момен-
том та ймовiрнiстю D-стану дейтрона.

Опис синґлетного розсiяння двох нуклонiв в [11]
та триплетного зв’язаного стану дейтрона в нашiй
статтi показує, що iнтенсивностi для потенцiяльних
функцiй, якi входять до операторiв кiнетичної енерґiї
та тензорних операторiв, набувають значень поряд-
ку маси нуклона, що вказує на суттєвий релятивiзм
тензорної та спiн-орбiтальної взаємодiй i значну мо-
дифiкацiю кiнетичної енерґiї.

Важливою проблемою i далi є можливiсть одно-
часного опису всiх характеристик двонуклонного роз-
сiяння в синґлетному та триплетному станах i пов-
ному енерґетичному iнтервалi та поширення пiдходу
Дiрака–Брейта на багатонуклоннi системи. Цiкавою є
можливiсть застосовувати цей пiдхiд з прямими взає-
модiями до двокваркових систем для опису структури
мезонних спектрiв.
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THE MODEL OF DEUTERON IN DIRAC–BREIT APPROACH WITH DIRECT
INTERACTION

I. V. Simenog, A. I. Turovsky
Bogolyubov Institute for Theoretical Physics, National Academy of Sciences of Ukraine

14b Metrolohichna St., Kyiv, UA–03143, Ukrainе

The second-order partial Schrödinger–Breit equations are obtained for two relativistic nucleons with direct
potential interaction in the triplet spin state. New continuity relations for wave functions are derived for the case
of discontinuous potentials. There are not only central but also tensor interactions of the relativistic nature in
the investigated relativistic model. The exact solutions for triplet state of two nucleones with the potential in the
form of rectangular wells are received. The model of the deuteron ground state is introduced on the basis of the
triplet relativistic equations with potential functions in the form of the rectangular wells, where the consistent
explanation of essential deuteron experimental parameters is obtained.
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