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Методом теорiї термодинамiчної стiйкости дослiджено однокомпонентну двофазну гетеро-
генну систему. Знайдено рiвняння, якi пов’язують адiябатичнi коефiцiєнти стiйкости, їх при-
рости та прирости термодинамiчних координат уздовж фазової конноди з формою лiнiї фазо-
вої рiвноваги — її нахилом i кривизною. Цi результати застосовано до двофазної гетерогенної
области металевого церiю; показано, що вздовж фазової конноди iзохорна теплоємнiсть, адiя-
батнi стисливiсть i термiчне розширення не залежать вiд об’єму й ентропiї.

Проведено обчислення й аналiз розташування бiнодалi та спiнодалi на фазовiй P–T дiяграмi
iзоморфного γ–α переходу церiю для моделi Рейнфорда–Едвардса. Обчисленi кривi порiвню-
ються з експериментальними.
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Зацiкавлення iзоморфним γ − α переходом у мета-
левому церiї пов’язане передусiм з тим, що це перша
речовина у твердому станi, для якої на фазовiй P–T
дiяграмi встановлена критична точка, аналогiчна до
критичної точки системи рiдина–пара.

Однiєю з основних задач термодинамiки критично-
го стану є з’ясувати поведiнку термодинамiчних ве-
личин в околi критичних точок. У загальному вигля-
дi таку задачу розв’язано термодинамiчним методом
дослiдження критичного стану [1–3] на базi конструк-

тивного визначення критичного стану системою лi-
нiйних однорiдних рiвнянь, доповненого вимогами йо-
го стiйкости. У цих працях доведено iснування чоти-
рьох альтернативних типiв критичної поведiнки тер-
модинамiчних систем, якi класифiкуються за адiяба-
тичними коефiцiєнтами стiйкости та критичним нахи-
лом лiнiї фазової рiвноваги. У цьому пiдходi визначен-
ня критичного стану поєднує граничнi властивостi ге-
терогенного та гомогенного станiв. Для простої одно-
компонентної P–V –T системи воно має вигляд [1–3]:
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Ця система однорiдних лiнiйних рiвнянь має нену-
льовий розв’язок, якщо детермiнант, складений з її
коефiцiєнтiв, дорiвнює нулевi:
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Ця необхiдна умова iснування розв’язку системи
(1) збiгається з вiдомою умовою стiйкости критично-
го стану Ґiббса [4] i виконується на всiй спiнодалi.
Розв’язок системи dS/dV , який є граничним нахилом
лiнiї фазової рiвноваги у критичнiй точцi (критичний
нахил KC), видiляє на спiнодалi єдину стiйку точку
— критичну. У працях [1,5] доведено, що одним iз на-
слiдкiв умови стiйкости критичного стану є дотикан-
ня (зливання) у критичнiй точцi бiнодалi та спiнодалi.

Для розгляданої системи основними характеристи-

ками стiйкости є:
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За термiнологiєю [6], будемо називати D детермi-
нантом стiйкости; першi три похiднi — адiябатними
величинами (АВ), iншi три — iзодинамiчними вели-
чинами (IВ); похiднi
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(IКС).
Розв’язок системи (1) можна записати так:
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Рiвняння (1), (2) дають змогу зробити висновок,
що основними величинами, якi визначають критич-
ний стан, є АКС i пов’язаний з ними нахил лiнiї рiв-
новаги у критичнiй точцi KC .

Можна чекати, що зв’язок мiж АКС i критичним
нахилом KC успадковується критичною точкою вiд
гетерогенної системи, тобто цiкаво дослiдити термо-
динамiчну стiйкiсть гетерогенного стану. Таку задачу
розв’язано в [1] для однокомпонентної системи в за-
гальному виглядi.

Ми ставимо за мету дослiдити методами праць [1–3]
термодинамiчнi властивостi двофазної однокомпонен-
тної P–V –T системи, знайти зв’язок АКС з характе-
ристиками фазової дiяграми та поширити отриманi
результати на докритичну дiлянку iзоморфного γ–
α переходу металевого церiю; розрахувати рiвняння
лiнiї фазової рiвноваги (бiнодалi) та лiнiї зникнення
стiйкости (спiнодалi) i визначити їх положення на фа-
зовiй P–T дiяграмi Ce.

I. Розгляньмо однокомпонентну двофазну систему,
що перебуває пiд дiєю тиску P , не конкретизуючи
форму лiнiї рiвноваги. Для внутрiшньої енерґiї U фаз,
що перебувають у рiвновазi, виконуються основнi рiв-
няння термодинамiки

dU1 = TdS1 − PdV1 + µdN1,

dU2 = TdS2 − PdV2 + µdN2,

де µ — хемiчний потенцiял фаз, а iндекс в екстенсив-
них величинах визначає фазу. Додамо цi рiвняння,
маючи на увазi, що загальна кiлькiсть частинок сис-
теми N = const:

dU = TdS − PdV. (3)

Тут величини U = U1+U2, S = S1+S2, V = V1+V2 ви-
значають повну внутрiшню енерґiю, повну ентропiю
та повний об’єм гетерогенної системи.

Умови стiйкости гетерогенної системи, коли P =
P (T ), визначенi в [1], мають вигляд:
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можна вважати, що стiйкiсть гетерогенної системи,
подiбно до гомогенної, визначається АКС.

Дослiдимо, як впливають АКС на вигляд P–T дiя-
грам. Оскiльки в дiлянцi переходу P = P (T ), то (3)
можна записати так:
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де K = dP/dT — нахил лiнiї рiвноваги (бiнодалi) у
будь-якiй її точцi.

Зi спiввiдношення (5) для будь-яких приростiв ∆
вздовж конноди фазового переходу (горизонтальної
дiлянки iзотерми або iзобари) можна записати
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Для вiльної енерґiї F в дiлянцi фазового переходу ма-
ємо

dF = −S(V, T )dT − P (T )dV,

F (V, T ) = −P (T )(V − V0) + F (V0, T ),

де V0 — будь-яке значення V на коннодi. Диференцi-
юючи F (V, T ) по T , маємо

S(V, T ) = K(V − V0) + S(V0, T ), ∆S = K∆V. (7)

Зi спiввiдношень (4), (5) i (7)
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Отже, ми одержали зв’язок АКС гетерогенної сис-
теми з нахилом лiнiї фазової рiвноваги на дiяграмi
P–T .
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Продиференцiюємо (7) по T при V = const

∆
(
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= K ′∆V. (9)

Величина K ′ = d2P
dT 2 визначає кривизну лiнiї фазової

рiвноваги на P–T дiяграмi.
З виразу для ентальпiї dH = T (P )dS + V (P, S)dP

одержуємо

∆V = K−1∆S, ∆
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)
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= K ′K−3∆S. (10)

В останньому спiввiдношеннi використано матема-
тичне правило, яке пов’язує кривизну прямої й обер-
неної функцiї: d2T/dP 2 = K ′K−3.

Вирази (6), (7), (9), (10) дають змогу записати такi
рiвняння:
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Цi рiвняння пов’язують довiльнi прирости адiяба-
тичних величин уздовж фазової конноди та вiдповiд-
нi прирости координат з нахилом i кривизною лiнiї
фазової рiвноваги на дiяграмi P–T .

Отже, спiввiдношення (5)–(8) i (11) описують вплив
адiябатичних коефiцiєнтiв стiйкости та їх приростiв
на форму лiнiї фазової рiвноваги на P–T дiяграмi,
яка є зовнiшнiм проявом фазового переходу. З iншого
боку, якщо вiдомi K i K ′ рiвноважної дiяграми, мож-
на судити про прирости величин, що розглядаються.

Цi висновки чиннi для будь-якої однокомпонентної
двофазної системи в зонi фазового переходу.

II. Отриманi загальнi результати застосуймо до ви-
вчення адiябатичних величин металевого церiю в дi-
лянцi фазового iзоморфного γ–α переходу.

Експерименти, зокрема [7–9], встановлюють, що лi-
нiя фазової рiвноваги Ce на дiяграмi P–T є прямою
лiнiєю зi сталим нахилом, який зберiгається й у кри-
тичнiй точцi. Такий вигляд лiнiї рiвноваги Ce наводи-
ться i в довiднику [10]. Зазначимо також, що до пря-
мої лiнiї фазової рiвноваги приводять також i моделi,
зокрема [11].

Тобто для лiнiї фазової рiвноваги γ- i α-фаз церiю
K = const, а його похiдна (кривизна) K ′ = 0. Рiвнян-
ня (11) для Ce набирають вигляду:
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Отже, у двофазнiй дiлянцi церiю вздовж фазової
конноди iзохорна теплоємнiсть, адiябатнi стисливiсть
i термiчне розширення та пов’язанi з ними величини
не залежать вiд об’єму й ентропiї.

На жаль, експериментальнi данi, що iлюстрували
б поведiнку Се у гетерогеннiй дiлянцi вздовж конно-
ди, вiдсутнi. Проведення таких експериментiв було б
дуже корисним для подальшого вивчення термодина-
мiчних властивостей Се в дiлянцi γ–α переходу.

При фазовому γ–α переходi Се, на пiдтверджен-
ня аналогiї iз системою рiдина–пара, в експеримен-
тах [7, 8] спостерiгаємо гiстерезис по T i P . Це по-
яснюється тим, що кожна з фаз при фазовому пере-
ходi проходить дiлянку метастабiльних станiв i пере-
хiд вiдбувається при досягненнi фазами лiнiй повного
зникнення стiйкости — спiнодальних лiнiй. Положен-
ня та форму двох гiлок спiнодалi на P -T дiяграмах
уточнювали в багатьох експериментальних працях,
зокрема в [7,9]. Метод теорiї термодинамiчної стiйкос-
ти дає змогу обчислити та визначити на P–T дiяграмi
бiнодаль i спiнодальнi лiнiї. Для цього дослiдження
ми обрали модель Рейнфорда–Едвардса [11], яка дає
змогу описати термодинамiчнi властивостi Се в ши-
рокому iнтервалi T i P . Зазначимо, що в працi [12] на
основi моделi Рейнфорда–Едвардса термодинамiчним
методом [1–3] розраховано i проаналiзовано поведiнку
всього комплексу характеристик стiйкости (АВ й IВ)
у критичнiй i закритичнiй дiлянках i виявлено узго-
дження з експериментом. Установлено також вiдпо-
вiднiсть критичних властивостей Ce першому типовi
критичної поведiнки за термодинамiчною класифiка-
цiєю.

Модель являє собою спрощену зонну модель γ–
α переходу, доповнену аналогiєю з теорiєю бiнарних
розчинiв.

F =
1
2
B(V − Vα)2 − b(V − V0)

Vα
x

+RT [x lnx + (1− x) ln(1− x)− x ln(2j + 1)], (13)

де x — ефективна концентрацiя збуджених атомiв та
йонiв.

У цьому виразi перший доданок — пружна енерґiя
кристалiчної ґратки (B — модуль пружности); другий
доданок — енерґiя збуджених рiвнiв, яка залежить
вiд об’єму V ; третiй доданок — ентропiйний член.
Величини B, Vα, V0, b — сталi даної моделi, спiн f -
електронiв йонiв церiю j = 5/2.

У статтi [12] знайдено термiчне рiвняння церiю,
у якому для зручности здiйснено перехiд вiд ста-
лих моделi до параметрiв критичної точки Tc, Vc, Pc,
a = R ln(2j+1)

2Kc
, де Kc — критичний нахил лiнiї фазової

рiвноваги:
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P − Pc =
RTc
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,
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З (14) знаходимо рiвняння бiнодалi

P = Pc +
R ln(2j + 1)

2a
(T − Tc) = Pc + Kc(T − Tc). (15)

Рiвняння спiнодалi отримуємо з умови, що коефiцiєнт стiйкости
(
− ∂P

∂V

)
T

= 0. Рiвняння двох гiлок спiнодалi
мають вигляд:

V1 = Vc +
a

Tc

[
ln(2j + 1)

2
(Tc − T )− T arcsech

(
T

Tc

)]
,

(16)

V2 = Vc +
a

Tc

[
ln(2j + 1)

2
(Tc − T ) + T arcsech

(
T

Tc

)]
.

Результати розрахункiв бiнодалi та спiнодалi на-
ведено на рис. 1. Критичнi параметри взято за екс-
периментами [7, 8]: Tc = 480 K, Pc = 14.5 кбар,
Vc = 1.84 · 10−5 м3/моль; K−1

c = 24.5 K/кбар.

5 10 15 20 25
P kbar

C

Γ Α

250

300

350

400

450
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Рис. 1. Розташування бiнодалi та спiнодалi на фазовiй
P–T дiяграмi iзоморфного γ–α переходу у металевому це-
рiї за розрахунками моделi Рейнфорда–Едвардса. Жирна
лiнiя на рисунку — бiнодаль. Двi гiлки спiнодалi (суцiль-
нi лiнiї вiдповiдають експерименту, пунктирнi — моделi) i
бiнодаль сходяться у критичнiй точцi C.

На рисунку суцiльнi лiнiї вiдповiдають експеримен-
товi [7,8], а пунктирнi — моделi [11]. З рисунка видно,
що бiнодаль i двi гiлки спiнодалi сходяться у критич-
нiй точцi, що вiдповiдає умовам стiйкости критичного
стану.

Бiля критичної точки модельнi й експерименталь-
нi гiлки спiнодалi майже збiгаються; вiдхилення, яке
починається з T ' 400 К, збiльшується зi зменшен-
ням температури. Можливо, це пояснюється тим, що
модель не вiдповiдає температурам, значно нижчим
за TC .

Отже, результати роботи такi:
1. Дослiджено гетерогенну двофазну дiлянку прос-

тої однокомпонентної P–V –T системи. Показано, що
залежнiсть мiж адiябатичними коефiцiєнтами i кри-
тичним нахилом KC успадковує критична точка вiд
гетерогенної системи.

2. Одержано спiввiдношення, якi пов’язують адiя-
батичнi коефiцiєнти стiйкости, їх прирости та прирос-
ти S, V з формою лiнiї фазової рiвноваги на P–T дi-
яграмi (нахилом лiнiї рiвноваги та її кривизною).

3. Доведено, що для двофазної дiлянки металевого
церiю, для якого K = const, K ′ = 0, iзохорна тепло-
ємнiсть, адiябатна стисливiсть i термiчне розширення
не залежать вiд об’єму й ентропiї.

4. За моделлю Рейнфорда–Едвардса обчислено бi-
нодаль, спiнодаль i їхнi положення на фазовiй дiягра-
мi P–T , проведено порiвняння з експериментом. По-
казано, що на значнiй дiлянцi бiля критичної точки
експериментальнi та модельнi гiлки спiнодалi майже
збiгаються.
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THERMODYNAMICS OF THE SUBCRITICAL AREA OF THE METALLIC CERIUM
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A two-phase one-component heterogeneous system is studied with the method of thermodynamical stability
theory. Equations connecting adiabatic coefficients of stability, their increments as well as those of the thermo-
dynamical coordinates along a phase connode with the form of the phase equilibrium curve, i. e., its inclination
and curvature have been formed. These results are applied to two-phase one-component heterogeneous area of
metallic cerium; it is proved that isochoric thermic capacity, adiabatic compressibility and thermic expansion
along the phase connode do not depend upon volume and entropy. According to the Rainford–Edwards model, the
calculation and analysis of the position of binodal and spinodal on the γ–α phase diagram of cerium are carried
out. The results are compared with experimental data.
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