
ЖУРНАЛ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ

т. 8, № 2 (2004) с. 147–172

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES

v. 8, No. 2 (2004) p. 147–172

БАЗИСНИЙ ПIДХIД У МIКРОСКОПIЧНIЙ ТЕОРIЇ
НОРМАЛЬНИХ МЕТАЛIВ

М. В. Ваврух1, С. П. Коваль1, В. Б. Солов’ян2

1Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, кафедра астрофiзики

вул. Кирила i Мефодiя, 8, Львiв, 79005, Україна
2Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України,

вул. Свєнцiцького, 1б, Львiв, 79011, Україна

(Отримано 22 березня 2004 р.)

Узагальнено й завершено запропонований у попереднiх працях авторiв базисний пiдхiд до
опису моделей металiчних систем. У межах мiкроскопiчної багатоелектронної теорiї побудова-
но iєрархiю гамiльтонiянiв фундаментальних моделей: електрон–ядерної моделi — електрон–
йонної — йонної моделi металу. Дослiджено структуру ефективних багаточастинкових взає-
модiй в електрон–йоннiй та йоннiй моделях, а також вплив кореляцiйних ефектiв рiзного типу
на їх формування. Проаналiзовано основнi вiдмiнностi мiкроскопiчного базисного пiдходу вiд
традицiйного напiвфеноменологiчного.
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I. ВСТУП

Спiвiснування i взаємодiя двох пiдсистем електро-
нiв — локалiзованих на ядрах i колективiзованих —
становить найхарактернiшу особливiсть металiчних
систем, яка визначає багатограннiсть їхнiх властивос-
тей. У зв’язку з цими двома головними завданнями
мiкроскопiчної теорiї металiв є послiдовне врахування
багаточастинкових кореляцiй у пiдсистемi колективi-
зованих електронiв й електронної структури йонiв, а
фундаментальними моделями є модель електронної
рiдини й електрон–йонна модель. Остання має фiзич-
не обґрунтування, оскiльки в багатьох процесах елек-
трони внутрiшнiх оболонок йонiв металу вiдiграють
вiдносно пасивну роль, i значно спрощує розрахунки
фiзичних характеристик.

Незважаючи на все бiльшi можливостi обчислю-
вальної технiки, напiвфеноменологiчний пiдхiд до
опису електрон–йонних взаємодiй є загальноприйня-
тим у сучаснiй теорiї металiв. Водночас побудову
електрон–йонної моделi металу в межах мiкроскопiч-
ної теорiї можна здiйснити одним iз традицiйних ме-
тодiв теоретичної фiзики — шляхом редукцiї “несут-
тєвих” ступенiв вiльности. Такий спосiб уперше було
запропоновано в працях [1–3], вiн ґрунтується на ре-
дукцiї опису електронної системи металу методом ста-
тистичного засереднення за станами пiдсистеми лока-
лiзованих електронiв. У нашiй статтi ця схема розши-
рена, завершена й доведена до побудови йонної моделi
металу.

II. ЕЛЕКТРОН–ЯДЕРНА МОДЕЛЬ.
ЗМIШАНИЙ БАЗИС

Розгляньмо модель металу, що складається з Ni од-
накових ядер заряду Qe0 та Ne = NiQ електронiв

(e0 = −e, де e — заряд електрона) в об’ємi V в термо-
динамiчнiй границi, обмежуючись адiябатичним на-
ближенням. Така модель враховує квантовомеханiчну
еквiвалентнiсть усiх електронiв металу. Однак елект-
рони двох згаданих вище пiдсистем вiдiграють рiз-
ну функцiональну роль i перебувають у рiзних кван-
тових станах, що вимагає використання адекватно-
го базису зображення, орти якого були б близькими
до хвильових функцiй одноелектронних станiв. Цю
вимогу задовольняють так званi змiшанi базиси, до
яких уходять функцiї, близькi до хвильових функцiй
локалiзованих електронiв, що заповнюють оболонки
йонiв, а також функцiї типу плоских хвиль, близькi
до хвильових функцiй колективiзованих електронiв.
Опишiмо електронну пiдсистему у змiшаному базисi
одночастинкових координатних функцiй

{Ψσ(r)} = {Ψl(r)} ⊕ {Ψk(r)} , (1)

що є прямою сумою двох пiдпросторiв — пiдпросто-
ру локалiзованих функцiй Ψl(r) та пiдпростору дело-
калiзованих Ψk(r). Можливi два варiянти побудови
пiдпростору Ψl(r). Використовуючи локальну схему
опису, яка вiдповiдає невпорядкованому стану пiдсис-
теми ядер (йонiв), Ψl(r) можна побудувати за схемою
ортогоналiзацiї атомних функцiй роботи [4], а саме

Ψl(r) = Ψλ,j(r) =
∑

µ,i

U ij
µ,λϕµ,i(r), (2)

де ϕµ,i(r) ≡ ϕµ(r − Ri) — хвильова функцiя елек-
трона, локалiзованого на iзольованому i-ому ядрi, µ
— набiр квантових чисел цього стану. Оскiльки неор-
тогональнiсть функцiй ϕµ,i(r), що належать рiзним
ядрам, невелика, то коефiцiєнти U ij

µλ є розкладами за
степенями iнтеґралiв перекриття,
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U ij
µ,λ = δi,jδµ,λ −

1

2
Sij

µλ +
3

8

∑

δ,t

Sjt
µδS

ti
δλ + . . . , (3)

Sij
µλ = (ϕλj , ϕµi) − δi,jδµ,λ,

причому Sii
λµ = 0 за означенням, бо функцiї одного

центра завжди можна вибрати ортогональними. У де-
що складнiшому варiянтi ϕλ,j(r) можуть бути функ-
цiями з декiлькома варiяцiйними параметрами, вра-
ховуючи, таким чином, середовище металу, в якому
перебуває йон.

У випадку iдеального кристалiчного впорядкуван-
ня йонної (ядерної) пiдсистеми виникає виродження
— функцiї Ψλ,j(r), центрованi на рiзних ядрах, є од-
наковими. У такому разi в ролi Ψl(r) можна викорис-
тати їх лiнiйнi комбiнацiї

Ψk,λ(r) = N
−1/2
i

Ni∑

j=1

Ψλ(r − Rj)e
ikRj , (4)

якi також утворюють пiдпростiр ортонормованих
функцiй i вiдповiдають зоннiй схемi.

Пiдпростiр делокалiзованих функцiй, що мають
асимптотику плоских хвиль на великих вiдстанях вiд
ядер, можна побудувати рiзними способами [5,6]. Як
вiдомо, перехiд вiд деякого базису до iншого базису
тiєї ж розмiрности є канонiчним перетворенням, яке
здiйснює унiтарний оператор. Використовуючи пое-
тапний метод, запропонований у [7], покажемо прин-
ципову можливiсть побудови такого оператора. Як
первiсний базис вiзьмемо базис плоских хвиль, а не
ортогоналiзованих плоских хвиль, як у працi [7]. На
першому етапi введемо в базис плоских хвиль одну
локалiзовану функцiю Ψl1(r), видаляючи з нього од-
ну з плоских хвиль, наприклад ϕk1

(r), з метою збере-
ження розмiрности базису. Всi iншi плоскi хвилi слiд
трансформувати так, щоб зробити їх ортогональни-
ми до Ψl1(r), а також забезпечити їм ортогональнiсть
мiж собою. Базис першого етапу

{
Ψ(1)

σ1

}
= {Ψl1} ⊕

{
Ψ

(1)
k

}
, k1 /∈ {k} (5)

породжується з базису плоских хвиль оператором Û1:

Û1ϕk = Ψ(1)
σ1

, {σ1} = {l1; . . . ,k, . . .} , k1 /∈ {k} ; (6)

Û1 = Î + A1 |Ψl1〉 〈Ψl1 | + B1 |ϕk1
〉 〈ϕk1

|

+ C1 |Ψl1〉 〈ϕk1
| + D1 |ϕk1

〉 〈Ψl1 | .

Тут Î — одиничний оператор. Умови ортогональности
функцiй Ψ

(1)
σ1

(r), а також вимога, щоб Ψl1(r) породжу-
валась оператором Û1 iз функцiї ϕk1

(r), приводять
до такої системи рiвнянь для невiдомих коефiцiєнтiв
A1, B1, C1, D1:

C1 + A1(Ψl1 , ϕk1
) = 1, B1 + D1(Ψl1 , ϕk1

) = −1,

A1 + D1(Ψl1 , ϕk1
) = −1,

A1 + A∗
1 + A∗

1A1 + D∗
1D1 + A∗

1D1(Ψl1 , ϕk1
)

+A1D
∗
1(ϕk1

, Ψl1) = 0. (7)

Систему рiвнянь (7) задовольняють розв’язки:

A1 = B1 = −{1 ± η1}
−1

;

C1 = {1 ± η1 + η1} {1 ± η1}
−1

; (8)

D1 = ∓{1 ± η1}
−1

,

де η1 ≡ (Ψl1 , ϕk1
). За означенням, Ψl1(r) 6= ϕk1

(r),
тому η1 6= 1. У формулах (8) слiд брати одночасно
верхнi або нижнi знаки. Згiдно з рiвняннями (7) при
k 6= k1

Ψ
(1)
k (r) = ϕk(r) − (Ψl1 , ϕk) {1 ± (Ψl1 , ϕk1

)}
−1

× {Ψl1(r) ± ϕk1
(r)} . (9)

Базис
{
Ψ

(1)
σ1

}
є системою власних функцiй опера-

тора Λ̂1 = Û1

(
−~

2∇2

2m

)
Û+

1 ,

Λ̂1Ψ
(1)
σ1

(r) = εσ1
Ψ(1)

σ1
(r),

εl1 =
~

2k2
1

2m
; εk =

~
2k2

2m
, k1 /∈ {k}. (10)

На другому етапi побудуємо базис з двома лока-
лiзованими (ортогональними мiж собою) функцiями{
Ψ

(2)
σ2

}
:

Û2Ψ
(1)
σ1

(r) = Ψ(2)
σ2

(r),

{σ2} = {l1, l2; . . . ,k, . . .} , k1,k2 /∈ {k} ; (11)

Û2 = Î + A2 |Ψl2〉 〈Ψl2 | + B2|Ψ
(1)
k2

〉〈Ψ
(1)
k2

|

+C2 |Ψl2〉 〈Ψ
(1)
k2

| + D2|Ψ
(1)
k2

〉 〈Ψl2 | .

Рiвняння для коефiцiєнтiв A2, B2, C2, D2 одержуємо з
(7) шляхом замiни (Ψl1 , ϕk1

) на (Ψl2 , Ψ
(1)
k2

). Аналогами
(9) є базиснi функцiї

Ψ
(2)
k (r) = Ψ

(1)
k (r) − (Ψl2 , Ψ

(1)
k )

{
1 ± (Ψl2 , Ψ

(1)
k1

)
}−1

×
{

Ψl2(r) ± Ψ
(1)
k2

(r)
}

. (12)
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Продовжуючи цю процедуру, одержуємо змiшаний
базис, який включає N локалiзованих функцiй:

{Ψσ} = {Ψl} ⊕ {Ψk}, {l} = (l1, l2, . . . , lN );

k1,k2, . . . ,kN /∈ {k}; (13)

Ûϕk(r) = Ψσ(r); Û = ÛN · · · Û2Û1.

Утворений базис є системою власних функцiй опера-

тора Λ̂ = Û
(
−~

2∇2

2m

)
Û+ iз власними значеннями

εli =
~

2k2
i

2m
; εk =

~
2k2

2m
, k1, . . . ,kN /∈ {k}. (14)

Як видно з описаної схеми, пiдпростiр делокалiзо-
ваних функцiй має базиснi функцiї з хвильовими век-
торами k 6= k1,k2, . . . ,kN , де N — число введених
локалiзованих функцiй Ψl(r). Щоб вiдобразити цей
факт, надалi будемо записувати суми за вектором k

зi знаком “штрих”. Процедура видалення пiдмножини
{ki} не є однозначною, як i критерiй вибору дiлянки,
з якої видаляються заданi вектори. Усе це становить
основну проблему практичної побудови змiшаних ба-
зисiв. Як ми покажемо далi, iснує можливiсть обiйти
цi труднощi, так що в кiнцевих результатах будуть фi-
гурувати матричнi елементи, побудованi на локалiзо-
ваних функцiях й ортогоналiзованих плоских хвилях.

Використаємо зображення вторинного квантування
для електронної пiдсистеми на базисi {Ψσ} i коорди-
натне зображення для ядерної пiдсистеми. У цьому
зображеннi гамiльтонiян електрон–ядерної моделi має
такий вигляд:

Ĥ = Ĥn(R) +
∑

σ1,σ2

∑

s

εσ1,σ2
a+

σ1,saσ2,s (15)

+
1

2

∑

σ1,...,σ4

∑

s1,s2

Vσ1,σ2,σ3,σ4
a+

σ1,s1
a+

σ2,s2
aσ3,s2

aσ4,s1
.

Тут перша складова — гамiльтонiян ядерної пiдсисте-
ми з кулонiвською взаємодiєю, друга — сума операто-
рiв кiнетичної енерґiї електронiв i їх взаємодiї з ядра-
ми, третя — енерґiя мiжелектронної взаємодiї. Фермi-
оператори aσ,s вiдповiдають станам Ψσ(r) i проєкцiї
спiну s, а матричнi елементи визначенi такими спiв-
вiдношеннями:

εσ1,σ2
= Tσ1,σ2

+

Ni∑

j=1

vj
σ1,σ2

,

Tσ1,σ2
=

(
Ψσ1

∣∣∣∣−
~

2∇2

2m

∣∣∣∣Ψσ2

)
, (16)

vj
σ1,σ2

= −
Q

V

∑

q6=0

Vq Rσ1,σ2
(q) exp(−iqRj),

Vσ1,σ2,σ3,σ4
=

1

V

∑

q6=0

Vq Rσ1,σ4
(q) Rσ2,σ3

(−q),

Rσ1,σ2
(q) = (Ψσ1

| exp (iqr)|Ψσ2
) .

При цьому Vq = 4πe2q−2 — зображення Фур’є потен-
цiялу Кулона, а компонента q = 0 вiдсутня з причи-
ни електронейтральности системи. Матричнi елемен-
ти мають багаточастинковий характер стосовно ядер,
що зумовлено способом побудови базисних функцiй.
Гамiльтонiян (15) узагальнює добре вiдомий гамiльто-
нiян полярної моделi металу Боголюбова [4], а також
модельнi гамiльтонiяни типу Габбарда й Андерсона.

Кiнцевою метою роботи є розрахунок статистичної
суми моделi (15) щодо електронних змiнних у вели-
кому канонiчному ансамблi,

Zµ = Spe

{
exp [−β(Ĥ − µN̂e)]

}
, (17)

де µ — змiнна хемiчного потенцiялу,

N̂e =
∑

σ,s

a+
σ,s aσ,s (18)

— оператор числа електронiв. При використаннi тео-
рiї збурень гамiльтонiян у формi (15) породжує багато
дiяграм рiзного типу, що зумовлено наявнiстю членiв
рiзної операторної структури. Справдi, у (15) є 10 рiз-
них за структурою змiшаних членiв, побудованих на
операторах al,s i ak,s одночасно. Запишiмо гамiльто-
нiян у виглядi

Ĥ = Ĥn(R) + Ĥl + Ĥk + V̂l,k + Ĥ
(1)
l,k + Ĥ

(2)
l,k , (19)

де оператор Ĥl вiдповiдає тiй частинi електронного
гамiльтонiяна, яка побудована лише на операторах
al,s:

Ĥl =
∑

l1,l2

∑

s

εl1,l2 a+
l1,s al2,s (20)

+
1

2

∑

l1,...,l4

∑

s1,s2

Vl1,l2,l3,l4 a+
l1,s1

a+
l2,s2

al3,s2
al4,s1

.

Ĥl узагальнює гамiльтонiян Боголюбова на випадок
кiлькох електронiв на вузлi. Ĥk має аналогiчний ви-
гляд, але побудований на операторах ak,s. Iншi скла-
довi (19) зображають взаємний вплив двох пiдсистем
електронiв:
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V̂l,k =
∑

l1,l2

∑

k1,k2

′
∑

s1,s2

{Vk1,l1,l2,k2
a+
k1,s1

a+
l1,s2

al2,s2
ak2,s1

+ Vk1,l1,k2,l2 a+
k1,s1

a+
l1,s2

ak2,s2
al2,s1

}; (21)

Ĥ
(1)
k =

∑

k

′
∑

l

∑

s

{εlk a+
l,s ak,s + εk,l a+

k,s al,s}

+
∑

k

′
∑

l1,l2,l3

∑

s1,s2

{Vl1,l2,l3,k a+
l1,s1

a+
l2,s2

al3,s2
ak,s1

+ Vk,l1,l2,l3 a+
k,s1

a+
l1,s2

al2,s2
al3,s1

}

+
∑

l

∑

k1,k2,k3

′
∑

s1,s2

{Vk1,k2,k3,l a+
k1,s1

a+
k2,s2

ak3,s2
al,s1

+ Vl,k1,k2,k3
a+

l,s1
a+
k1,s2

ak2,s2
ak3,s1

};

Ĥ
(2)
lk =

1

2

∑

k1,k2

′
∑

l1,l2

∑

s1,s2

{Vk1,k2,l2,l1 a+
k1,s1

a+
k2,s2

al2,s2
al1,s1

+ Vl1,l2,k2,k1
a+

l1,s1
a+

l2,s2
ak2,s2

ak1,s1
}.

Для спрощення наступного розрахунку перенор-
муймо гамiльтонiян, усуваючи з нього складовi Ĥ

(i)
l,k ,

якi вiдповiдають за гiбридизацiйнi ефекти в системi i
вiдiграють роль поправок.

III. УРАХУВАННЯ ГIБРИДИЗАЦIЙНИХ
ЕФЕКТIВ

Здiйснiмо циклiчне перетворення статистичної су-
ми (17)

Z(µ) = Spe{ exp (−Ŵ ) exp [−β (Ĥ − µN̂e)] exp Ŵ},

(22)

вибираючи оператор Ŵ таким, щоб усунути члени
Ĥ

(i)
l,k :

Ŵ = Ŵ2 + Ŵ4 + . . . ,

Ŵ2 =
∑

k

′
∑

l

∑

s

{flk a+
l,s ak,s + fkl a+

k,s al,s}; (23)

Ŵ4 =
∑

k1,k2

′
∑

l1,l2

∑

s1,s2

{Fk1k2l2l1 a+
k1,s1

a+
k2,s2

al2,s2
al2,s1

+ Fl1l2k2k1
a+

l1,s1
a+

l2,s2
ak2,s2

ak1,s1
}; . . . .

Невiдомi коефiцiєнтнi функцiї flk, fkl, Fk1k2l2l1 та
Fl1l2k2k1

знайдемо з умов, щоб у перенормованому га-
мiльтонiянi

exp (−Ŵ ) [Ĥ − µN̂e] exp Ŵ

= Ĥ − µN̂e + [(Ĥ − µN̂e), Ŵ ]− (24)

+
1

2

[
[(Ĥ − µN̂e), Ŵ ]−, Ŵ

]
−

+ . . .

були вiдсутнi члени типу Ĥ
(i)
l,k (i = 1, 2).

Оскiльки Ĥ
(i)
l,k вiдiграють роль поправок, то при

розрахунку комутаторiв будемо враховувати Ĥ
(1)
l,k у

наближеннi Гартрi–Фока. Комутатор [(Ĥl +Ĥk + V̂lk−

µN̂e), Ŵ ]− має такий самий порядок величини, як i
Ĥ

(i)
l,k , тому при його обчисленнi застосуємо наближен-

ня типу Гартрi–Фока для суми операторiв Ĥl + Ĥk +
V̂lk , замiнюючи її оператором

Ĥ0 =
∑

l1,l2

∑

s

E∗
l1,l2 a+

l1,s al2,s (25)

+
∑

k1,k2

′
∑

s

E∗
k1,k2

a+
k1,s ak2,s − µ

∑

σ,s

a+
σ,s aσ,s ,

де невiдомi параметри E∗
σ1,σ2

знайдемо пiзнiше. З яв-

ного вигляду комутаторiв бачимо, що [Ĥ
(2)
l,k , Ŵ2]− має

лише недiягональнi члени другого порядку малости,
як i [Ĥ

(1)
l,k , Ŵ4]−, [[Ĥ0, Ŵ2]−, Ŵ4]−, [[Ĥ0, Ŵ4]−, Ŵ2]−.

Звiдси робимо висновок: у наближеннi, яке вiдповiдає
другому порядку теорiї збурень щодо складових Ĥ

(i)
l,k ,

такими операторами можна знехтувати, а на опера-
тор Ŵ накласти умови:

Ĥ
(i)
l,k + [Ĥ0, Ŵ2i]− = 0, i = 1, 2. (26)

Тодi з урахуванням прийнятих наближень гамiльто-
нiян (24) набирає вигляду:

Ĥn(R) + Ĥl + Ĥk − µN̂e + V̂lk +
1

2

∑

i=1,2

[Ĥ
(i)
l,k , Ŵ2i]− .

(27)

Останнiй доданок у цьому виразi перенормовує скла-
довi Ĥl та Ĥk, а взаємодiю двох пiдсистем описує V̂lk.
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Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових добутках
операторiв aσ,s, з рiвностей (26) знаходимо систему
лiнiйних рiвнянь для коефiцiєнтних функцiй:

Aσ1σ2
+ E∗

σ1σ2
= 0 (28)

при умовi, що σ1 ∈ l, σ2 ∈ k або ж σ1 ∈ k, σ2 ∈ l;

Dσ1σ2σ3σ4
+ Vσ1σ2σ3σ4

= 0 (29)

при умовi, що σ1, σ2 ∈ l, σ3, σ4 ∈ k або ж σ1σ2 ∈ k,
σ3, σ4 ∈ l. Тут використано такi позначення:

Al,k =
∑

l1

fl1k E∗
ll1 −

∑

k1

′ flk1
E∗

k1,k;

Dl1l2k2k1
=

∑

l

{Fl1lk2k1
E∗

l2l + Fll2k2k1
E∗

l1l}

−
∑

k

′{Fl1l2k2k E∗
kk1

+ Fl1l2kk1
E∗

kk2
}; (30)

Dk1k2l2l1 =
∑

k

′ {Fkk2l2l1 E∗
k1k

+ Fk1kl2l1E
∗
k2k

}

−
∑

l

{Fk1k2l2l E∗
ll1 + Fk1k2ll1 E∗

ll2}.

У першому наближеннi розв’язок системи рiвнянь
(28)–(30) є таким:

fσ1σ2

∼= E∗
σ1,σ2

{E∗
σ2,σ2

− E∗
σ1,σ1

}−1; (31)

Fσ1σ2σ3σ4

∼= Vσ1σ2σ3σ4
{E∗

σ3,σ3
+ E∗

σ4,σ4
− E∗

σ1,σ1
− E∗

σ2 ,σ2
}−1.

Перенормований гамiльтонiян (27) зводиться до та-
кої форми:

Ĥn(R) +
ˆ̃
H l +

ˆ̃
Hk + V̂lk . (32)

Оператори ˆ̃
H l i ˆ̃

Hk мають таку ж структуру, що й Ĥl

та Ĥk (див. (20)), вiдрiзняючись вiд них лише мат-

ричними елементами. Наприклад, ˆ̃
H l одержуємо з Ĥl

шляхом замiни εl1l2 на ε̃l1l2 , Vl1l2l3l4 — на Ṽl1l2l3l4 :

ε̃l1l2 = εl1l2 − µ δl1,l2

+
1

2

∑

k

′E∗
k12

E∗
l1k

∑

i=1,2

[E∗
lili − E∗

kk]−1;

ε̃k1k2
= εk1k2

− µ δk1,k2

+
1

2

∑

l

E∗
k1lE

∗
lk2

∑

i=1,2

[E∗
kiki

− E∗
ll]

−1;

Ṽl1l2l3l4 = Vl1l2l3l4 −
1

2

∑

k1,k2

′ [nk1,s1
+ nk2,s2

− 1] (33)

× Vl1l2k1k2
Vk1k2l3l4{[E

∗
l3l3 + E∗

l4l4 − E∗
k1k1

− E∗
k2k2

]−1

+ [E∗
l1l1 + E∗

l2l2 − E∗
k1k1

− E∗
k2k2

]−1}.

Вираз для Ṽk1k2k3k4
симетричний вiдносно замiни

l1, l2 чи l1, l2, l3, l4 на k1,k2 та k1,k2,k3,k4 вiдповiд-
но, а також щодо замiни сум за векторами k чи k1,k2

на суми за iндексами l або l1, l2. Невiдомi коефiцiєнти
E∗

σ1σ2
знайдемо самоузгодженим способом, покладаю-

чи ε̃σ1σ2
= E∗

σ1σ2
. При вiдсутностi резонансiв мiж ста-

нами локалiзованих i колективiзованих електронiв у
формулах (33) в ролi E∗

σ1σ2
можна використати вiдпо-

вiднi матричнi елементи гамiльтонiяна в наближеннi
Гартрi–Фока

E∗
σ1,σ2

≡ HHF
σ1,σ2

= εσ1σ2

+
∑

σ,s

nσ,s

{
Vσ1σσσ2

−
1

2
Vσ1σσ2σ

}
,

де nσ,s — середнє значення числа електронiв у ста-
нi (σ, s). За наявности резонансiв таку замiну можна
провести для недiягональних елементiв E∗

σ1σ2(σ1 6=σ2)

в чисельниках вiдповiдних виразiв, визначаючи дiя-
гональнi елементи E∗

σσ самоузгодженим чином.
Гамiльтонiян у формi (32) пiдготований до редукцiї

статистичного оператора за змiнними пiдсистеми ло-
калiзованих електронiв. Оскiльки в ньому лише один
оператор V̂lk описує взаємодiю двох пiдсистем елект-
ронiв, то теорiя збурень за степенями V̂lk не є громiз-
дкою.
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IV. РЕДУКЦIЯ СТАТИСТИЧНОГО
ОПЕРАТОРА

Один з простих варiянтiв редукцiї статистичного
оператора системи стосовно станiв, що описуються
функцiями пiдпростору {Ψl}, може бути реалiзований
так. Уведiмо простий допомiжний гамiльтонiян

ĥ =
∑

l;s

(El − µ) a+
l,s al,s , (34)

який вiдiграє роль апроксимацiйного щодо складової
ˆ̃
Hl, а оператори ( ˆ̃

H l − ĥ) та V̂lk будемо розглядати як
збурення i враховувати методом моментiв. Параметри
El визначимо пiзнiше самоузгодженим чином. Ефек-
тивний статистичний оператор електрон–йонної моде-
лi — слiд статистичного оператора електрон–ядерної
моделi за станами локалiзованих електронiв

P̂eff = Spl { exp [−β(Ĥn(R) +
ˆ̃
H l +

ˆ̃
Hk + V̂lk)]} (35)

зобразимо у виглядi

P̂eff = exp [−β Ωh(µ)]
〈
Ŝ

〉
h

, (36)

Ŝ = T exp

{
−

∫ β

0

dβ′ [Ĥn(R) +
ˆ̃
Hl(β

′)

+
ˆ̃
Hk + V̂lk(β′) − ĥ(β′)]

}
,

де

Ωh(µ) = −
1

β

∑

l;s

ln {1 + exp [−β(El − µ)]} − (37)

термодинамiчний потенцiял моделi (34), а оператори
ˆ̃
H l(β

′), ĥ(β′), V̂lk(β′) мають зображення взаємодiї на
основi (34): Â(β′) = exp (β′ĥ) Â exp (−β′ĥ). Зобра-
ження взаємодiї стосується лише операторiв al,s, a+

l,s,
а оператори ak,s, a+

k,s такого зображення не мають.
Зауважимо, що особливiстю теорiї збурень, викорис-

таної для розрахунку
〈
Ŝ

〉
h
, є некомутативнiсть опе-

раторiв, якими визначається S-матриця. У межах адi-
ябатичного наближення знехтуємо некомутативнiстю

мiж Ĥn(R) та ˆ̃
Hl, V̂l,k , ˆ̃

Hk. Некомутативнiсть мiж ˆ̃
Hk

та V̂l,k проявляється у третьому та вищих порядках
теорiї збурень i дає малi внески, тому нею знехтуємо
також.

Використовуючи теорiю збурень, в кiнцевому пiд-
сумку одержуємо P̂eff у такiй формi:

P̂eff = exp



−β [Ĥn(R) + Ωl(µ) + Ĥei − µ

∑

k,s

′ a+
k,s ak,s]



 . (38)

Тут Ωl(µ) — термодинамiчний потенцiял моделi з гамiльтонiяном ˆ̃
H l . Оператор Ĥei є гамiльтонiяном пiдсис-

теми колективiзованих електронiв у полi йонiв i визначається рiвнiстю:

Ĥei =
ˆ̃
Hk −

1

β
ln

〈
Ŝlk

〉
l

,
〈
Ŝlk

〉
l
=

〈
T Ŝl

〉−1

h

〈
T ŜlŜlk

〉
h

, (39)

Ŝl = exp

{
−

∫ β

0

dβ′[
ˆ̃
Hl(β

′) − ĥ(β′)]

}
, Ŝlk = exp

{
−

∫ β

0

dβ′V̂lk(β′)

}
.

При врахуваннi всiх дiяграм теорiї збурень для Sl-
матрицi Ωl(µ) є iнварiянтним щодо вибору El, тобто

δ Ωl(µ)

δ El
= 0 . (40)

Практичний розрахунок завжди наближений, тому
умова (40) є умовою екстремуму й визначає один iз
наближених способiв вибору параметрiв гамiльтонiя-
на ĥ. Наприклад, у першому порядку теорiї збурень,

коли

Ω
(1)
l (µ) = Ωh (µ) +

〈
ˆ̃
H l

〉
h
−

〈
ĥ
〉

h
, (41)

умова (40) зводиться до системи рiвнянь

∑

s

∂nl,s

∂El
{ε∗ll − El} = 0 , (42)
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ε∗ll ≡ ε̃ll +
∑

l1,s1

nl1,s1

{
Ṽl1lll1 −

1

2
Ṽl1ll1l

}
,

де nl,s = {1 + exp [β(El − µ)]}−1 — середнi значення
чисел заповнення станiв локалiзованих електронiв. У
цьому наближеннi El = ε∗ll. У другому порядку теорiї
збурень маємо таку систему рiвнянь:

El = ε∗ll −
∑

l1 6=l

ε∗ll1 ε∗l1l [El1 − El]
−1, (43)

ε∗l1l2 = ε̃l1,l2 +
∑

l,s

nl,s

{
Ṽl1lll2 −

1

2
Ṽl1ll2l

}
.

Вiдзначимо, що такий самий результат одержуємо з
умови збiжности El iз самоузгодженим одноелектрон-
ним спектром:

El =
1

2
·
δ Ωl (µ)

δ nl,s
. (44)

Перейдiмо до визначення складових оператора Ĥei,
якi виникають у результатi обчислення середнього
значення Slk-матрицi. Оскiльки оператор ĥ вiдiграє

роль апроксимацiйного для ˆ̃
H l, то середнє

〈
Ŝlk

〉
l
бли-

зьке до
〈
Ŝlk

〉
h
. У цьому наближеннi з точнiстю до

другого порядку теорiї збурень одержуємо:

Ĥei =
ˆ̃
Hk +

∑

k1k2

′
∑

s

a+
k1,s ak2,s





∑

l;s1

nl,s1

(
Vk1llk2

−
1

2
Vk1lk2l

)

 (45)

+
1

2

∑

k1,k2

′
∑

k3,k4

′
∑

l1,l2

γ2(l1, l2)

{
1

2
Vk1l1k2l2 Vk3l2k4l1

∑

s1,s2

a+
k1,s1

ak2,s2
a+
k3,s2

ak4,s1

+ Vk1l1l2k2
[Vk3l2l1k4

− Vk3l2k4l1 ]
∑

s1

a+
k1,s1

ak2,s1

∑

s2

a+
k3,s2

ak4,s2

}
+ . . . .

При цьому

γ2(l1, l2) =
∑

s

(El1 − El2)
−1 (nl1,s − nl2,s) (46)

є (l1, l2)-компонентою двочастинкової кореляцiйної функцiї базисної моделi (34). У вищих порядках теорiї
збурень виникають n-частинковi кореляцiйнi функцiї γn (l1, . . . , ln) при n ≥ 3. Якщо базис {Ψσ} будується
лише на хвильових функцiях заповнених станiв йонного остова, то функцiї γn (l1, . . . , ln) є експоненцiйно

малими: наприклад, γ2 (l1, l2) '
∑

s
dnl1,s

dEl1

δl1,l2 . У цьому варiянтi оператор Ĥei спрощується i зводиться до

перенормування матричного елемента ε̃k1,k2
при незмiнному Ṽk1,k2,k3,k4

:

Ĥei =
∑

k1,k2

′
∑

s

vk1,k2
a+
k1,s ak2,s +

1

2

∑

k1,k2,k3,k4

′
∑

s1,s2

Ṽk1,k2,k3,k4
a+
k1,s1

a+
k2,s2

ak3,s2
ak4,s1

, (47)

vk1,k2
≡ ε̃k1,k2

+
∑

l,s

nl,s

{
Vk1llk2

−
1

2
Vk1lk2l

}
.

Оператор Ĥei має лише одно- та двоелектроннi
складовi. Якщо ж використати у базисi {Ψσ} також
хвильовi функцiї незаповнених та збуджених станiв,
то γn (l1, . . . , ln) є скiнченними i в дiлянцi низьких
температур, а в операторi Ĥei виникають багатоелек-
троннi складовi, однак вони є малими, бо побудованi
на множниках типу E−1

l Vlk1k2l1 , мализна яких при

l 6= l1 зумовлена ортогональнiстю базисних функцiй.
Оператор Ĥei визначає ефективний гамiльтонiян

пiдсистеми колективiзованих електронiв на пiдпрос-
торi базисних функцiй {Ψk}. У традицiйному напiв-
феноменологiчному пiдходi для запису гамiльтонiяна
електрон–йонної моделi використовуємо базис плос-
ких хвиль. З другого боку, базис плоских хвиль знач-
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но спрощує подальший розрахунок, а саме, враху-
вання багаточастинкових електронних кореляцiйних
ефектiв. Пiдпростiр {Ψk} ускладнює цю роботу че-
рез наявнiсть умов k1, . . . ,kN /∈ {k}, що зазначено в

роздiлi II. Зауважимо, що це завдання можна викона-
ти й у пiдпросторi {Ψk}, якщо використати функцiї
{Ψk(r)} у “лiнiйному” за iнтеґралами перекривання
наближеннi

Ψk(r) = ϕk(r) −

N∑

i=1

{Ψli(r) − ϕki
(r)} {1 − (Ψli , ϕki

)}
−1



(Ψli, ϕk) +

∑

j(6=i)

(Ψlj , ϕk) (Ψli , ϕkj
) + . . .



 , (48)

а умови на хвильовi вектори ki врахувати якимсь на-
ближеним способом. Однак цi труднощi можна уник-
нути взагалi переходом до базису плоских хвиль.

V. ПЕРЕХIД ДО БАЗИСУ ПЛОСКИХ ХВИЛЬ

Запишiмо польовий оператор електронної пiдсисте-
ми у двох базисах — {Ψσ} та {ϕq}. При цьому досить
розглядати лише польовий оператор для електронiв
iз заданою проєкцiєю спiну:

Ψ̂s(r) =
∑

σ

aσ,s Ψσ(r)

=
∑

l

al,s Ψl(r) +
∑

k

′ ak,s Ψk(r) ,

Ψ̂s(r) =
∑

q

Cq,s ϕq(r) . (49)

Оператори Cq,s вiдповiдають станам електронiв, що
описуються плоскими хвилями. Прирiвнюючи пра-
вi частини цих рiвностей, знаходимо спiввiдношення
мiж операторами вторинного квантування в рiзних
базисах:

Cq,s =
∑

σ

(ϕq, Ψσ)aσ,s ; (50)

al,s =
∑

q

(Ψl, ϕq)Cq,s , ak,s =
∑

q

(Ψk, ϕq)Cq,s .

Використовуючи умову повноти базису {Ψσ}, записа-
ну в iмпульсному зображеннi,

∑

l

(Ψl, ϕq1
) (ϕq2

Ψl) +
∑

k

′ (Ψk, ϕq1
) (ϕq2

, Ψk) = δq1,q2
, (51)

переконуємось, що оператори Cq,s задовольняють комутацiйнi спiввiдношення для фермi-операторiв:

[Cq1,s1
, C+

q2,s2
]+ =

∑

σ1,σ2

[aσ1,s1
, a+

σ2,s2
]+(ϕq1

, Ψ(σ1) (Ψσ2
, ϕq2

) = δs1,s2

∑

σ

(ϕq1
, Ψσ2

) (Ψσ2
, ϕq2

) = δs1,s2
δq1,q2

. (52)

Використовуючи останнє зi спiввiдношень (50), перейдiмо в складових Ĥei, а також в N̂k =
∑
k,s

′ a+
k,s ak,s вiд ak,s

до Cq,s. Умова повноти (51) дає змогу виконати пiдсумовування за векторами k (при умовi k /∈ {k1, . . . ,kN}) i
перерахувати матричнi елементи, не використовуючи явного вигляду функцiй Ψk(r). Унаслiдок цього переходу
оператор числа колективiзованих електронiв набуває недiягональної форми:

N̂k =
∑

k,s

C+
k,s Ck,s −

∑

k1,k2,s

C+
k1,s Ck2,s

∑

l

(Ψl, ϕk2
) (ϕk1

, Ψl) . (53)
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Для iлюстрацiї розгляньмо тут перерахунок матрич-
ного елемента оператора кiнетичної енерґiї:

T 0
q1,q2

=
∑

k1,k2

′ Tk1,k2
(Ψk2

, ϕq2
) (ϕq1

, Ψk1
) . (54)

Розкладаючи базиснi функцiї Ψk(r) за плоскими хви-
лями, зобразимо Tk1,k2

у виглядi:

Tk1,k2
=

∑

p1,p2

(Ψk1
, ϕp1

) (ϕp2
, Ψk2

)

×

(
ϕp1

∣∣∣∣−
~

2∇2

2m

∣∣∣∣ ϕp2

)
. (55)

Пiдставляючи цей вираз у попередню формулу i вико-
ристовуючи рiвнiсть (51), одержуємо матричний еле-
мент

T 0
k1,k2

=

(
χk1

∣∣∣∣−
~

2∇2

2m

∣∣∣∣ χk2

)
(56)

= εk1
δk1,k2

− (εk1
+ εk2

)
∑

l

(ϕk1
, Ψl) (Ψl,ϕk2

)

+
∑

l1,l2

(ϕk1
, Ψl1) (Ψl2 , ϕk2

) Tl1,l2 ,

розрахований на ортогоналiзованих плоских хвилях

χk(r)=ϕk(r) −
∑

l

(Ψl, ϕk) Ψl(r) . (57)

Аналогiчно перехiд до базису плоских хвиль у скла-
дових Ĥk, пов’язаних iз взаємодiєю, формально зво-
диться до замiни операторiв ak,s на Ck,s, зняття об-
межень на допустимi значення хвильових векторiв k

i замiнi множникiв Rk1,k2
(q) та Rl,k(q) вiдповiдно на

R0
k1,k2

(q) =
(
χk1

∣∣eiqr
∣∣χk2

)
, R0

l,k(q) =
(
Ψl

∣∣eiqr
∣∣χk

)
.

(58)

Аналогiчно перетворюємо вирази типу

∑

l

∑

k1,k2

′ [E∗
k1k1

− E∗
ll]

−1 Ak1,l Al,k2
a+
k1,s ak2,s , (59)

якi вiдповiдають урахуванню гiбридизацiйнних ефек-
тiв у перенормованих матричних елементах ε̃k1,k2

,
Ṽk1,...,k4

(тут Akl — матричний елемент деякого од-
ноелектронного оператора). Перетворення, подiбнi до
тих, що зробленi у формулах (54), (57), приводять до
такого результату

∑

q1,q2

∑

s

C+
q1,s Cq2,s

∑

l

A0
q1,l A0

l,q2
[E∗

q1q1
− E∗

ll]
−1 ,

(60)

де A0
lq = (Ψl|Â|χq) — матричний елемент оператора Â

на системi функцiй {Ψl}⊕{χq}. У прийнятому набли-
женнi перехiд до базису плоских хвиль здiйснюємо за
загальним правилом як у первiсних доданках гамiль-
тонiяна Ĥk, так i в гiбридизацiйних складових.

При переходi до базису плоских хвиль вiдпадає по-
треба в явнiй побудовi пiдпростору функцiй {Ψk}, що
значно спрощує опис електронної пiдсистеми металу.
Пiсля переходу у (47) вiд ak,s до Cq,s видiлимо в ньо-
му гамiльтонiян моделi електронної рiдини ĤEL, зоб-
ражаючи Ĥei у традицiйнiй формi:

Ĥei = ĤEL + V̂ei , (61)

де ĤEL = T̂ + V̂ee ; T̂ =
∑
k,s

εk C+
k,s Ck,s ,

εk = ~
2k2/2m;

V̂ee =
1

2V

∑

q 6=0

Vq

∑

k1,k2

∑

s1,s2

C+
k1+q,s1

C+
k2−q,s2

Ck2,s2
Ck1,s1

.

V̂ei є оператором ефективних електрон–йонних взає-
модiй. Однак, на вiдмiну вiд напiвфеноменологiчного
пiдходу, одержана вище електрон–йонна модель ви-
значається не тiльки гамiльтонiяном Ĥei, але й опера-
тором числа колективiзованих електронiв N̂k у фор-
мi (53). За своєю загальною структурою, оператор
(61) подiбний до гамiльтонiянiв напiвфеноменологiч-
ного пiдходу, хоч i вiдрiзняється вiд них багаточас-
тинковими взаємодiями i не має пiдгiнних парамет-
рiв. Звести ж оператор (53) до дiягональної форми
неможливо. Недiягональна складова оператора (53)
вiдображає вплив пiдсистеми локалiзованих електро-
нiв, який не береться до уваги у феноменологiчному
пiдходi.

Зауважимо, що перехiд вiд операторiв ak,s до Cq,s

можна було б здiйснити ще в гамiльтонiянi (15) чи
(19), записуючи його в термiнах al,s, Cq,s. Формально
цi оператори не є незалежними,

[Cq,s, a
+
l,s]+ =

∑

σ

(ϕq , Ψσ) [aσ,s, a
+
l,s]+ = (ϕq , Ψl) . (62)

Ураховуючи, що оператори Cq,s виступають лише в
комбiнацiях

∑
q

Cq,s (Ψk, ϕq), можемо не брати до ува-

ги некомутативнiсть al,s та Cq,s i вважати їх незалеж-
ними, оскiльки

[∑

q

Cq,s(Ψk, ϕq) a+
l,s

]

+

=
∑

q

(Ψk, ϕk) (ϕqΨl) = 0 (63)
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з причини ортогональности функцiй базису {Ψσ}.
Та обставина, що матричнi елементи гамiльтонiяна в
такому варiянтi формально будуються на функцiях
OPW-системи {Ψl}⊕{χρ}, зумовлена повнотою бази-
су {Ψσ}.

З iншого боку, зображення гамiльтонiяна в термi-
нах al,s, Cq,s можна розглядати як зображення в ба-
зисi плоских хвиль, а оператори al,s вважати лише
зручним позначенням, згiдно з першою з формул (50).
Якщо ж задати правила обчислення середнiх, побу-
дованих на операторах al,s, то їм можна надати са-
мостiйного значення i формально вважати їх неза-
лежними вiд Cq,s. У такому варiянтi розрахунку вра-
хування гiбридизацiйних членiв виконується за фор-
мулами (23)–(33), у яких оператори ak,s слiд замiни-
ти на Ck,s, вiдкинути обмеження на хвильовi векто-

ри k, а матричнi елементи вихiдного гамiльтонiяна
(19)–(21) замiнити матричними елементами, побудо-
ваними на системi функцiй {Ψl} ⊕ {χk}. Результати
цього врахування будуть зображатись у формi на-
ближення (60). Таким чином, вирази для потенцiялiв
n-частинкових електрон–йонних взаємодiй виражати-
муть через матричнi елементи, розрахованi на системi
функцiй OPW.

VI. ЕФЕКТИВНI ЕЛЕКТРОН–ЙОННI
ВЗАЄМОДIЇ

Як бачимо з формул (45), (47), (50), гамiльтонiян
ефективних електрон–йонних взаємодiй має багато-
частинкову структуру:

V̂ei = V̂
(1)
ei + V̂

(2)
ei + . . . ,

V̂
(1)
ei =

1

V

∑

k1,k2

∑

s

C+
k1,s Ck2,s A2(k1,k2|R) , (64)

V̂
(2)
ei =

1

2V

∑

k1,...,k4

∑

s1,s2

C+
k1,s1

C+
k2,s2

Ck3,s2
Ck4,s1

A4(k1,k2,k3,k4|R) ,

де матричнi елементи A2(. . .), A4(. . .) залежать вiд сукупности координат йонної пiдсистеми:

A2(k1,k2|R) = V t0k1,k2
− Q

∑

q6=0

Vq

∑

j

e−iqRjR0
k1,k2

(q)

+
∑

l,s

nl,s

∑

q6=0

Vq

{
R0

k1,k2
(q) R0

l,l(−q) −
1

2
R0

k1,l(q) R0
l,k2

(−q)

}

+
V

2

∑

l

H0
k1,l H0

l,k2

{
[E∗

k1k1
− E∗

ll]
−1 + [E∗

k2k2
− E∗

ll]
−1

}
; (65)

A4(k1, . . . ,k4|R) =
∑

q6=0

Vq

{
R0

k1,k4
(q) R0

k2,k3
(−q) − δk4−k1+q,0 δk3−k2−q,0

}

−
1

2

∑

l1,l2

[nl1s1
+ nl2s2

− 1]
{
[E∗

k1k1
+ E∗

k2k2
− E∗

l1l1 − E∗
l2l2 ]

−1

+ [E∗
k3k3

+ E∗
k4k4

− E∗
l1l1 − E∗

l2l2 ]
−1

}

×
1

V

∑

q1

Vq1
R0

l1,k4
(q1) R0

l2,k3
(−q1)

∑

q2

Vq2
R0

k1,l1(q2) R0
k2,l2(−q2) .

Як випливає зi способу побудови пiдпростору локалiзованих функцiй (3) та матричних елементiв (16), фун-
кцiї A2(. . .), A4(. . .) мають багаточастинковий характер щодо координат йонiв. Щоб видiлити цю залежнiсть,
розрахуймо матричнi елементи R0

σ1,σ2
(q) та T 0

σ1,σ2
в лiнiйному наближеннi за iнтеґралами перекривання Sij

µλ
при i 6= j, коли

Ψλj(r) = ϕλj(r) −
1

2

∑

µ

∑

i(6=j)

(ϕµi, ϕλj) ϕµi(r) , (66)
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(ϕµi, ϕλj) =
1

V

∑

q

Sµλ(q) exp {i(q,Ri −Rj)} , Sµλ(q) = ϕ∗
µ(q) ϕλ(q) ,

де ϕλ(q) — зображення Фур’є атомної функцiї ϕλ(r), центрованої в початку координат,

ϕλ(r) =
1

V

∑

q

ϕλ(q) exp (iqr) . (67)

У цьому наближеннi

R0
l,k(q) = (Ψλj , ϕk+q) −

∑

µ,i

R0
λj,µi(q) (Ψµi, ϕk) ,

R0
k,l(q) = (ϕk−q, Ψλj) −

∑

µi

R0
µi,λj(q) (ϕk, Ψµi) , (68)

R0
k1,k2

(q) = δk2+q−k1,0 −
∑

λ,j

(ϕk1
, Ψλj) (Ψλj , ϕk2+q)

−
∑

λ,j

(Ψλj , ϕk2
) (ϕk1−q, Ψλj) +

∑

λ1λ2

∑

j1j2

R0
λ1j1,λ2j2(q) (ϕk1

, Ψλ1j1) (Ψλ2j2 , ϕk2
) ;

R0
λ1j,λ2j(q) =

1

V
eiqRj

{∑

q1

ϕ∗
λ1

(q1) ϕλ2
(q1 − q)

−
1

2V

∑

µ

∑

q1,q2

ϕ∗
µ(q1) ϕλ2

(q1 − q) S∗
µλ1

(q2)
∑

i(6=j)

ei(q2−q1,Rj−Ri)

−
1

2V

∑

µ

∑

q1,q2

ϕ∗
λ1

(q + q1) ϕµ(q1) Sµλ2
(q2)

∑

i(6=j)

ei(q2−q1,Rj−Ri)



;

а при j1 6= j2

R0
λ1j1,λ2j2(q)(j1 6= j2) =

1

V

∑

q1

ϕ∗
λ1

(q1) eiq1Rj1ϕλ2
(q1 − q) ei(q−q1,Rj2

)

−
1

2V 2

∑

µ

∑

q1,q2

ϕ∗
µ(q1) ϕλ2

(q1 − q) S∗
µλ1

(q2) eiq2Rj1 ei(q−q2,Rj2
) (69)

−
1

2V 2

∑

µ

∑

q1,q2

ϕ∗
λ1

(q + q1) ϕµ(q1) Sµλ2
(q2) ei(q2Rj1

) ei(q−q2,Rj2
) ;

t0k1,k2
≡ T 0

k1,k2
− εk1

δk1,k2
= −(εk1

+ εk2
)

∑

λ,j

(Ψλj
, ϕk2

) (ϕk1
, Ψλj

) +
∑

λ1,λ2

∑

j1,j2

T 0
λ1j1,λ2j2(Ψλ2j2 , ϕk2

) (ϕk1
, Ψλ1j1) ;

(Ψλj , ϕk) = V −1/2



ϕ∗

λ(k) eikRj −
1

2V

∑

µ

ϕ∗
µ(k)

∑

q1

S∗
µλ(q1)

∑

i(6=j)

eikRi eiq1(Rj−Ri)



.

Використовуючи явний вигляд матричних елементiв i переходячи вiд змiнних k1,k2 до k,k+q, запишемо для
iлюстрацiї провiдний член одноелектронної складової оператора V̂ei, не враховуючи при цьому гiбридизацiйних
внескiв та внескiв, пропорцiйних iнтеґралам перекривання:
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V̂
(1)
ei =⇒

1

V

∑

k,q

S−q a2(k + q,k) C+
k+q,s Ck,s , (70)

де Sq =
∑
j

exp (iRjq) — структурний фактор йонної пiдсистеми,

a2(k + q,k) = −Z(q) Vq [1 − δq,0] − (εk + εk+q)
∑

λ

ϕ∗
λ(k) ϕλ(k + q) +

∑

λ1,λ2

T 0
λ1,λ2

ϕ∗
λ2

(k) ϕλ1
(k + q) (71)

−
1

2V

∑

λ,s

nλ,s

∑

p6=0

Vp [ϕλ(k + q + p) −
∑

λ1

R0
λ1λ(p) ϕλ1

(k + q)] [ϕλ(k + p) −
∑

λ2

R0
λ2λ(−p) ϕλ2

(k)]∗

−
1

V

∑

p6=0

Z(−p) Vp Pk+q,k(p) ;

Pk1,k2
(q) = −

∑

λ

{ϕλ(k1) ϕ∗
λ(k2 + q) + ϕ∗

λ(k2) ϕλ(k1 − q)} +
∑

λ1,λ2

R0
λ1,λ2

(q) ϕλ1
(k1) ϕ∗

λ2
(k2) .

При цьому

Z(q) = Q −
∑

λ,s

nλ,s R0
λ,λ(q) (72)

вiдiграє роль ефективної валентности йона i збiгаєть-
ся з його фактичною валентнiстю при q → 0. Мат-
ричнi елементи R0

λ1,λ2
(q) та T 0

λ1,λ2
побудованi на ло-

калiзованих атомних функцiях ϕλ(r), центрованих у
початку координат, а ϕλ(q) — зображення Фур’є та-
кої функцiї. Перший доданок у правiй частинi рiвнос-
ти (71) описує локальну взаємодiю електрона з йоном
у наближеннi Гартрi, всi ж iншi доданки враховують
ортогоналiзацiйнi ефекти, пов’язанi з рухом електро-
на та прямою взаємодiєю його з електронами кора.
Функцiя a2(k + q,k) має складну оболонкову струк-
туру:

a2(k + q,k) = −QVq +
∑

λ

b2(k + q,k| λ) +
∑

λ1

{
c2(k + q,k) | λ, λ1) +

∑

λ2

d2(k + q,k| λ, λ1, λ2) + . . .

}
, (73)

де λ1 6= λ, λ1 6= λ2 6= λ. Звичайно в напiвфеноменологiчному пiдходi використовують модельнi функцiї, адитив-
нi щодо станiв заповнених оболонок йона (при C2(. . .) = d2(. . .) = 0) [8]. Наближеним виразом для оператора
V̂ei у формi (71) доцiльно послуговуватись при розрахунку дiяграм вищих порядкiв теорiї збурень стосовно
оператора V̂ei. У дiяграмах нижчих порядкiв застосуємо точнiший вираз для V̂ei, враховуючи багаточастинковi
ефекти вiдповiдно до формул (64)–(69).

У наближеннi, що вiдповiдає формулi (70), одержуємо такий вираз для провiдного члена двоелектронної
складової оператора V̂ei:

V̂
(2)
ei ⇒

1

V 2

∑

q6=0

Vq

∑

k1,k2;s2

Sk3−k2−qPk2,k3
(−q)

∑

k1,s1

C+
k1+q,s1

C+
k2,s2

Ck3,s2
Ck1,s1

. (74)

Цей оператор адитивний щодо йонiв i за порядком ве-
личини вiдповiдає доданкам у формулi (71), зокрема
останньому доданковi a2(k + q,k), який описує вне-
сок ортогоналiзацiйних ефектiв у прямiй кулонiвсь-
кiй взаємодiї електрона з ядром. Оператор (74) опи-

сує ослаблення взаємодiї мiж електронами провiднос-
ти, зумовлене наявнiстю йонiв. Ефекти такого типу
не враховують у напiвфеноменологiчному пiдходi.

Розгляньмо характер функцiї a2(k + q,k) та роль
окремих ефектiв, якi формують її властивостi, на
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простих прикладах, що дасть змогу зробити точний
аналiз. Як перший приклад розгляньмо гiпотетичну
модель “металiчного гелiю” — електронейтральну сис-
тему, яка складається з йонiв He+ i колективiзованих
електронiв. Така система може реалiзуватися пiд ви-
соким тиском у лабораторних умовах або ж на повер-
хнi виродженого карлика. Функцiю ϕλ,j(r) виберiмо у

виглядi ϕλ,j(r) = π−1/2
(

2
a0

)3/2

e(−2|r−Rj |a
−1

0
), де a0 —

радiус Бора. Усi складовi формули (71), якi описують
ефекти прямої кулонiвської взаємодiї електрона про-
вiдности з ядром i локалiзованим електроном (пер-
шi два доданки), внесок оператора кiнетичної енерґiї
(наступнi два доданки), обмiнну взаємодiю електро-
на провiдности з локалiзованим електроном (остан-
нiй доданок), обчислюються в аналiтичнiй формi. Усi
доданки є нелокальними, за винятком першого чле-
на у формулi (71), який описує взаємодiю електрона
провiдности з йоном у наближеннi Гартрi (на базисi
плоских хвиль).

0 2 4 6

qa0
-10

0

10

20

30

40

50

ka0 = 1

a0
3 Ry

He+

t = 0

t = 1

Рис. 1. Внесок в a2(k + q,k) ефектiв ортогоналi-
зацiї, породжених рухом електрона при ka0 = 1,
t = cos(q,k) = −1; 0; 1.

На рис. 1–3 наведено залежнiсть згаданих внескiв як
функцiю модуля хвильового вектора q при рiзних
значеннях модуля вектора k та кута мiж вектора-
ми k,q (t = cos(k̂,q)). Рисунок 1 iлюструє харак-
тер внеску, зумовленого ортогоналiзацiйними ефек-
тами, породженими рухом електрона. Кривi рис. 2
зображають обмiнний внесок у двох наближеннях:
нижня крива вiдповiдає розрахунковi на базисi плос-
ких хвиль, верхня — на ортогоналiзованих плоских
хвилях. Внесок ефектiв ортогоналiзацiї в кулонiвську
взаємодiю електрона з йоном iлюструє рис. 3 (ниж-
ня крива вiдповiдає наближенню Гартрi). На рис. 4
показано залежнiсть функцiї a2(k + q,k) вiд |q| (три
верхнi кривi), а також наближення Гартрi −Z(q)Vq =

−Vq

{
2 −

[
1 +

(
qa0

4

)2]−2}
.
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Рис. 2. Обмiнна складова a2(k+q,k) у двох наближен-
нях: нижня крива розрахована на плоских хвилях (PW),
верхня — на ортогоналiзованих плоских хвилях (OPW).
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Рис. 3. Кулонiвська складова a2(k+q,k): нижня крива
— наближення Гартрi, верхнi кривi враховують нелокаль-
нiсть, зумовлену ефектами ортогоналiзацiї.

0 2 4 6

qa0-15

-10

-5

0

5

10

15

20

k* = ka0 

t = -1

VH

k* = 0

k* = 0.5

k* = 1

a2(k+q, k)  a0
3 Ry

He+

Рис. 4. Функцiя a2(k + q,k) для моделi металiчного
гелiю при рiзних значеннях хвильового числа електрона
(ka0 = 0; 1/2; 1) для розсiяння назад (t = −1).
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Як бачимо з рисункiв 1–4, функцiя a2(k+q,k) є зна-
козмiнною функцiєю, що має асимптотику −4πe2q−2

при q → 0 та −4πe2q−2α при q → ∞ (α ' 2), а та-
кож максимум у дiлянцi середнiх значень |q|, фор-
ма й висота якого залежать вiд величини хвильового
числа k. З рисункiв 1–3 випливає, що основну роль у
формуваннi максимуму вiдiграють ортогоналiзацiйнi
ефекти, зокрема породженi кiнетичною енерґiєю.
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Рис. 5. Функцiя a2(k + q,k) для моделi металiчного лi-
тiю, засереднена за змiнною t = cos(k,q), при трьох зна-
ченнях хвильового числа електрона.

r/a0
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k* = k / kF

a2(r,k), Ry
Li+

Рис. 6. Зображення Фур’є функцiї a2(k + q,k), засе-
редненої за змiнною t = cos(k,q), при рiзних значеннях
хвильового числа електрона (k∗ = k/kF = 0; 1; 2).

На наступних рисунках наведено функцiю a2(k +
q,k) у наближеннi (71) для металiчного лiтiю. Роз-
рахунки виконано з використанням одноелектрон-
ної функцiї 1s-стану йона Li у виглядi ϕλ(r) =

π−1/2
(

α
a0

)3/2

exp{−αr/a0}, причому для α взято зна-

чення в околi точки α0 = 3 − 5/16, що вiдповiдає
наближенню Гартрi–Фока для йона Li+. Зображен-
ня Фур’є функцiї a2(k + q,k), засередненої за змiн-

ною t, показано на рис. 5. Фур’є-зображення цiєї кри-
вої iлюструє рис. 6. Одержана таким чином функцiя
a2(r|k) має асимптотику −e2/r при r → ∞, а також
дiлянку вiдштовхування поблизу i всерединi йона.

VII. БIНАРНI МЕТАЛIЧНI СИСТЕМИ

Багаточастинковий характер ефективних взаємо-
дiй в електрон–йоннiй моделi металу зумовлює ак-
туальнiсть задачi про опис багатосортних металiчних
систем — сплавiв та розплавiв кiлькох металiв, до-
мiшок у металах — у межах мiкроскопiчного базис-
ного пiдходу. Розгляньмо тут бiнарну модель металу,
оскiльки узагальнення на бiльше число сортiв йонiв
— тривiяльне. Нехай маємо електронейтральну сис-
тему, що складається з ядер двох сортiв (Qae0, Qbe0

— заряди, Na,Nb — числа ядер) та електронiв числом
Ne =

∑
c

Nc Qc (c = a, b). Змiшаний базис одноелек-

тронних функцiй запишемо у формi (1), замiнюючи
пiдпростiр {Ψl(r)} прямою сумою пiдпросторiв фун-
кцiй, належних рiзним йонам

{Ψla(r)} ⊕ {Ψlb(r)} , (75)

конструюючи функцiї {Ψlc(r)} з атомних функцiй
ϕµc,ic

(r) за правилом (2), а саме

Ψlc(r) ≡ Ψλc,jc
(r) =

∑

γ=a,b

∑

µγ ,iγ

u
iγ ,jc

µγ ,λc
ϕµγ ,iγ

(r). (76)

Пiдпростiр {Ψk(r)} можна побудувати таким самим
способом, що й у роздiлi II. Гамiльтонiян моделi запи-
шемо у виглядi (15), з тiєю лише рiзницею, що iндекс
стану електронiв σ належить пiдмножинам {la} ≡
{la1 , . . . , laN1

}, {lb} ≡ {la1 , . . . , lbN2
}, {k}, причому з пiд-

простору {k} видаленi хвильовi вектори k1, . . . ,kN ,
де N = N1 + N2 — число локалiзованих функцiй, що
утворюють пiдпростiр (75).

Дiючи за викладеною схемою, слiд засереднити ста-
тистичний оператор електрон–ядерної моделi за ста-
нами локалiзованих електронiв, а потiм перейти до
базису плоских хвиль. Як показано в роздiлi V, це
еквiвалентно переходу до базису плоских хвиль у пер-
вiсному гамiльтонiянi (15). Через це запишемо гамiль-
тонiян електрон-ядерної моделi, використовуючи як
базис систему OPW-функцiй

{Ψla(r)} ⊕ {Ψlb(r)} ⊕ {χk(r)}, (77)

χk(r) = ϕk(r) −
∑

c

∑

lc

(Ψlc , ϕk) Ψlc(r).

Гамiльтонiян має вигляд (15), однак через наявнiсть
двох сортiв ядер матричний елемент εσ1,σ2

тепер за-
писуємо так:
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εσ1,σ2
= Tσ1,σ2

+
∑

c

Nc∑

jc=1

vjc
σ1,σ2

, (78)

vjc
σ1,σ2

= −
Qc

V

∑

q

Vq Rσ1,σ2
(q) exp{−iqRjc

},

де Rjc
— радiус-вектор j-го ядра сорту c. Матрич-

нi елементи Rσ1,σ2
(q), Tσ1,σ2

та Vσ1,σ2,σ3,σ4
обчислює-

мо за формулами (16) на системi OPW-функцiй без

обмежень на спектр хвильових векторiв. Для опера-
торiв вторинного квантування збережемо позначення
al,s та ak,s, маючи на увазi, що ak,s вiдповiдають плос-
ким хвилям.

Урахування гiбридизацiйних ефектiв виконаємо за
схемою роздiлу III, зображаючи перенормований га-
мiльтонiян у формi (32), (33) з матричними елемента-
ми, розрахованими на системi функцiй (76). Засеред-
нення за локалiзованими станами виконаємо за схе-
мою роздiлу IV, одержуючи гамiльтонiян електрон-
йонної моделi у виглядi (61), (64):

Ĥei =
∑

k,s

εk a+
k,s ak,s +

1

2V

∑

q

Vq

∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+
k1+q,s1

a+
k2−q,s2

ak2,s2
ak1,s1

+
1

V

∑

k1,k2

∑

s

a+
k1,s ak2,s A2(k1,k2|R) (79)

+
1

2V

∑

k1,...,k4

∑

s1,s2

a+
k1,s1

a+
k2,s2

ak3,s2
ak4,s1

A4(k1,k2,k3,k4|R) + . . . ,

A2(k1,k2|R) = Vt0k1,k2
−

∑

c

Qc

∑

jc

R0
k1,k2

(q) exp(−iqRjc
)

+
∑

c

∑

lc,s

nlc,s

∑

q6=0

Vq

{
R0

k1,k2
(q) R0

lc,lc(−q) −
1

2
R0

k1,lc(q) R0
lc,k2

(−q)

}

+
V

2

∑

c

∑

lc

H0
k1,lc H0

lc,k2

{
[E∗

k1k2
− E∗

lclc ]
−1 + [E∗

k2k2
− E∗

lclc ]
−1

}
; . . . .

Щоб видiлити залежнiсть функцiй A2(. . .), A4(. . .) вiд координат йонiв, запишiмо базиснi функцiї Ψλc,jc
(r) в

лiнiйному наближеннi за iнтеґралами перекриття:

Ψλa,ja
(r) = ϕλa,ja

(r) −
1

2

∑

µa

∑

ia(6=ja)

(ϕµa,ia
, ϕλa,ja

)ϕµa,ia
(r) −

1

2

∑

µb

∑

ib

(ϕµb ,ib
, ϕλa,ja

) ϕµb,ib
(r) . (80)

Формули (68),(69), якi визначають матричнi елементи Rσ1,σ2
(q) та tk1,k2

, узагальнюються так:

R0
la,k(q) = (Ψla , ϕk+q) −

∑

c

∑

lc

R0
la,lc(q) (Ψlc , ϕk) ,

R0
k,la(−q) = (ϕk+q, Ψla) −

∑

c

∑

lc

R0
lc,la(−q) (ϕk, Ψlc) , (81)

R0
k1,k2

(q) = δk2+q−k1,0 −
∑

c

∑

lc

{(ϕk1
, Ψlc) (Ψlc , ϕk2+q)

+ (Ψlc , ϕk2
) (ϕk1−q, Ψlc)} +

∑

c1,c2

∑

lc1

∑

lc2

R0
lc1 ,lc2

(q) (ϕk1
, Ψlc1

) (Ψlc2
, ϕk2

) ;

t0k1,k2
= −(εk1

+ εk2
)

∑

c

∑

lc

(Ψlc , ϕk2
) (ϕk1

, Ψlc) +
∑

c1,c2

∑

lc1 ,lc2

T 0
lc1 ,lc2

(Ψlc2
, ϕk2

) (ϕk1
, Ψlc1

), . . .
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де la = (λa, ja), lc1
= (λc1

, jc1
), iндекси a i b належать до станiв електронiв на ядрах рiзних сортiв,

(Ψla , ϕk) = V −1/2





ϕ∗
λa

(k)eikRja −
1

2

∑

µa,ia
ia 6=ja

Sia,ja

µa,λa
ϕ∗

µa
(k) eikRia −

1

2

∑

µb,ib

Sib,ja

µb,λa
ϕ∗

µb
(k) eikRib





, (82)

де Sij
µ,λ — iнтеґрал перекривання атомних функцiй

ϕ∗
µi(r) та ϕλ,j(r), ϕµ(k) — зображення Фур’є функцiї

ϕµ(r), центрованої в початку координат.

Як i у випадку односортної системи, функцiї
A2(k1,k2|R) та A4(k1,k2|R) мають багаточастинко-
вий характер щодо йонiв. Однак у наближеннi (70)
провiдний член оператора електрон–йонних взаємо-
дiй є адитивним за сортами йонiв,

V̂
(1)
ei ⇒

1

V

∑

c

∑

k,q;s

Sc
−q ac

2(k + q,k) a+
k+q,s ak,s , (83)

де ac
2(k + q,k) визначаються формулами (71) при за-

мiнi Q → Qc, ϕλ(k) → ϕλc
(k) (Sc

q — структурний
фактор пiдсистеми йонiв сорту c). Звичайно, є ще пе-
рехреснi взаємодiї стосовно йонiв рiзних сортiв, i їх
слiд ураховувати в нижчих порядках теорiї збурень
за електрон–йонною взаємодiєю.

VIII. ПЕРЕХIД ДО ЙОННОЇ МОДЕЛI МЕТАЛУ

Як бачимо з формул (47), (53), (64), (79), гамiльто-
нiян електрон–йонної моделi має ту саму структуру
при довiльному числi компонент йонної пiдсистеми,
що дозволяє вичислити слiд статистичного оператора
за станами електронiв провiдности в загальному ви-
глядi. У цiй статтi не будемо враховувати перенорму-
вання двоелектронної взаємодiї за рахунок гiбриди-
зацiйних ефектiв, оскiльки вони є малими. У технiч-
ному планi зручно об’єднати двоелектронну складову
оператора V̂ei з оператором мiжелектронної кулонiв-
ської взаємодiї, а недiягональну складову оператора
числа електронiв N̂k — з одноелектронною складо-
вою V̂ei, записуючи статистичний оператор електрон-
йонної моделi у виглядi

P̂ei ≡ exp {−β[Ĥ0(µ) + V̂ee(R) + V̂ei(µ, R)]} ,

Ĥ0(µ) =
∑

k,s

(εk − µ) a+
k,s ak,s , (84)

V̂ei(µ, R) =
1

V

∑

k,q

∑

s

A2(k + q,k|R, µ) a+
k+q,s ak,s ,

V̂ee(R) =
1

2V

∑

q6=0

Vq

∑

k1...k4

∑

s1,s2

Rk1,k4
(q) Rk2,k3

(−q) a+
k1,s1

a+
k2,s2

ak3,s2
ak4,s1

,

A2(k + q,k|R, µ) ≡ A2(k + q,k|R) + µ
∑

c

∑

lc

Ψ∗
lc(k) Ψlc(k + q) .

Модель, що описується гамiльтонiяном Ĥ0(µ) + V̂ee(R), використаємо як базисну систему. Це модель не-
однорiдної електронної рiдини, але вона близька до моделi однорiдної електронної рiдини як фiзично, так i
з погляду технiки розрахунку. Оператор V̂ei(µ, R) будемо враховувати традицiйно в межах теорiї збурень. З
цiєю метою застосуємо у статистичному операторi (84) зображення взаємодiї на основi Ĥ0(µ). Використаємо
також узагальнений символ хронологiчного впорядкування, що визначається спiввiдношенням [9] :

T̃{ak1,s1
(β1) a+

k2,s2
(β2)} =

{
ak1,s1

(β1) a+
k2,s2

(β2) при β1 > β2,

−a+
k2,s2

(β2) ak1,s1
(β1) при β2 ≥ β1 .

(85)

Це дозволяє записати слiд оператора (84) так:

Zk(µ) = Spk P̂ei = Z0(µ)
〈
T̃{Ŝee Ŝei}

〉
0
,
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Ŝee = exp



−

1

2V

∫ β

0

dβ′
∑

q6=0

VqRq(β
′) R−q(β′)



, (86)

Ŝei = exp



−

1

V

∫ β

0

dβ′
∑

q,k

A2(k + q,k|R, µ)
∑

s

a+
k+q,s(β

′) ak,s(β
′)



,

Rq(β
′) =

∑

k1,k2

∑

s

Rk1,k2
(q) a+

k1,s(β
′) ak2,s(β

′) .

Тут Z0(µ) — статистична сума iдеальної системи
електронiв, ak,s(β

′) — звичайне зображення взаємодiї
для оператора ak,s.

Перейдiмо до так званого частотного зображення
S-матриць, використовуючи лiнiйнi комбiнацiї опера-
торiв ak,s(β

′), а саме [9]

ak,s(ν
∗) = β−1/2

∫ β

0

ak,s(β
′) e−iν∗β′

dβ′, (87)

де ν∗ ≡ (2n + 1) πβ−1 — частоти Фермi–Мацубари. У
цьому зображеннi

Ŝ(ν)
ee = exp



−

1

2βV

∑

q6=0

∑

ν

Vq Rq,ν R−q,−ν



 ,

Sei(ν) = exp {−V̂ei(ν)}, (88)

V̂ei(ν) =
1

V

∑

q,k

A2(k + q,k|R, µ)
∑

s;ν∗

a+
k+q,s(ν

∗) ak,s(ν
∗),

де ν = π β−12n — частоти Бозе–Мацубари, а

Rx ≡ Rq,ν

=
∑

k1,k2

Rk1,k2
(q)

∑

s;ν∗

a+
k1,s(ν

∗ + ν) ak2,s(ν
∗), (89)

є спектральним зображенням оператора електронної
густини (на OPW-системi).

Термодинамiчний потенцiял електрон–йонної моде-
лi запишемо так:

Ωk(µ) = Ω̃EL(µ) − β−1
∑

n≥1

(−1)n

n!

〈
V̂ n

ei (ν)
〉зв

EL
, (90)

де Ω̃EL(µ) — термодинамiчний потенцiял моделi неод-
норiдної електронної рiдини, а символ 〈. . .〉звEL означає
зв’язну частину середнього за станами цiєї моделi:

〈V̂ n
ei (ν)〉звEL = 〈T̃ See(ν)〉−1

0 〈T̃ {V̂ n
ei(ν) See(ν)}〉зв0 . (91)

Термодинамiчний потенцiял базисної системи визна-
чається середнiм значенням See-матрицi:

Ω̃EL(µ) = Ω0(µ) − β−1ln
〈
T̃ See(ν)

〉
0

. (92)

Розкладiмо See-матрицю в ряд Тейлора, виконаймо
засереднення почленно i результат зведiмо до експо-
ненти вiд суми зв’язних дiяграм. Оскiльки базисна
система неоднорiдна, то 〈R̂x〉0 6= 0, але неоднорiднiсть
вiдiграє роль поправки, тому застосуймо розклади за
степенями оператора

∆R̂x ≡ R̂x − ρ̂x (93)

=
∑

k1,k2

∑

s,ν∗

Pk1,k2
(q) a+

k1,s(ν
∗ + ν) ak2,s(ν

∗)

у зв’язних дiяграмах n-порядку при n ≥ 1, де

ρ̂x =
∑

k,s

∑

ν∗

a+
k+q,s(ν

∗ + ν) ak,s(ν
∗), (94)

Розрахунок середнiх вiд добуткiв операторiв R̂x, ρ̂x,
∆Rx ґрунтується на використаннi рiвности [10]

−
〈
T̃{ak1,s1

(ν∗
1 ) a+

k2,s2
(ν∗

2 )}
〉

0

= Gk1,s1
(ν∗

1 ) δν∗
1

,ν∗
2

δs1,s2
δk1,k2

, (95)

де Gk,s(ν
∗) = {iν∗ − εk + µ}−1 — спектральне зоб-

раження функцiї Ґрiна iдеальної системи електронiв.
Використаймо n-частинковi кумулянтнi динамiчнi ко-
реляцiйнi функцiї iдеальної системи [10]

µ0
n(x1, . . . , xn) = β−1

〈
T̃{ρ̂x1

ρ̂x2
· · · ρ̂xn

}
〉зв

0
, (96)

а також функцiї
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η0
1(x) = β−1

〈
T̃ ∆R̂x

〉
0
, (97)

η0
n(x1, . . . , xn) = β−1

〈
T̃{∆R̂x1

|ρ̂x2
· · · ρ̂xn

}
〉зв

0
, (n ≥ 2).

Розгляньмо дiяграму першого порядку, у якiй фiгурує

〈
T̃R̂xR̂−x

〉
0

=
〈
T̃ R̂x

〉
0

〈
T̃ R̂−x

〉
0

+
〈
T̃ {R̂xR̂−x}

〉зв

0

=
〈
T̃ R̂x

〉
0

〈
T̃ R̂−x

〉
0

+ β µ0
2(x,−x) + β{η0

2(x,−x) + η0
2(−x, x)} + · · · . (98)

У дiяграмi другого порядку маємо

〈
R̂x1

R̂−x1
R̂x2

R̂−x2

〉зв

0
= {4

〈
T̃ R̂x1

〉 〈
T̃ R̂x2

〉
β µ0

2(x1,−x1) + β2 [µ0
2(x1,−x1)]

2

+4β2 µ0
2(x1,−x1) η0

2(x1,−x1)} δx1+x2,0 + β µ0
4(x1,−x1, x2,−x2) + β η0

4(x1,−x1, x2,−x2) + · · · . (99)

Пiдсумовування безмежних рядiв дiяграм дає змогу зобразити Ω̃EL(µ) так:

Ω̃EL(µ) = Ω0(µ) +
1

2β V

∑

q6=0

∑

ν

Vq

∫ 1

0

dλ µ0
2(x,−x)

{
1 + λ

Vq

V
µ0

2(x,−x) [1 − Gλ
x]

}−1

+
1

βV

∑

q;ν

Vq η0
2(x,−x)

{
1 +

Vq

V
µ0

2(x,−x) [1 − Gx]

}−1

(100)

+
1

2V

∑

q6=0

Vq η0
1(q) η0

1(−q)

{
1 +

Vq

V
µ0

2(q,−q) [1 − Gq]

}−1

.

Тут Gx — динамiчна поправка на локальне поле моделi однорiдної електронної рiдини (Gq — статична, Gλ
x

— динамiчна поправка) для модельної системи з потенцiялом мiжелектронної взаємодiї λVq (G1
x ≡ Gx). Во-

на формується кореляцiйними функцiями µ0
n(x1, . . . , xn) при n ≥ 3 [11]. Як бачимо, пiдсумовування дiяграм

теорiї збурень приводить до екранування внескiв, породжених неоднорiднiстю (два останнi члени у ф. (100)).
Наведемо тут також явнi вирази для кореляцiйних функцiй, що фiгурують у формулi (100):

η0
1(q) =

∑

k,s

n0
k,s Pk,k(q);

µ0
2(x,−x) =

∑

k,s

(n0
k,s − n0

k+q,s) (iν − εk + εk+q)−1, (101)

η0
2(x,−x) =

∑

k,s

Pk,k−q(q) (n0
k,s − n0

k−q,s) (iν − εk + εk−q)−1,

де n0
k,s — розподiл електронiв за iмпульсами в iдеальнiй системi.

Переходячи далi до розгляду внескiв у термодинамiчний потенцiял вiд оператора V̂ei(ν), видiлiмо спочатку
головнi члени за мiжелектронною взаємодiєю, використовуючи як базисну систему модель однорiдної елект-
ронної рiдини, замiнюючи Ŝee(ν) на

Ŝ0
ee(ν) = exp



−

1

2βV

∑

q6=0

∑

ν

Vq ρ̂x ρ̂−x



 . (102)
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У першому порядку теорiї збурень за оператором V̂ei(ν) маємо внесок

∆Ω1(µ) =
1

V

∑

k,s

nk,s A2(k,k|R, µ), (103)

де nk,s — розподiл електронiв за iмпульсами в моделi однорiдної електронної рiдини.
Щоб обчислити внесок другого порядку

∆Ω2(µ) = −
1

2βV 2

∑

q

〈
T̃{ξ̂qξ̂−q Ŝ0

ee(ν)}
〉зв

0
, (104)

ξ̂q ≡
∑

k,s

∑

ν∗

A2(k + q,k|R, µ) a+
k+q,s(ν

∗) ak,s(ν
∗),

розкладемо Ŝ0
ee(ν) в ряд, засереднимо почленно й пiдсумуємо безмежнi ряди дiяграм типу геометричної про-

ґресiї, зводячи результат до такого вигляду:

∆Ω2(µ) = −
1

2!V 2

∑

q

{
F22(q) −

Vq

V εq

F21(q) F21(−q)

}
. (105)

Уведенi тут функцiї F21(q), F22(q) пов’язанi зi статичним поляризацiйним оператором M2(q,−q) моделi од-
норiдної електронної рiдини, а εq є функцiєю статичної дiелектричної проникности. Кореляцiйнi функцiї
µ0

n(x1, . . . , xn) є згортками функцiй Ґрiна, i їх можна зобразити як одну суму за вектором k:

µ0
n(x1, . . . , xn) =

∑

k

µ0
n(x1, . . . , xn| k),

µ0
n(x1, . . . , xn| k) = β−1(−1)n−1(n − 1)!

∑

ν∗

∑

s

Gk−q1,s(ν
∗ − ν1) (106)

×Gk−q1−q2,s(ν
∗ − ν1 − ν2) × . . . × Gk−q1...−qn,s(ν

∗ − ν1 − . . . − νn)δν1+...+νn,0 δq1+...+qn,0.

Динамiчний поляризацiйний оператор M2(x,−x), який виражається як сума безмежних рядiв дiяграм, має
таке зображення:

M2(x,−x) =
∑

n≥1

∑

k1,...,kn

M2n(x,−x| k1, . . . ,kn), (107)

де перша сума є внеском безмежного ряду однокiльцевих дiяграм, друга — двокiльцевих i т. д., зокрема

M21(x,−x| k) = µ0
2(x,−x| k) −

1

2βV

∑

x1

µ0
4(x,−x, x1,−x1| k) Vx1

+
1

8β2V 2

∑

x1x2

Vx1
Vx2

µ0
6(x,−x, x1,−x1, x2,−x2| k) + . . . ; (108)

M22(x,−x| k1,k2) =
1

2βV 2

∑

x1x2

Vx1
Vx2

µ0
3(x, x1, x2, | k1) µ0

3(−x,−x1,−x2| k2)

−
1

4β2V 3

∑

x1x2x3

Vx1
Vx2

Vx3
µ0

3(x, x1, x2| k1) µ0
5(−x,−x1,−x2, x3,−x3| k2) + . . . .

Як бачимо з формул (107), (108), M2(x,−x) виражається лише в термiнах µ0
n(x1, . . . , xn). Функцiї ж F21(q),

F22(q) зображаються в термiнах k-компонент статичного поляризацiйного оператора M2n(x,−x| k1, . . . ,kn):
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F21(q) =
∑

k

A2(k + q,k| R, µ) M2(q,−q| k); (109)

M2(q,−q| k) ≡ M21(q,−q| k) +
∑

n≥2

∑

k2,...,kn

M2n(q,−q| k,k2, . . . ,kn);

F22(q) =
∑

k

A2(k + q,k| R, µ) A2(k,k + q| R, µ) M21(q,−q| k)

+
∑

k1,k2

A2(k1 + q,k1| R, µ) A2(k2 − q,k2| R, µ) M2(q,−q| k1,k2),

M2(q,−q| k1,k2) ≡ M22(q,−q| k1,k2) +
∑

n≥3

∑

k3,...,kn

M2n(q,−q| k1,k2,k3, . . . ,kn).

Таким чином, k-компонентою поляризацiйного оператора M2(q,−q|k) визначається F21(q), а в F22(q) фiгуру-
ють як k-компонента, так i (k1,k2)-компонента. Як бачимо, у наближеннi хаотичних фаз чи в однокiльцевому
наближеннi F21(q), F22(q) можна записати через k-компоненту M2(q,−q| k).

Внесок дiяграм третього порядку щодо V̂ei записуємо у виглядi, подiбному до (105) :

∆Ω3(µ) =
1

3!V 3

∑

q1,q2,q3

δq1+q2+q3,0{F33(q1,q2,q3) − M3(q1,q2,q3)

3∏

i=1

Vqi

V εqi

F21(qi)

−
1

2

3∑

n6=m6=l=1

[
F32(qm,qn,ql) F21(ql)

Vql

V εql

− F31(qm,qn,ql)
F21(qn)F21(ql)Vqn

Vql

V 2εqn
εql

]}
. (110)

Тут використано такi позначення: M3(q1,q2,q3) — статичний поляризацiйний оператор третього порядку, що
має зображення, подiбне до (107),

M3(q1,q2,q3) =
∑

n≥1

∑

k1,...,kn

M3n(q1,q2,q3| k1, . . . ,kn); (111)

функцiї F33(q1,q2,q3), . . . , F31(q1,q2,q3) визначенi такими спiввiдношеннями:

F31(q1,q2,q3) =
∑

k

A2(k + q1,k| R, µ) M3(q1,q2,q3| k);

M3(q1,q2,q3| k1) ≡ M31(q1,q2,q3| k1) +
∑

n≥2

∑

k2,...,kn

M3n(q1,q2,q3| k1,k2, . . . ,kn);

F32(q1,q2,q3) =
∑

k

A2(k + q1,k| R, µ) A2(k,k − q2| R, µ) M31(q1,q2,q3| k)

+
∑

k1,k2

A2(k1 + q1,k1| R, µ) A2(k2 + q2,k2| R, µ) M3(q1,q2,q3| k1,k2); (112)

M3(q1,q2,q3| k1,k2) ≡ M32(q1,q2,q3| k1,k2) +
∑

n≥3

∑

k3,...,kn

M3n(q1,q2,q3| k1, . . . ,kn);

F33(q1,q2,q3) =
∑

k

A2(k + q1,k| R, µ) A2(k,k − q2| R, µ) ×

× A2(k − q2,k − q2 − q3| R, µ) M31(q1,q2,q3| k)

+
∑

k1,k2

A2(k1 + q1,k1| R, µ) A2(k1,k1 − q2, | R, µ) A2(k2, +q3,k2| R, µ)M32(q1,q2,q3| k1,k2)
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+
∑

k1,k2,k3

A2(k1 + q1,k1| R, µ) A2(k2 + q2,k2| R, µ) A2(k3, +q3,k3| R, µ)M3(q1,q2,q3| k1,k2,k3);

M3(q1,q2,q3| k1,k2,k3) = M33(q1,q2,q3| k1,k2,k3) +
∑

n≥4

∑

k4,...,kn

M3n(q1,q2,q3| k1, . . . ,kn).

Вирази для ∆Ωn(µ) досить складнi, тому для спрощення їх розрахунку при n ≥ 3 доцiльно “локалiзувати”
функцiї A2(k + q,k| R, µ), замiнюючи їх усередненими значеннями, з вагою M2(q,−q| k),

〈A2(k + q,k| R, µ)〉k = M−1
2 (q,−q)

∑

k

A2(k + q,k| R, µ) M2(q,−q| k) = M−1
2 (q,−q)F21(q). (113)

У цьому наближеннi

∆Ωn ' (−1)n−1 1

n!V n

∑

q1,...,qn

δq1+...+qn,0 µn(q1, . . . ,qn)
n∏

i=1

{M−1
2 (qi,−qi) F21(qi)}, (114)

де µn(q1, . . . ,qn) — n-частинкова кумулянтна статична кореляцiйна функцiя моделi електронної рiдини,

µ2(q,−q) = M2(q,−q) ε−1
q ;

µn(q1, . . . ,qn) = Mn(q1, . . . ,qn)

n∏

i=1

ε−1
qi

при n ≥ 3; (115)

εq = 1 +
Vq

V
M2(q,−q).

У наближеннi локального поля n-частинковi поляризацiйнi оператори виражаються через µ0
n(q1, . . . ,qn) та

статичну поправку на локальне поле Gq:

M2(q,−q) = µ0
2(q,−q)

{
1 − Gq

Vq

V
µ0

2(q,−q)

}−1

; (116)

Mn(q1, . . . ,qn) ' µ0
n(q1, . . . ,qn)

n∏

i=1

{
1 − Gqi

Vqi

V
µ0

2(qi,−qi)

}−1

.

Ураховуючи вiдхилення See(ν) вiд S0
ee(ν), в лiнiйному наближеннi щодо оператора ∆R̂x ≡ R̂x−ρ̂x, одержуємо

такi поправки до складових (103), (105):

δ(∆Ω1(µ)) =
1

V 2

∑

q

Vq ε−1
q η0

1(q) F21(q) + . . . ; (117)

δ(∆Ω2(µ)) =
1

V 3

∑

q

vq ε−1
q F21(q)

∑

k

M2(q,−q| k)A2(k − q,k| R, µ)Pk,k+q(−q) + . . . .

Перехiд до змiнних канонiчного ансамблю виконаймо за традицiйною схемою, визначаючи хемiчний по-
тенцiял µ∗ як корiнь рiвняння Nk = − ∂

∂µ Ωk(µ) i обчислюючи вiльну енерґiю Fk = Ωk(µ∗) + µ∗Nk. Оскiль-
ки хемпотенцiял моделi однорiдної електронної рiдини µe та її вiльна енерґiя FEL добре вiдомi, розкладi-
мо Ωk(µ) ≡ ΩEL(µ) + ∆Ω(µ) в ряд Тейлора в околi точки µe, зображаючи шуканий хемiчний потенцiял як
µ∗ = µe + ∆µ. Тодi поправку ∆µ визначаємо з рiвняння

∑

n≥2

(∆µ)n−1 [(n − 1)]−1{Ω
(n)
EL(µe) + ∆(n)(µe)} + ∆Ω(1)(µe) = 0, (118)
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а вiльну енерґiю записуємо так:

Fk = FEL + ∆Ω(µe) + ∆F ;

∆F ≡ −
∑

n≥2

(n − 1) (n!)−1(∆µ)n {Ω
(n)
EL(µe) + ∆(n)(µe)}, (119)

Ω(n)(µe) ≡
∂n

∂µn
Ω(µ) при µ ≡ µe.

Нетрадицiйним моментом нашого пiдходу є залежнiсть складової ∆Ω(µ) вiд свого арґументу: вiд µ залежать
не тiльки кореляцiйнi функцiї µ0

n(x1, . . . , xn), η0
n(x1, . . . , xn), але й форм-фактор одноелектронної взаємодiї

A2(k + q,k| R, µ), хоч складова, пропорцiйна µ, вiдiграє роль поправки. Розв’язуючи рiвняння (118) способом
iтерацiй, одержуємо таку поправку до вiльної енерґiї за рахунок зсуву хемпотенцiялу:

∆F = −
1

2
[∆Ω(1)(µe)]

2 [Ω
(2)
EL(µe)]

−1 −
2

3
[∆Ω(1)(µe)]

3 Ω
(3)
EL(µe) [Ω

(2)
EL(µe)]

−1

+
1

2
[∆Ω(1)(µe)]

2 ∆Ω(2)(µe) [Ω
(2)
EL(µe)]

−2 + . . . . (120)

Розрахунок похiдних Ω
(n)
EL(µe) не становить трудно-

щiв, вони виражаються через довгохвильову статичну
границю n-частинкових поляризацiйних операторiв,

Ω
(n)
EL(µe) = −Mn(0, . . . , 0). (121)

Оскiльки ∆F вiдiграє роль поправки, то складовi
формули (120) можна розрахувати наближено, вико-
ристовуючи для ∆Ωn(µ) “локалiзовану” форму (113),
а похiднi (121) замiнивши на ∂n

∂µn
0

ΩRPA
EL (µ0), де µ0 —

хемiчний потенцiял iдеальної системи, ΩRPA
EL (µ0) — на-

ближення хаотичних фаз для термодинамiчного по-
тенцiялу моделi однорiдної електронної рiдини,

ΩRPA
EL (µ0) = −

1

β

∑

k,s

ln [1 + e−β(εk−µ)]

+
1

2β

∑

q,ν

ln
[
1 +

Vq

V
µ0

2(x,−x)
]
. (122)

Таким способом одержуємо Mn(0, . . . , 0) у наближеннi
post-RPA, наприклад

M2(0, 0) = µ0
2(0, 0) −

1

2βV

∑

x

Vx µ0
4(x,−x, 0, 0)

+
1

2βV 2

∑

x

V 2
x {µ0

3(x,−x, 0)}2, (123)

M3(0, 0, 0) = µ0
3(0, 0, 0)−

1

2βV

∑

x

Vx µ0
5(x,−x, 0, 0, 0)

+
3

2βV 2

∑

x

V 2
x µ0

3(x,−x, 0)µ0
4(x,−x, 0, 0)

−
1

βV 3

∑

x

V 3
x {µ0

3(x,−x, 0)}3,

i т. д., де Vx — динамiчно екранований кулонiвсь-

кий потенцiял наближення хаотичних фаз
(
Vx =

Vq

[
1 +

Vq

V µ0
2(x,−x)

]−1)
, а у функцiях µ0

2(x,−x),

µ0
3(x,−x, 0), µ0

4(x,−x, 0, 0), . . . фiгурує хемiчний по-
тенцiял µ0. Функцiю M2(x,−x) у наближеннi post-
RPA дослiджено в працi [12] в дiлянцi параметра не-
iдеальности 0 ≤ rs ≤ 10.0. Зауважимо, що M2(0, 0)
визначає стисливiсть, а останню можна обчислити не-
залежно, виходячи зi значення середньої енерґiї моде-
лi електронної рiдини, розрахованої методом Монте-
Карло [13] й апроксимованої аналiтичною функцiєю
rs в працi [14].

Розрахунок похiдних ∆Ω(n)(µe) ґрунтується на так
званих спiввiдношеннях Ворда, згiдно з якими

∂

∂µ
µ0

n(x1, . . . , xn) = µ0
n+1(x1, . . . , xn, 0), (124)

що випливає з формули (105). Однак такi спiввiдно-
шення справедливi також i для n-частинкових коре-
ляцiйних функцiй моделi однорiдної електронної рi-
дини,

∂

∂µ
µn(x1, . . . , xn) = µn+1(x1, . . . , xn, 0), (125)

у чому легко переконатися, використовуючи вирази
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(115) для µn(x1, . . . , xn) та рiвнiсть

∂

∂µ
Mn(x1, . . . , xn) = Mn+1(x1, . . . , xn, 0), (126)

яка випливає зi зображення Mn(x1, . . . , xn) у формi
розкладiв типу (107) за кореляцiйними функцiями ба-
зисної системи µ0

n(x1, . . . , xn).
У результатi розрахунку статистичної суми елек-

трон–ядерної моделi за електронними змiнними й пе-
реходу до канонiчного ансамблю одержуємо ефектив-
ний статистичний оператор йонної пiдсистеми металу

P̂eff = exp (−βµ∗Ne) Zµ∗ (127)

= exp
{
−β

[
FEL +

∑

j

ωj + Ĥeff(R)
]}

,

де FEL — вiльна енерґiя моделi однорiдної електрон-
ної рiдини, ωj — повна енерґiя j-го йона в однорiднiй

електроннiй рiдинi, а Ĥeff(R) — ефективний гамiльто-
нiян моделi металу з багаточастинковими взаємодiя-
ми. На вiдмiну вiд звичайного напiвфеноменологiчно-
го пiдходу, багаточастинковi взаємодiї виникають уже
при засередненнi за станами локалiзованих електро-
нiв та в першому порядку теорiї збурень за операто-
ром електрон–йонних взаємодiй, тобто за вiдсутности
багатоелектронних кореляцiйних ефектiв, а лише за-
вдяки ортогоналiзацiйним ефектам. Розгляньмо їх на
прикладi односортної моделi металу. Головний внесок
у повну енерґiю мiжйонних взаємодiй у цьому набли-
женнi зображається у виглядi

1

2V

∑

q

Vq

∑

j1 6=j2

Z∗(q|j1) Z∗(−q|j2) (128)

+
1

2V

∑

q

Vq

∑

j

{Z∗(q|j) Z∗(−q|j) − Z∗(q) Z∗(−q)}.

Тут використано такi позначення:

Z∗(q|j) ≡ QeiqRj −
∑

λ,s

nλ,s Rλj,λj(q) −
∑

k,s

nk,s Rk,k(q|j),

Z∗(q) ≡ Q −
∑

λ,s

nλ,s rλλ(q) −
∑

k,s

nk,s rk,k(q), (129)

а згiдно з формулами (68)–(69),

Rλj ,λj
(q) = eiqRj rλλ(q) +

∑

i(6=j)

∆Rλj,λj(q|i) + . . . , (130)

Rk1,k2
(q) ≡ δk1,k2+q +

∑

j

Rkk(q|j) = δk1,k2+q +
∑

j

eiqRj rkk(q) +
∑

i6=j

∆Rkk(q|j, i) + . . . .

Множники rλλ(q), rkk(q) вiд координат йонiв не залежать. Якщо знехтувати ефектами перенормування атом-
них функцiй ϕµ(r−Rj), то другий доданок у формулi (128) пропадає, а перший у такому наближеннi зводиться
до суми двочастинкових взаємодiй

1

2V

∑

q

Vq

∑

j1 6=j2

eiq(Rj1
−Rj2

) Z∗(q) Z∗(−q), (131)

оскiльки Z∗(q|j) ⇒ Z∗(q) exp (iqRj). Функцiя Z∗(q) вiдiграє роль ефективного заряду йона й ураховує як
наявнiсть локалiзованих електронiв, так i “ортогоналiзацiйну дiрку” навколо нього. Z∗(q) збiгається iз зарядом
ядра Q при q → ∞ i близька до валентности йона при q → 0.

У формулi (128) не враховано багаточастинкових обмiнних внескiв, якi звичайно вiдiграють роль поправок:

−
1

2V

∑

q

Vq

∑

j1 6=j2

∑

s

{ ∑

λ1,λ2

nλ1,s nλ2,s Rλ1j1,λ2j2(q) Rλ2j2,λ1j1(−q)

+
∑

k1,k2

nk1,s nk2,s ∆Rk1,k2
(q|j1) ∆Rk2,k1

(−q|j2)
}

(132)
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−
1

2V

∑

q

Vq

∑

j

∑

s

{ ∑

λ1,λ2

nλ1,snλ2,s

[
Rλ1j,λ2j(q)Rλ2 ,jλ1j(−q) − rλ1,λ2

(q)rλ2 ,λ1
(−q)

]

+
∑

k1,k2

nk1,s nk2,s

[
∆Rk1,k2

(q|j) ∆Rk2,k1
(−q|j) − rk1,k2

(q) rk2,k1
(−q)

]

+ 2
∑

k,λ

nk,s nλ,s

[
Rk,λj

(q) Rλj ,k(−q) − rk,λ(q) rλ,k(−q)
]}

−
1

2

∑

q

Vq

∑

k,s

nk,s nk−q,s

∑

j

{
∆Rk,k−q(q|j) − rk,k−q(q)

}
.

Головним членом у формулi (132) є перша сума, а
два останнi пропадають, якщо знехтувати iнтеґрала-
ми перекривання. Функцiя rλ,k(q) вiд координат йо-
нiв не залежить i визначена так:

Rλj ,k(q) = rλ,k(q) exp [iRj(k + q)]

+
∑

i(6=j)

∆Rλ,k(q|j, i) + . . . . (133)

Внесок в енерґiю мiжйонних взаємодiй, пропорцiйний
до iнтеґралiв перекривання, дає також оператор кiне-
тичної енерґiї електронiв. Крiм того, виникають ба-
гатойоннi взаємодiї за рахунок урахування гiбриди-
зацiйних ефектiв, але ми не будемо їх тут наводити
через громiздкiсть цих виразiв.

Як бачимо з формул (66)–(69), у всiх порядках те-
орiї збурень при n ≥ 2 за оператором V̂ei(µ, R) вини-
кають багатойоннi взаємодiї. Наближення (70), (83)
дають провiднi члени цих взаємодiй, структура яких
вiдповiдає результатам напiвфеноменологiчного пiд-
ходу. У цьому наближеннi

F21(q) ⇒ S−q f21(q), F22(q) ⇒ Sq S−q f22(q),

F31(q1,q2,q3) ⇒ S−q1
f31(q1,q2,q3), (134)

F32(q1,q2,q3) ⇒ S−q1
S−q2

f32(q1,q2,q3),

F33(q1,q2,q3) ⇒ S−q1
S−q2

S−q3
f33(q1,q2,q3),

i т. д., де f21(q), f22(q), f31(q1,q2,q3) є узагальнення-
ми функцiї Кокрана [15], вони не залежать вiд коор-
динат йонiв i визначаються формулами (109), (112)
при замiнi A2(k + q,k) на a2(k + q,k).

У випадку бiнарної моделi металу, згiдно з форму-
лою (83), необхiдно ввести сортовi функцiї Кокрана,

F21(q) ⇒
∑

c

Sc
−q f c

21(q),

F22(q) ⇒
∑

c1,c2

Sc1

q Sc2

−q f c1,c2

22 (q); (135)

F31(q1,q2,q3) ⇒
∑

c

Sc
−q1

f c
31(q1,q2,q3), . . . .

Хоча нелокальнiсть електрон–йонних взаємодiй є
принциповою рисою мiкроскопiчного пiдходу, корек-
тна “локалiзацiя” не призводить до помiтного погiр-
шення результатiв. Для демонстрацiї цього факту ми
розрахували ефективнi двойоннi потенцiяли для лi-
тiю в наближеннi двоелектронних кореляцiй, тобто
за формулою (105) в апроксимацiї (134) та первiсного
мiжйонного потенцiялу у формi (131):

Φ2(R) =
1

V

∑

q

eiqR Φ2(q), (136)

Φ2(q) = Vq Z∗(q) Z∗(−q)

−
1

V

{
f22(q) −

Vq

V εq
f21(q) f21(−q)

}
.
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Рис. 7. Зображення Фур’є ефективного двойонного по-
тенцiялу Φ2(q) для металiчного лiтiю, розрахованого за
формулою (136).
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Поляризацiйний оператор та функцiя статичної дi-
електричної проникности використанi в наближеннi
локального поля з поправкою G(q) у формi [16]. Ре-
зультат розрахунку функцiї Φ2(q) за формулою (136)
зображено на рис. 7.
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Рис. 8. Вiдносне вiдхилення функцiї Φ2(q), розрахова-
ної за формулами (113) (крива 1) та (137) (крива 2), вiд
“точного” значення, обчисленого за формулою (136).
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Рис. 9. Ефективний двойонний потенцiял металiчного
лiтiю в координатному зображеннi, розрахований у рiзних
наближеннях: крива 1 вiдповiдає формулi (136), крива 2
— (113), крива 3 — (137).

На рис. 8 подано вiдносне вiдхилення функцiї Φ2(q),
розрахованої за формулами (113) (крива 1) та за фор-
мулою

Φ2(q) = Vq Z∗(q) Z∗(−q)

−
1

V
f22(q)

{
1 +

M2(q,−q)

V
Vq

}−1

(137)

(крива 2), вiд “точного” значення, обчисленого за
формулою (136). На рис. 9 подано потенцiял двойон-
ної взаємодiї в координатному зображеннi Φ2(R) у

трьох розглянутих вище наближеннях. Як бачимо з
рисункiв, в iмпульсному та координатному зображен-
нях результати цих наближень близькi мiж собою, що
дає пiдставу використовувати локалiзований форм-
фактор при розрахунку внескiв вищого порядку за
оператором електрон–йонних взаємодiй.

IX. ВИСНОВКИ

Вiдсутнiсть точних розв’язкiв для реалiстичних мо-
делей систем багатьох взаємодiючих частинок, досвiд
використання базисних систем вiдлiку в задачах кла-
сичної статистики [17] та метод псевдопотенцiялу в
електроннiй теорiї твердих тiл [18] є достатнiм обґрун-
туванням для застосування базисного пiдходу в мiк-
роскопiчнiй теорiї квантових систем. Побудова базису
зображення, адекватного цiй фiзичнiй моделi, вибiр
статистичного базису (reference system) для орґанiза-
цiї теорiї збурень та розрахунок фiзичних характерис-
тик моделi — такi основнi етапи використання базис-
ного пiдходу в конкретнiй фiзичнiй задачi. Можли-
вiсть вибору рiзних базисiв зображення та рiзних ста-
тистичних базисiв зумовлює деяку неоднозначнiсть
промiжних результатiв або ж фiзичних характерис-
тик при умовi врахування внескiв дiяграм нижчого
порядку теорiї збурень. Однак це не може викликати
заперечення проти базисного пiдходу, адже принци-
пово всi базиси зображення еквiвалентнi мiж собою,
як i всi статистичнi базиси також. Швидка збiжнiсть
у практичних розрахунках досягається вибором “оп-
тимальних” базисiв, орти яких близькi до хвильових
функцiй одноелектронних станiв у фiзичнiй системi.

У випадку металiчних систем вибiр базису зобра-
ження для опису електронної пiдсистеми є майже оче-
видним. Ми реалiзували поетапний спосiб побудови
змiшаного базису, до якого входять хвильовi функцiї
електронiв, локалiзованих на ядрах, та ортогональнi
до них функцiї з асимптотикою плоских хвиль на ве-
ликих вiдстанях вiд ядер.

Використання в ролi статистичного базису пiдсис-
теми локалiзованих електронiв дає змогу побудувати
в межах мiкроскопiчної теорiї гамiльтонiян електрон-
йонної моделi, у якому, на вiдмiну вiд напiвфеноме-
нологiчного пiдходу, фiгурують ефективнi взаємодiї,
багаточастинковi як щодо електронiв, так i йонiв. Од-
нiєю з основних ознак форм-факторiв є їх нелокаль-
нiсть, тобто залежнiсть вiд хвильових векторiв елек-
тронiв. Оболонкова структура форм-факторiв — за-
лежнiсть вiд квантових станiв локалiзованих елект-
ронiв — набагато складнiша, нiж нелокальних форм-
факторiв напiвфеноменологiчного пiдходу. Ми дослi-
дили роль рiзних факторiв у формуваннi ефективних
електрон–йонних взаємодiй — ортогоналiзацiйних, ко-
реляцiйних та обмiнних ефектiв, а також вплив варi-
яцiї базисних атомних функцiй.

Ортогональнiсть базисних функцiй приводить до
появи перехресних ефектiв (зумовлених одночасним
впливом йонiв рiзних сортiв) у випадку електрон-
йонного гамiльтонiяна бiнарної металiчної системи.
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Узагальнення на випадок багатосортної системи не
викликає нових труднощiв.

При переходi до йонної моделi металу нелокаль-
нiсть ефективних електрон–йонних взаємодiй, а та-
кож їх багаточастинковiсть щодо електронiв вимагає
розробки нової схеми засереднення за електронними
змiнними, вiдмiнної вiд традицiйної схеми напiвфе-
номенологiчного пiдходу [19,20]. Уведення k-компо-
нент n-частинкових поляризацiйних операторiв моде-
лi однорiдної електронної рiдини та багаточастинко-
вих функцiй Кокрана дало нам змогу записати ряд

теорiї збурень за оператором нелокальних електрон-
йонних взаємодiй без будь-яких наближень.

Показано, що в межах базисного пiдходу причиною
появи багаточастинкових взаємодiй у йоннiй моделi
металу є не тiльки n-частинковi мiжелектроннi коре-
ляцiї, а й ефекти ортогоналiзацiї та гiбридизацiї.

Базисний пiдхiд дає змогу коректно враховувати
рiзнi ефекти, недоступнi в межах напiвфеноменоло-
гiчного пiдходу, або ж проводити оцiнку таких ефек-
тiв i будувати адекватнi моделi.
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A REFERENCE SYSTEM APPROACH IN THE NORMAL
METALS MICROSCOPIC THEORY
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A reference system approach for the description of metalic systems models suggested in authors’ papers is
generalized and completed. The hierarchy of fundamental model Hamiltonians is constructed within the frames
of the microscopic many-electron theory: electron–nuclei model, electron–ion model, ion–ion model of metal. The
structure of many-particle effective interactions in electron–ion and ion models and their dependence on different
correlation effects is investigated. Major distinctions of the microscopic reference system approach unlike the
traditional semiphenomenological one are analysed.
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