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Представлено теоретичний пiдхiд до опису процесу перебудови дефектної структури при
пластичнiй деформацiї. Запропоновано феноменологiчну модель, яка дає змогу врахувати вза-
ємне перетворення рухливих дислокацiй i точкових дефектiв, зв’язок мiж густиною дислока-
цiй та макроскопiчними характеристиками деформацiї, просторову неоднорiднiсть розподiлу
точкових дефектiв у кристалi та флюктуацiї деформацiї й густини дефектiв. На основi кiне-
тичного пiдходу показано, що кореляцiя мiж флюктуацiями може приводити до виникнення
промiжних метастабiльних фаз, що визначають появу дислокацiйних кластерiв з переорiєнто-
ваним вектором Бюрґерса.
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I. ВСТУП

Вiдомо, що пластична деформацiя матерiялiв є
складним багатостадiйним процесом, який вiдбуває-
ться на рiзних рiвнях, кожний з яких характеризує-
ться певним типом структурного елемента [1–3]. У ре-
альних матерiялах процес пластичної деформацiї су-
проводжується виникненням взаємозв’язку мiж еле-
ментами рiзних рiвнiв, який за певних умов приво-
дить до виникнення дисипативних структур [4]. Ти-
повим прикладом такої самоорганiзацiї є формування
дефектних структур з первiсно однорiдного матерiя-
лу: слабкорозорiєнтована комiрчаста структура пере-
ходить до фраґментованої. Можливим є виникнення
дислокацiйних доменiв з рiзнонаправленими вектора-
ми Бюрґерса. Для опису таких перетворень методи
фiзики мiцности та пластичности не завжди дають
очiкуваних результатiв. Тому для розв’язання цiєї за-
дачi застосовуються пiдходи синерґетики, в межах
яких опис системи проводиться за колективними мо-
дами, що виникають у ходi самоорганiзацiї [5]. У про-
цесi [6] показано, що мода, яка визначає когерентне
поводження ансамблю дефектiв, задається густиною
дислокацiй колективної поведiнки. Багатий експери-
ментальний матерiял показує, що виникнення нової
структури вiдбувається за принципами фазових пе-
реходiв першого роду [7,8]: у матричнiй фазi виникає
зародок нової фази, який, еволюцiонуючи, переводить
систему в нову фазу, що стає матричною для iншої.
Такий шлях еволюцiї дефектної структури обговоре-
но в низцi праць (див., наприклад, [9, 10]).

Синерґетичний пiдхiд дає змогу деформацiю з по-
гляду нелiнiйної динамiки дислокацiйного ансамблю.
Так, у працi [11] автори запропонували кiнетичну мо-
дель формування смуги течiї, яка iнтерпретується як
вiдокремлений фронт збудження густини дислокацiй
унаслiдок початку їх розмноження в певнiй частинi
зразка. Модель описує еволюцiю густини дислокацiй
i враховує процеси їхньої анiгiляцiї в дипольнi кон-

фiгурацiї та iммобiлiзацiю (стiк) на нерухомих дис-
локацiйних комплексах. У межах побудованої моделi
автори показали, що на початковiй стадiї деформацiї,
коли густина стокiв незначна, основним типом дисло-
кацiйної структури є скупчення дислокацiй. Зi збiль-
шенням густини стокiв стає можливим формування
нового типу субструктури — смуги течiї. На жаль,
ця модель пояснює природу утворення дислокацiйних
структур тiльки на мiкрорiвнi i не може бути засто-
сована для пояснення локалiзацiї на макромасштабi.

З погляду iнтерпретацiї експериментальних даних,
застосовуються моделi опису самоорганiзацiї дефек-
тiв через поля напружень та деформацiй [12]. У стат-
тi [6] розглянуто два окремi випадки: (а) розвиток
дислокацiйно-вакансiйного ансамблю на початковiй
стадiї локалiзацiї деформацiї при сталих внутрiшнiх
напруженнях; (б) розвинута локалiзацiя з появою ко-
герентного зв’язку мiж носiями деформацiї. У першо-
му випадку, у межах мiкроскопiчних уявлень одержа-
но рiвняння дислокацiйно-дифузiйної кiнетики. Дру-
гий — має феноменологiчний характер i враховує ча-
сову залежнiсть деформацiї та напруги. У працi пока-
зано, що при автокаталiтичному ґенеруваннi дефек-
тiв у полi напружень за певний ефективний час вiдбу-
вається перехiд до когерентного режиму. Втiм, пред-
ставлена модель не враховує неоднорiдности розподi-
лу дефектiв в об’ємi зразка, що надає їй iдеалiзовано-
го характеру. В оглядi [13] увагу придiлено опису ево-
люцiї просторово-часових деформацiйних структур у
межах уявлень теорiї автохвильових процесiв. Рiвнян-
ня еволюцiї системи враховують дифузiю деформацiї
вздовж зразка за рахунок послiдовної активацiї ло-
кальних центрiв напружень та стохастичнi процеси
переносу напружень. Показано, що ґенерацiя авто-
хвиль пластичної деформацiї пов’язана з наявнiстю
концентраторiв напружень рiзного масштабу, якi ви-
никають у матерiялi при його деформацiї.

Очевидно, що за для опису якiсної перебудови ан-
самблю дефектiв при пластичнiй деформацiї мають
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бути застосованi комплекснi пiдходи, якi враховують
не тiльки макроскопiчнi характеристики пластичної
деформацiї, а й мiкроскопiчнi, що вiдображають вза-
ємодiю дефектiв пiд час утворення колективних мод.
Окрiм того, розглядаючи систему в реальних умо-
вах, такi методи слiд узагальнити введенням флюк-
туацiйних чинникiв у вiдповiднi рiвняння динамiки.
Як вiдомо [14,15], флюктуацiї можуть суттєво змiни-
ти поведiнку системи, переводячи її в новий, недо-
сяжний для детермiнiстичної системи стан. У такому
разi моделi, що не враховують флюктуацiї парамет-
рiв, не дають повної картини процесу упорядкування
дефектної структури. Наша робота присвячена дослi-
дженню колективних ефектiв перебудови дефектної
структури у процесi розвинутої пластичної деформа-
цiї за наявности флюктуацiй основних параметрiв. У
статтi сформульовано самоузгоджену феноменологiч-
ну модель еволюцiї дислокацiйного ансамблю в полi
пластичної деформацiї, яка враховує дифузiю точко-
вих дефектiв, флюктуацiї концентрацiй точкових де-
фектiв та деформацiї. Метою працi є розкрити мож-
ливий флюктуацiйний механiзм формування когерен-
тних структур дефектiв у системах, що перебувають
пiд iнтенсивним зовнiшнiм навантаженням.

Структура роботи є такою. Роздiл II присвячений
висвiтленню основних механiзмiв. що впливають на
динамiку дислокацiйного ансамблю в полi пластич-
ної деформацiї. Тут будуються синерґетичнi рiвняння
для деформацiї, напруги густин лiнiйних та точкових
дефектiв. Результатом роздiлу є рiвняння для колек-
тивної моди дефектiв, одержане в межах принципу
адiябатичного наближення. Третiй роздiл подає необ-
хiдний теоретичний iнструментарiй для встановлен-
ня стацiонарної картини. Тут, використовуючи метод
розкладання за кумулянтами, в межах теорiї серед-
нього поля одержано рiвняння Фоккера–Планка для
функцiї розподiлу колективної моди та записано рiв-
няння самоузгодженности. Роздiл IV мiстить основнi
результати теоретичного пiдходу, де з’ясовано пове-
дiнку параметра порядку та обговорено фазовi дiя-
грами. Ми показали, що переходи мiж структурни-
ми утвореннями вiдбуваються за принципом фазових
переходiв першого роду, що узгоджується з експери-
ментальними даними. У п’ятому роздiлi описано сис-
тему за термодинамiчною теорiєю Ландау, де з’ясова-
но вигляд термодинамiчного потенцiалу i встановлено
ключову роль кореляцiйних внескiв флюктуацiй. Ос-
таннiй роздiл мiстить основнi результати роботи.

II. МОДЕЛЬ

Для побудови математичної моделi еволюцiї дефек-
тної структури при пластичнiй деформацiї скориста-
ємось найпростiшими синерґетичними положеннями.
Добре вiдомо [4], що процес пластичної деформацiї
можна подати парою спряжених змiнних типу плас-
тичної деформацiї e та напруги σ, для яких маємо

такi рiвняння еволюцiї:

ė = − e

τe
+

σ

η
,

σ̇ =
σ0 − σ

τσ
− gσe.

(1)

Перше з них є рiвнянням Максвелла для в’язкопруж-
ного середовища iз часом релаксацiї τe = η/µ, що за-
дається в’язкiстю зсуву η та модулем зсуву µ [16]. У
другому рiвняннi напруга релаксує до рiвня σ0, визна-
ченого зовнiшнiм навантаженням, за час τσ. Другий
член описує зменшення напруги завдяки концентра-
цiї енерґiї пластичної деформацiї та являє неґативний
зворотний зв’язок з iнтенсивнiстю g > 0. Система (1)
не враховує колективних властивостей дефектiв. Вi-
домо, що при пластичнiй течiї матрiалу встановлює-
ться когерентний зв’язок мiж дислокацiями, що при-
водить до видiлення колективної моди з амплiтудою
d ∼ b

√
ρcol [6], де b — вектор Бюрґерса, ρcol — густина

дислокацiй когерентної поведiнки. Така мода суттєво
впливає на величину e, а саме, взаємодiя точкових та
лiнiйних дефектiв прискорює зростання деформацiї.
Тому, за [17], збiльшення деформацiї можна описати
включенням до рiвняння еволюцiї деформацiї пози-
тивного доданка κ0cd, де c — густина точкових дефек-
тiв, κ0 > 0 — iнтенсивнiсть взаємодiї дефектiв. Тодi
для замикання системи рiвнянь слiд записати рiвнян-
ня еволюцiї колективної моди та густини точкових де-
фектiв. В автономному режимi релаксацiя моди d вiд-
бувається за дебаївським законом ḋ = −d/τd, де τd —
час релаксацiї. Окрiм того, будуючи еволюцiйне рiв-
няння для d, слiд урахувати ґенерацiю дислокацiйних
петель шляхом трансформацiї ансамблю точкових де-
фектiв. Тодi рiвняння еволюцiї густини дислокацiй у
найпростiшому виглядi є таким:

τdḋ = −d + αc, (2)

де α > 0 — iнтенсивнiсть ґенерацiї. Рiвняння еволюцiї
точкових дефектiв має враховувати дебаївську релак-
сацiю до стацiонарного значення густини c(t →∞) =
0 (вихiд нерiвноважних вакансiй з полоси локалiзова-
ної деформацiї в об’єм зерна) та ґенерацiю точкових
дефектiв рухливими дислокацiями завдяки наявнос-
тi деформацiї. Оскiльки еволюцiя точкових дефектiв
визначається дифузiйним процесом, то, використову-
ючи закон Фiка, для концентрацiї точковиих дефектiв
маємо рiвняння

τcċ = −c + β(e)d + Dc∆c, (3)

де τc — час релаксацiї концентрацiї точкових дефек-
тiв, β — функцiя деформацiї, що є мiрою ґенерацiї
точкових дефектiв рухливими дислокацiями. Остан-
нiй доданок ураховує дифузiю точкових дефектiв у
полi пластичної деформацiї з коефiцiєнтом дифузiї
Dc.
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Для подальшого аналiзу слiд визначити масшта-
би релаксацiйних параметрiв τe, τσ, τc i τd. Релак-
сацiя концентраторiв напруги за рахунок перерозпо-
дiлу дефектiв задається дебаївською частотою ωD ∼
1013 c−1, висотою бар’єра Q ∼ 1 еВ та температурою
з характерним значенням T ∼ 10−13 ерг за формулою
Аренiуса τσ ∼ ω−1

D exp (Q/T ). При пластичнiй дефор-
мацiї величина τe = η/µ перевищує масштаб τσ. Для
характерного часу нелiнiйного зв’язку g−1 маємо та-
кi спiввiдношення: gτσ < gτe � 1 [6]. Час релаксацiї
дефектної моди τd ∼ τσ, а величина τc задається на-
пругою стиснення σ′, що дiє на дислокацiю поблизу
частинки розмiром a ∼ 2·10−7 см, величиною вектора
Бюрґерса b = 2.86 · 10−8см, температурою T та кое-
фiцiєнтом дифузiї Dc ∼ b2ωD exp(−Hc/T ) (де Hc —
ентальпiя мiґрацiї точкових дефектiв) за формулою
τc ≡ (ab/Dc) exp(−σ′b3/T ). Таким чином, найповiль-
нiшою модою буде деформацiя. У такому разi з дру-
гого рiвняння системи (1) за умови τσσ̇ ' 0 напруга
виражається за законом σ ' σ0(1 − τσge). Остаточно
рiвняння еволюцiї деформацiї набурає вигляду

τ ′eė = e0 − e + κcd, (4)

де τ ′e = τeη/(η + σ0τeτσg), e0 = τ ′eσ0/η, κ = κ0τ
′
e. Та-

ким чином, при пластичнiй деформацiї вiдбувається
уповiльнена релаксацiя e iз часом τ ′e, залежним вiд
зовнiшнього навантаження σ0, до стацiонарного зна-
чення e0.

Одержана модель, що задається рiвняннями (2)–
(4), мiстить позитивний зворотний зв’язок, визначе-
ний взаємодiєю дефектiв, який є причиною самоорга-
нiзацiї. Для задоволення принципу Лє-Шательє цей
позитивний зв’язок повинен компенсуватися неґатив-
ним зв’язком у рiвняннi (3). Для цього покладемо
β ∼= β0e0 − β1e, β0 ≥ β1. У межах наведених поло-
жень одержана система (2)–(4) збiгається iз загаль-
новiдомою системою Лоренца, яка використовується
для опису ефектiв самоорганiзацiї [5]. Побудована мо-
дель (2)–(4) обмежується розглядом таких систем, у
яких iз розвитком локалiзованої деформацiї можли-
вими стають процеси релаксацiї деформацiї та напру-
жень, що потребують урахування поведiнки ансамб-
лю дефектiв. Цей режим спостерiгається при вели-
ких густинах дефектiв, якi поводяться колективно та
суттєво впливають на пластичну деформацiю. Фiзич-
ним прикладом таких систем виступають високомiцнi
сплави з малими видiленнями неметалiчної фази, на-
приклад, сплави на основi Nb та V iз високодисперс-
ними частинками ZrO2, що перебувають пiд iнтенсив-
ною дiєю зовнiшнiх навантажень [18].

Ураховуючи флюктуацiйний механiзм еволюцiї
точкових дефектiв та флюктуацiї керуючого парамет-
ра e0, включимо ланжев’єнiвськi джерела ζc, ζe до
рiвнянь (3), (4) у виглядi адитивних шумiв з iнтенсив-
ностями σ2

c , σ2
e вiдповiдно. Величина σ2

c пов’язується
з температурою, при якiй вiдбувається перерозподiл
точкових дефектiв, а тому вiдповiдний стохастичний
процес ζc розумiється як внутрiшнiй шум, який ви-
конує лише дезорганiзуючу роль. Величина σ2

e задає

iнтенсивнiсть флюктуацiй ζe, що виникають у ходi
навантаження, якщо припустити стохастичнiсть e0, а
саме: e0 → e0(t) = 〈e0〉 + σeζ(r, t), де 〈e0〉 — середнє
значення навантаження.

Припустимо, що стохастичнi сили розподiленi за
Ґауссом iз 〈ζµ (r, t)〉 = 0 i мають такi кореляцiйнi фун-
кцiї:

〈ζµ(r, t)ζν(r′, t′)〉 = Cµν(|t− t′|)δ(r− r′), (5)

µ, ν = {c, e}.

Для реальної фiзичної картини характерна наяв-
нiсть флюктуацiй з видiленим спектром частот. Най-
простiшою моделлю таких флюктуацiй є процес
Орнштайна–Уленбека [14] з кореляцiйною функцiєю
у виглядi

Cµ,ν(t, t′) =
σµσν

τ c
µν

exp
(
−|t− t′|

τ c
µν

)
, (6)

де τ c
µν — час крос-кореляцiї мiж двома шумами ζµ i ζν ,

який зводиться до часу автокореляцiї окремо взятого
шуму при ν = µ.

Оскiльки нас цiкавить поведiнка ансамблю дефек-
тiв, то скористаємося адiябатичним наближеннням,
яке дасть змогу провести аналiз системи за еволю-
цiєю швидких мод c i d. Суть синерґетичного пiдхо-
ду полягає у визначеннi поведiнки колективної моди,
тому вихiдним рiвнянням для аналiзу буде рiвняння
еволюцiї величини d. Ураховуючи повiльну змiну де-
формацiї, з рiвняння (4) отримуємо

e ' e0 + κcd + σeζe(r, t). (7)

Якщо провести додаткове диференцiювання за часом
у (2), виразити ċ через c i d з рiвняння (3), а c з (2),
то одержуємо рiвняння еволюцiї колективної моди у
виглядi

τcd̈ = −ḋ

(
1 +

τc

τd
+ β1κd2

)
+

αe0(β0 − β1)− 1
τd

d

−β1κ

τd
d3 +

Dc

τd
∆d +

αβ1

τd
dσeζe(r, t) +

α

τd
σcζc(r, t). (8)

Далi ми вводимо часовий масштаб τ0 ∼ σ2
e/τ c

ee дрей-
фу, пов’язаного з впливом ζe(t), який є значним по-
рiвняно з τc, що дає змогу ввести малий параметр
$ = (τc/τ0)1/2 � 1. Переходячи до знерозмiрених ве-
личин t′ = t/τ0, x ≡ d/d0, ε ≡ (αe0(β0−β1)−1)/(τdw),
D ≡ Dc/(wτd), λ ≡ β1κd2

0, µ ≡ 1 + τc/τd, σ′e ≡
σeαβ1/(wτd), σ′c ≡ σcα/(wτdd0), де введено позначен-
ня w ≡ (τc/τ0)1/2τ−1

0 , d2
0 ≡ wτd/(β1κ), опускаючи рис-

ку у вiдповiдних змiнних та параметрах, замiсть (8)
одержуємо
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∂

∂t
x = v,

∂v

∂t
= −$−2γ(x)v (9)

+$−1 [f(x) + D∆x + ge(x)ζe(r, t) + gc(x)ζc(r, t)] ,

де

γ(x) = µ + λx2, f(x) = −∂V

∂x
, V = −ε

x2

2
+

x4

4
,

ge(x) = σex, gc(x) = σc. (10)

Функцiї ge(x) i gc(x) позначають амплiтуди флюкту-
ацiй деформацiї та концентрацiї точкових дефектiв
вiдповiдно. Зазначимо, що флюктуацiї густини точко-
вих дефектiв залишилися адитивними (gc(x) = const),
тодi як флюктуацiйна змiна керуючого параметра ви-
значає зовнiшнiй (мультиплiкативний) шум. Заува-
жимо, що мультиплiкативний шум зникає при x → 0,
а тому може пiдтримувати позитивнi значення x. Вод-
ночас наявнiсть адитивного шуму приводить до пере-
ходу величиною x через нульовi значення. Тому для
розляду фазових переходiв у нашiй системi вибираємо
простiр для x такий, що x ∈ (−b0, b0), де b0 — границя
дифузiйного процесу i в термодинамiчнiй границi мо-
же бути покладеною b0 →∞. Тодi позитивнi та неґа-
тивнi значення x ми асоцiюємо з колективною модою,
що виникає в рiзних щодо вектора Бюрґерса дислока-
цiйних кластерах. Вiдзначимо, що одержана система
(9) фактично є моделлю руху броунiвської частинки
в полi x4-потенцiялу Ландау з адитивним та мульти-
плiкативним шумами.

III. ТЕОРЕТИЧНИЙ АНАЛIЗ

Для подальшого аналiзу континуальний простiр
розбиваємо на однаковi домени i в дискретному прос-
торi, замiсть системи (9), розглядаємо набiр стохас-
тичних диференцiяльних рiвнянь для кожного i-го
вузла ґратки

∂vi

∂t
= −$−2γ(xi)vi + $−1

[
f(xi) + D

∑
j

D̂ijxj

+ ge(xi)ζei(t) + gc(xi)ζci(t)
]
, (11)

де D̂ij є аналогом оператора Лапласа в дискретному
просторi:

∆ →
∑

j

D̂ij =
∑

j

(
δnn(i),j

2d
− δij

)
, (12)

тут nn(i) — набiр найближчих сусiдiв вузла i, d —
вимiрнiсть простору. Оскiльки метою задачi є знай-
ти статистичнi властивостi системи, то основну ува-
гу далi зосереджуємо на вiдшукуваннi стацiонарно-
го розподiлу. Для цього скористаємось рiвнянням не-
перервности для мiкроскопiчної густини ймовiрности
ρ(xi, vi, t) = 〈δ(xi−xi(t, x0))δ(vi−vi(t, v0))〉 (усереднен-
ня проводимо за початковими умовами xi0 = xi(t =
0), vi0 = vi(t = 0)) у виглядi

∂

∂t
ρ(xi, vi, t) = −

(
∂

∂xi
ẋi +

∂

∂vi
v̇i

)
ρ(xi, vi, t). (13)

Шукана одночастинкова функцiя розподiлу подаєть-
ся усередненням за всiма шумами густини ρ(xi, vi, t),
тобто P (xi, vi, t) = 〈ρ(xi, vi, t)〉. Пiдставляючи часову
похiдну (9) у рiвняння (13) i використовуючи метод
розвинення за кумулянтами [19–22], одержуємо рiв-
няння для P (xi, vi, t) у виглядi

[
∂

∂t
+ $−2

(
L̂0 + $L̂1

)]
P (xi, vi, t) = ĈP (xi, vi, t),

(14)
де

L̂0 = −γi
∂

∂vi
vi

(15)

L̂1 = vi
∂

∂xi
+

fi + D
∑

j

D̂ijxj

 ∂

∂vi
,

Ĉ = $−2
∑
µ,ν

ˆ̀(0)
µi

∞∑
n=0

C(n)
µν

ˆ̀(n)
νi , (16)

ˆ̀(0)
νi = gνi

∂

∂vi
, ˆ̀(n)

νi = [ˆ̀(n−1)
νi , L̂0 + $L̂1], (17)

де квадратнi дужки в (17) визначають комутатор,
γi = γ(xi), fi = f(xi), gνi = gν(xi). Моменти коре-
ляцiйної функцiї визначаємо за формулою

C(n)
µν =

1
n!

∞∫
0

τnCµν(t, t− τ)dτ. (18)

З вигляду рiвняння (14) робимо висновок, що су-
марний шумовий ефект визначається оператором зi-
ткнень (16). Як показано в статтi [20] основний внесок
у статистичну картину задають члени до другого по-
рядку малости за параметром $ в рiвняннi (14). Тодi,
нехтуючи членами, що мають порядок вищий за $2,
для оператора Ĉ отримуємо
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Ĉ =
1

$2

∑
µ,ν

{(
C(0)

µν − γiC
(1)
µν

)
gµigνi

∂2

∂v2
i

+$C(1)
µν

[
gµigνi

∂

∂vi

∂

∂xi
−

[
gµi

∂gνi

∂xi
+ gνi

∂gµi

∂xi

]
∂

∂vi

(
1 + vi

∂

∂vi

)]
+ O($2)

}
.

(19)

Зазначимо, що практичний iнтерес становить функцiя розподiлу P (x, t). Для її одержання використовуємо
визначення моментiв Pn(xi, t) =

∫
vn

i P (xi, vi, t)dvi, якi дають змогу записати (14) у виглядi рекурентного рiв-
няння

$2 ∂

∂t
Pn + nγiPn + $

 ∂

∂xi
Pn+1 − n

fi + D
∑

j

D̂ijxj

 Pn−1


=

∑
µ,ν

{
n(n− 1)

(
C(0)

µν − γiC
(1)
µν

)
gµigνiPn−2

−$nC(1)
µν

[
gµigνi

∂

∂xi
Pn−1 + (n− 1)

[
gµi

∂gνi

∂xi
+ gνi

∂gµi

∂xi

]
Pn−1

]
+ O($2)

}
.

(20)

Оскiльки P0 ≡ P , то рiвняння еволюцiї розподiлу P (xi, t) визначається за двома першими моментами P1 i P2.
У результатi для моментiв функцiї розподiлу маємо таку систему рiвнянь:

∂

∂t
P (xi, t) = − 1

$

∂

∂xi
P1(xi, t), (21)

P1 =
$

γi

[ fi + D
∑

j

D̂ijxj

 P − ∂P2

∂xi
−

∑
µ,ν

C(1)
µν gµi

∂gνiP

∂xi

]
, (22)

P2 =
∑
µ,ν

(
C(0)

µν − γiC
(1)
µν

)
gµigνiγ

−1P. (23)

За рахунок прямої пiдстановки можемо записати ефективне рiвняння Фоккера–Планка для одночастинкової
функцiї густини ймовiрности у формi ряду Крамерса–Мойала [23]

∂

∂t
P (xi, t) = − ∂

∂xi
D(1)(xi)P (xi, t) +

∂2

∂x2
i

D(2)(xi)P (xi, t), (24)

де коефiцiєнти, що визначають ефективний дрейф та дифузiю, є такими:

D(1) = γ−1
i

fi + D
∑

j

D̂ijxj

 +
∑
µ,ν

(
C(0)

µν gµigνi
∂γ−1

i

∂xi
+ C(1)

µν gµi
∂gνi

∂xi

) ,

D(2) = γ−2
i

∑
µ,ν

C(0)
µν gµigνi.

(25)
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Для подальшого розвинення формалiзму перейдiмо
вiд ґраткового зображення до континуального. Вико-
ристовуючи теорiю середнього поля, запишiмо другий
доданок в ефективному дрейфi D(∞) у виглядi

∑
j

D̂ijxj ≡

 1
2d

∑
nn(i)

xnn(i) − xi

 → (η − x), (26)

де η = 〈x〉 є ефективним середнiм полем i вiдiграє
роль параметра порядку. У такому разi стацiонар-
ний розподiл, як розв’язок стацiонарного рiвняння
Фокера–Планка, стає залежним вiд першого моменту,
для визначення якого маємо умову самоузгодження

η =

∞∫
−∞

xP (x; η)dx ≡ F(η). (27)

Вiдповiдно до (24) розподiл P (x, η) має квазiґiббсiв-
ську форму

P (x, η) =
N−1(η)
D(2)(x, η)

exp

 x∫
D(1)(x′, η)
D(2)(x′, η)

dx′

 , (28)

де величина N визначається умовою нормування∫∞
−∞ P (x; η)dx = 1. Рiвняння (27) має нетривiяльнi

розв’язки за умови

dF(η)
dη

∣∣∣∣
η=0

= 1, (29)

яка визначає дiлянки iснування упорядкованої фази,
тобто задає фазову дiяграму системи. Межi iнтеґру-
вання в (27) та умовi нормування є такими, щоб вiдо-
бразити наявнiсть негативних значень змiнної x.

IV. РЕЗУЛЬТАТИ

Для проведення кiлькiсного аналiзу поведiнки сис-
теми визначенмо фактичний вигляд кореляцiйних
матриць, дрейфового та дифузiйного членiв ефектив-
ного рiвняння Фоккера–Планка. Кореляцiйнi матрицi
записуємо у виглядi

Ĉ(0) =
(

σ2
c σcσe

σeσc σ2
e

)
,

Ĉ(1) =
(

τ c
ccσ

2
c τ c

ec(σcσe)
τ c
ec(σeσc) τ c

eeσ
2
e

)
.

(30)

Безпосереднє обчислення коефiцiєнтiв ефективного
дрейфу та дифузiї дають такi вирази:

D(1) =
x(ε− x2) + D(η − x) + σ2

eτ c
eex + σcσeτ

c
ec

µ + λx2

− 2λx

(µ + λx2)3
(σc + σex)2 , (31)

D(2) =
(

σc + σex

µ + λx2

)2

. (32)

Розв’язуючи рiвняння самоузгодження (27), врахову-
ємо, що коренi η 6= 0 визначають упорядковану фазу,
а корiнь η = 0 — невпорядковану. Фактично, невпо-
рядкована фаза вiдповiдає ситуацiї, коли дислокацiї
розподiленi хаотично. Розгляньмо iдеальну ситуацiю,
коли кореляцiя мiж флюктуацiями вiдсутня, тобто
C

(0)
ec = 0. Розв’язок рiвняння (27) подано на рис. 1

(пунктирна крива, яка є симетричною щодо осi ε). З
вигляду наведеної залежности можна зробити висно-
вок, що за вiдсутности кореляцiйного зв’язку мiж шу-
мами маємо тривiяльну картину порушення симетрiї
системи зi збiльшенням керуючого параметра (дефор-
мацiї) за рахунок наявности ненульового коефiцiєнта
дифузiї D. При цьому перехiд до впорядкованого ста-
ну вiдбувається неперервно. У такому разi в системi
реалiзуються фази з еквiвалентними значеннями па-
раметра порядку.

ε6.0 12.0 18.0

η

-4.0

-3.0

-2.0

-1.0

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

2

1

13

3

4

4

εc εcεr

Рис. 1. Залежнiсть параметра порядку η вiд деформа-
цiї ε при σ2

c = 4.0, σ2
e = 0.01, τ c

ee = 0.1, λ = 1.0, µ = 1.0,
D = 1.0. Кривi 1, 2, 3, 4 вiдповiдають τ c

ec → 0, τ c
ec = 0.8,

2.5, 5.0 вiдповiдно.

Ситуацiя якiсно змiнюється, якщо процеси ζc та
ζε стають статистично залежними. Тож i стохастич-
не ґенерування точкових дефектiв залежить вiд дiї
флюктуацiй деформацiї впродовж характерного ча-
су τ c

ec. По-перше, навiть у випадку τ c
ec → 0 у системi

вiдбувається порушення симетрiї з появою неґатив-
них значень параметра порядку (крива 1 на рис.1).
По-друге, збiльшення деформацiї приводить у точцi
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ε = εc до бiфуркацiї з утворенням метастабiльної фа-
зи. Фаза з η > 0 iснує в дiлянцi значень [εc, ε

c] i зникає
стрибкоподiбним чином при ε = εc (пунктирна крива
вiдповiдає дiлянцi нестабiльних станiв системи). Така
поведiнка параметра порядку вiдповiдає ситуацiї, ко-
ли в ходi пластичної деформацiї для певної частини
дислокацiй вiдбувається миттєва переорiєнтацiя век-
тора Бюрґерса, якщо ε = εc, при цьому нове утво-
рення iснує до певного критичного значення керуючо-
го параметра εc. Комбiнований ефект крос-кореляцiї
флюктуацiй, нелiнiйности системи та неоднорiдности
простору приводить до змiни знака параметра поряд-
ку при малих деформацiях. Дiйсно, збiльшення τ c

ec

(крива 2) спричиняє зсув значень η у позитивну дi-
лянку, при цьому в точцi ε = εr вiдбувається змiна
знака параметра порядку. З подальшим збiльшенням
часу крос-кореляцiї (кривi 3,4) утворюється гiстере-
зiсна петля. Це означає, що, перебуваючи у стiйкiй
(матричнiй) фазi, зi збiльшенням деформацiїї систе-
ма переходить в iншу фазу, яка далi стає матричною.
Таку картину впорядкування системи дефектiв наве-
дено в працi [10].

На рис. 2 подано фазову дiяграму в осях (τ c
ec, ε), яка

демонструє вплив масштабу крос-кореляцiї на кри-
тичнi значення ε. Iз цiєї залежности видно, що при
малих значеннях τ c

ec позитивнi розв’язки не iснують
взагалi. Збiльшення τ c

ec зумовлює виникнення фази
з η > 0, що вiдповiдає η > 0, при цьому точка τcr

визначає критичне значення ε, при якому вiдбуваєть-
ся сполучення дiлянок стабiльного й метастабiльного
розв’язкiв, що вiдповiдає утворенню гiстерезiсної пет-
лi (крива 2 на рис.1).

ε1 3 7 14

τc

0.0

0.5

1.0

1.5

N

P

N

Mτcr

ec

Рис. 2. Фазова дiяграма в осях (τ c
ec, ε) при σ2

c = 4.0,
σ2

e = 0.01, τ c
ee = 0.1, λ = 1.0, µ = 1.0, D = 1.0. Символи P,

N та M визначають дiлянки з позитивними, неґативними
значеннями η, та метастабiльну фазу, вiдповiдно.

Неоднорiднiсть розподiлу густини дефектiв у прос-
торi вiдiграє роль ефективного зовнiшнього поля, вза-
ємозв’язок якого з крос-кореляцiями спричиняє не-
тривiяльнi ефекти реконструкцiї системи дефектiв.
Для демонстрацiї цього факту побудовано фазову дi-

яграму в осях (D, ε) (рис. 3). З рисунка видно, що
при досить малих значеннях параметра D утворен-
ня метастабiльних станiв зi збiльшенням деформацiї
не можливе навiть при досить великих значеннях ча-
су крос-кореляцiї. Нетривiяльним є факт, що при си-
льнiй кореляцiї мiж флюктуацiями та малих дефор-
мацiях домен позитивних значень параметра порядку
iснує навiть при D = 0.
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Рис. 3. Фазова дiяграма в осях (D, ε) при σ2
c = 4.0,

σ2
e = 0.01, τ c

ee = 0.1, λ = 1.0, µ = 1.0, D = 1.0. Крива
1 вiдповiдає випадку τ c

ec = 0.1, крива 2 випадку τ c
ec = 0.5.
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Рис. 4. Залежнiсть параметра порядкуη вiд деформацiї
e при σ2

c = 4.0, D = 1.0, τ c
ee = 0.1, τ c

cc = 0.1. Кривa 1 —
σ2

e = 0.01, λ = 10.0, µ = 1.0; крива 2 — σ2
e = 0.01, λ = 1.0,

µ = 1.0; крива 3 — σ2
e = 0.04, λ = 1.0, µ = 1.0; крива 4 —

τ c
ee = 0.1 σ2

e = 0.01, λ = 1.0, µ = 10.0.

На рис. 4 показано вплив кiнетичного коефiцiєнта
на поведiнку параметра порядку. З рисунка видно, що
збiльшення коефiцiєнтiв µ та λ збiльшує область мета-
стабiльних станiв. До того ж, при досить великих зна-
ченнях µ вiдбувається сполучення метастабiльної та
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позитивної фаз з утворенням гiстерезiсної петлi на за-
лежностi η(ε). Зростання iнтенсивности мультиплiка-
тивного шуму зменшує дiлянку метастабiльної фази.
Таким чином, при великих значеннях σ2

c та σ2
e вплив

крос-кореляцiї пригнiчується флюктуацiями великої
iнтенсивности.

V. ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ

Для коректної класифiкацiї розглянутих переходiв
у межах теорiї Ландау необхiдно знати вигляд тер-
модинамiчного потенцiялу F (η). Для цього достат-
ньо побудувати рiвняння Ландау–Халатникова, яке
має в явному виглядi задавати похiдну ∂F/∂η. З цi-
єю метою запишемо вiдповiдне до рiвняння Фоккера–
Планка (24) рiвняння Ланжев’єна, яке має такий ви-
гляд:

ẋ = D1(x) +
√
D2(x)ξ(t), (33)

де ξ(t) — бiлий шум iз стандартними властивостями
(〈ξ(t)〉 = 0, 〈ξ(t)ξ(0)〉 = 2δ(t)). Тодi в межах теорiї
середнього поля еволюцiйне рiвняння для параметра
порядку набирає вигляду

η̇ = 〈D1(x)〉 = D1(〈x〉) ' −∂F

∂η
. (34)

Виконуючи елементарнi усереднення, отримуємо яв-
ний вигляд термодинамiчного потенцiялу

F ≡ Fs(η) + Fas(η), (35)

де перший доданок

Fs ≡
A

2
η2 +

C

4
η4 (36)

визначає симетричну частину i є перенормованим ви-
хiдним потенцiялом (10) з коефiцiєнтами

A ≡ − 1
µ

(
ε + σ2

eτ c
ee −

2λ

µ2
σ2

c

)
,

C ≡ 1
µ4

[
µ3 + µ2λε + λµ (2 + τ c

eeµ) σ2
e − 6λ2σ2

c

]
.

(37)

Другий доданок в (36) має вигляд

Fas ≡
B

3
η3 − hη, (38)

i задає асиметричну частину з коефiцiєнтами

B ≡ σeσcλ

µ2

(
τ c
ec +

4
µ

)
, h ≡ σeσc

µ
τ c
ec. (39)

Порiвнюючи коефiцiєнт при η2 з вiдповiдним коефi-
цiєнтом вихiдного потенцiялу V (x), робимо висновок,
що мультиплiкативний шум збiльшує значення керу-
ючого параметра ε завдяки доданковi, пропорцiйному
σ2

eτ c
ee. Наявнiсть адитивного шуму зменшує його зна-

чення, якщо кiнетичний коефiцiєнт γ стає залежним
вiд x. Результатом такого внеску є збiльшення абсо-
лютного значення параметра порядку при невеликих
деформацiях (див. кривi 1 та 2 на рис. 4). Виникнення
крос-кореляцiй спричиняє появу асиметричної части-
ни термодинамiчного потенцiялу F . При цьому пору-
шення симетрiї потенцiялу F вiдбувається навiть у
межi τ c

ec → 0 завдяки складовiй η3, що iснує лише за
умови γ = γ(x). Видiлення параметра спектральної
ширини τ c

ec пiдсилює асиметрiю при малих η за раху-
нок лiнiйної складової потенцiялiв, яка розглядається
як самоузгоджене поле h крос-кореляцiї та iснує неза-
лежно вiд вигляду залежного вiд x кiнетичного кое-
фiцiєнта γ i пов’язується з мiкро- та макроскопiчними
параметрами τc i τ0, з одного боку, та наявнiстю τ c

ec

з iншого. Змiна керуючого параметра ε приводить до
змiни положення глобального мiнiмуму потенцiалу F ,
що зображене на рис. 5. При τ c

ec → 0 i малих деформа-
цiях потенцiял має один лiвий мiнiмум (η < 0) (крива
2). Зi збiльшенням деформацiї, в доменi [εc, ε

c] маємо
локальний мiнiмум при η > 0 (крива 3). Ця фаза є
метастабiльною i за збiльшенням деформацiї до зна-
чення ε = εc стрипкоподiбно зникає. Збiльшення часу
крос-кореляцiї спричиняє утворення гiстерезiсної пет-
лi, що є iндикатором фазового переходу першого ро-
ду щодо параметра ε. Iнакше кажучи, зi збiльшенням
деформацiї лiвий локальний мiнiмум поглиблюється
стосовно правого глобального мiнiмуму, i при критич-
ному значеннi ε глобальний мiнiмум трансформується
в локальний мiнiмум. Така трансформацiя, вiдповiд-
но до теорiї катастроф, є переходом першого роду.
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−15
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Рис. 5. Залежнiсть ефективного потенцiялу F вiд
η. Кривa 2 вiдповiдає дiлянцi нульових значень часу
крос-кореляцiї та малим деформацiям; крива 3 вiдповiдає
дiлянцi ε ∈ [εc, ε

c] (рис. 1); кривi 1, 4 вiдповiдають областi
гiстерезису (кривi 3,4 на рис.1).
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VI. ВИСНОВКИ

На основi найпростiших синерґетичних уявлень у
статтi розвинуто самоузгоджену синерґетичну схему,
що враховує флюктуацiї основних параметрiв. У хо-
дi розгляду режим локалiзованої зони пластичної де-
формацiї дослiджено поведiнку системи дефектiв, у
якiй можливими є фазовi переходи з утворенням ме-
тастабiльних станiв за принципом переходiв першо-
го роду. При аналiзi впливу флюктуацiй з’ясовано,
що автокореляцiї мультиплiкативного шуму є джере-
лом реверсивних фазових переходiв, коли нова фаза
iснує лише в певнiй дiлянцi керуючого параметра, а

крос-кореляцiї порушують симетрiю функцiї розподi-
лу системи, приводячи до виникнення самоузгодже-
ного поля. Розглядаючи реальну систему еволюцiї де-
фектiв, ми запропонували флюктуацiйний механiзм
упорядкування дефектної структури при пластичнiй
деформацiї. Одержанi результати можна застосувати
для пояснення вiдомих експериментальних даних [18]
для високомiцних сплавiв при iнтенсивному наванта-
женнi, у яких спостерiгається якiсна перебудова де-
фектної структури. Перспективами роботи є прове-
дення реального експерименту та чисельного моде-
лювання для верифiкацiї отриманих теоретичних ре-
зультатiв.
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FLUCTUATION PHASE TRANSITION IN SYNERGETIC SYSTEMS OF DEFECTS

D. O. Kharchenko, I. A. Knyaz
Sumy State University

2, Rimskiy-Korsakov St., Sumy, UA–40007, Ukraine

The theoretical approach to the description of the process of reconstructing the defect structure in the course
of plastic flow is presented. Offered in the paper is the phenomenological model which allows to take into account
the transformation of mobile dislocations into the point defects and vice versa as well as the interaction between
density of dislocations and macroscopic characteristics of deformation, spatial inhomogeneouity of the distribution
of defects in crystal and the fluctuations of deformation and density of defects. Basing on a kinetic approach we
show the correlation between fluctuations leads to the appearance of intermediate metastable phases which indicate
the formation of clusters of dislocations with redirected Bürgers vector.
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