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Розвинуто послiдовну схему методу ВКБ для рiвняння Дiрака в центрально-симетричному
полi зi скалярно-векторним варiянтом взаємодiї. Знайдено вигляд релятивiстських хвильових
функцiй у класично дозволених i заборонених дiлянках та умови їх зшивання при переходi
через точки повороту. Як застосування розвинутого методу одержано релятивiстський аналог
умови квантування Бора–Зоммерфельда, що мiстить спiн-орбiтальну взаємодiю в сумiшi ска-
лярного S(r) та векторного V (r) потенцiялiв, та релятивiстське узагальнення формули Гамова
для ширини квазiстацiонарного рiвня для частинки спiну 1/2, що взаємодiє зi скалярним та
векторним полями одночасно. Показано, що для кулонiвського та осциляторного потенцiялiв зi
змiшаною лоренц-структурою отримане правило квантування точно вiдтворює енерґетичний
спектр.
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I. ВСТУП

Релятивiстськi водневоподiбнi (ВП) атоми та їх
КХД аналоги — важко-легкi кварк-антикварковi (Qq̄)
системи — iдеальнi об’єкти для дослiджень, якi да-
ють змогу пiддавати результати квантової теорiї дуже
точнiй експериментальнiй перевiрцi. Особливу роль у
розвитку релятивiстської теорiї зв’язаних станiв вi-
дiграє рiвняння Дiрака. З нього випливає наявнiсть
спiну та спiнового моменту у фундаментальних фер-
мiонiв i безпосередньо виникають задачi про тонку й
надтонку структури енерґiй ВП-атомiв та Qq̄-систем.
Рiвняння Дiрака з радiяцiйними поправками [1,2], яке
запропонував Швiнґер, дозволяє враховувати багато-
разову взаємодiю частинки з власним i зовнiшнiм по-
лями.

Чiльне мiсце в сучасному розвитку релятивiстсь-
кої теорiї зв’язаних станiв посiдає метод ефективно-
го рiвняння Дiрака. У ньому можливий послiдовний
перехiд вiд двочастинкової теорiї до наближення зов-
нiшнього поля [3]. Як випливає з результатiв праць
[3, 4], така можливiсть реалiзується й має практичнi
переваги у випадку ВП-атомiв та Qq̄-систем. Проте
в бiльшостi задач [4], у яких фiзично виправданою
є концепцiя зовнiшнього поля, спроби знайти точнi
розв’язки рiвняння Дiрака з бiльш-менш реалiстич-
ним потенцiялом взаємодiї наштовхуються на непере-
борнi поки що труднощi. Для знаходження розв’язкiв
найчастiше застосовують або числовi, або асимпто-
тичнi методи. У багатьох теоретичних та прикладних
питаннях саме можливiсть отримати асимптотичний
розв’язок дає змогу провести найповнiший аналiз за-
дачi. Тому навряд чи потрiбно докладно пояснювати
важливiсть створення й удосконалення асимптотич-
них методiв розв’язування рiвняння Дiрака.

Квазiкласичне наближення Вентцеля–Крамерса–
Брiллюена (або ВКБ-метод) є одним з основних i
найунiверсальнiших асимптотичних методiв розв’язу-
вання задач квантової механiки та математичної фi-
зики (див., наприклад, [5–9]), для яких або невiдомi,
або надто громiздкi точнi розв’язки. На вiдмiну вiд
теорiї збурень це наближення не пов’язане з малiстю
взаємодiї i тому має ширшу сферу застосовности, да-
ючи змогу дослiджувати якiснi закономiрностi в по-
ведiнцi та властивостях квантовомеханiчних систем.
Зокрема стандартний ВКБ-метод [5–9] (для рiвнян-
ня Шрединґера) успiшно використовували для атома
водню в постiйних електричному та магнетному зов-
нiшнiх полях (див., наприклад, [5, 10–14] та наведенi
там поклики), для ряду модельних потенцiялiв [15],
у квантовомеханiчнiй задачi двох кулонiвських цент-
рiв [16–18] та iн. Обговорення сучасного стану цього
методу, рiзних його варiянтiв та застосувань у нереля-
тивiстськiй теорiї атомiв i молекул, квантовiй хемiї, у
задачах теорiї зiткнень тощо можна знайти в [19,20].

Успiшне використання ВКБ-наближення до рiзних
задач нерелятивiстської фiзики стимулювало поши-
рення цього методу й на релятивiстськi системи, що
описуються рiвнянням Дiрака. Теорiю квазiкласич-
ного наближення для рiвняння Дiрака в сильному
(E0 > 2mc2, де E0 — енерґiя зв’язку електрона) зов-
нiшньому полi почали систематично розробляти в тiс-
ному зв’язку з проблемою глибоких рiвнiв [21–27], яка
має фундаментальне значення для квантової елект-
родинамiки (критичний заряд ядра Zc та спонтанне
народження позитронiв iз вакууму при Z > Zc, див.
[28–31]). Застосування методу ВКБ до релятивiстсь-
кої кулонiвської задачi iз зарядом Z > 137 ґрунтува-
лося в раннiх працях [21–27] на квадруваннi рiвняння
Дiрака (метод ефективного потенцiялу [28,29]). Такий
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пiдхiд добре працює в докритичнiй дiлянцi Z ≤ Zc,
E0 ≥ −mc2. Однак для станiв з енерґiєю E < −mc2

пiдстановка χ (r) =
(
mc2 + E − V

)−1/2
F (r) стає син-

ґулярною в точцi r = rg, де V (rg) = mc2 +E (розгля-
дається потенцiял притягання: V (r) < 0, 0 < r <∞).
Унаслiдок цього стандартнi квазiкласичнi формули
[5–9] втрачають змiст поблизу точки r = rg через роз-
бiжнiсть фазових iнтеґралiв. Рiзнi автори [21–27] до-
лали цю труднiсть по-рiзному, iнколи вельми дотеп-
но [23, 27], але до кiнця її вдалося розв’язати тiль-
ки в працях [32, 33]. Виявилося, що синґулярнiсть
при r = rg взагалi не виникає, якщо застосовува-
ти ВКБ-наближення не до рiвняння другого порядку
для χ(r), а безпосередньо до вихiдної системи Дiра-
ка для радiяльних хвильових функцiй F та G. От-
риманi на цьому шляху квазiкласичнi формули для
розв’язкiв рiвняння Дiрака в сильному зовнiшньому
полi мають численнi застосування в теорiї важких та
надважких атомiв [34]. Проте останнiм часом виник-
ло значне зацiкавлення iншими подiбними системами:
моделями змiшаних мезонiв, що складаються з одного
важкого та одного легкого кварка (антикварка) (Qq̄-
мезони) [35–37]. Дослiджуючи властивостi таких сис-
тем у межах складових кваркових моделей, автори
багатьох праць (див., наприклад, [35–38] та зазначе-
нi там поклики) намагаються добути важливу фiзич-
ну iнформацiю про вигляд потенцiялу мiжкваркової
взаємодiї, порiвнюючи результати теоретичних перед-
бачень iз наявними експериментальними даними сто-
совно спектрiв мас та ширин розпадiв B- таD-мезонiв
[39, 40]. Апрiорi не вiдомi й лоренц-трансформацiйнi
властивостi далекодiйних сил (конфаймента); не вi-
домо також, обмiн якого типу (скалярний чи вектор-
ний) дає основний внесок у спiн-спiнову взаємодiю
кваркiв. Усе це приводить до теоретичної невизна-
чености кваркового потенцiялу на великих та серед-
нiх вiдстанях. Важливо, однак, пiдкреслити, що саме
в дiлянцi великих та середнiх вiдстаней формується
бiльшiсть основних характеристик мезонiв [37, 38]. А
це дає змогу, вивчаючи спектри мас та розпади мезо-
нiв, дослiджувати низькоенерґетичну дiлянку сильної
взаємодiї та усунути ряд неоднозначностей у визна-
ченнi кваркового потенцiялу.

Проведений аналiз чималого обсягу iнформацiї, от-
риманої з ґраткових обчислень, феноменологiї силь-
них взаємодiй та теоретико-польових робiт, дає пiд-
стави вважати, що далекодiйний утримуючий по-
тенцiял складається iз сумiшi лоренц-векторної та
лоренц-скалярної частин. А це означає, що задача
обчислення спектрiв рiвняння Дiрака з такими по-
тенцiялами (скалярно-векторним варiянтом взаємо-
дiї) вимагає особливого розгляду та модифiкацiї ВКБ-
схеми, розвиненої у [32,33] для дiракiвської частинки
в центрально-симетричному електростатичному полi,
що задається вектор-потенцiялом Aµ = (A0(r), 0, 0, 0).

Нашу статтю побудовано в такий спосiб. У друго-
му роздiлi за допомогою вiдомої технiки лiвих та пра-

вих власних векторiв вiдповiдної однорiдної системи
розвинуто рекурентну схему побудови ВКБ-розкладiв
для розв’язкiв рiвняння Дiрака в зовнiшнiх скаляр-
ному та векторному центральних полях. На цiй осно-
вi в роздiлi 3 отримано квазiкласичнi формули для
радiяльних функцiй F та G у класично дозволенiй
i забороненiй дiлянках, знайдено формули їх зши-
вання при переходi через точки повороту. У цьому
ж роздiлi проведено узагальнення правила кванту-
вання Бора–Зоммерфельда на релятивiстський випа-
док, коли частинка спiну 1/2 взаємодiє зi скалярним i
(“кольорово”)-електростатичними зовнiшнiми полями
одночасно. У квазiкласичному наближеннi одержано
загальний вираз для ширини квазiстацiонарних рiв-
нiв, вiдомий ранiше лише для електростатичних по-
тенцiялiв бар’єрного типу. У четвертому роздiлi по-
казано, що для деяких простих потенцiялiв зi змi-
шаною лоренц-структурою отримане правило кванту-
вання точно вiдтворює енерґетичний спектр.

II. РЕКУРЕНТНА СХЕМА ПОБУДОВИ
ВКБ-РОЗКЛАДIВ

Задача про рух релятивiстської частинки зi спi-
ном 1/2 у статичному скалярному та (“кольорово”)-
електростатичному зовнiшнiх полях зводиться в на-
шiй постановцi до знаходження розв’язкiв узагальне-
ного рiвняння Дiрака (c = ~ = e = 1):

[αp̂ + β(m+ S(r)) + V (r)]Ψ = EΨ. (1)

Тут α = (α1, α2, α3), β — матрицi Дiрака, p̂ = −i∇r

— оператор iмпульсу, E та m — повна енерґiя та маса
частинки. Пiдкреслимо, що S(r) — лоренц-скалярний
потенцiял, а потенцiял V (r) є нульовою (часовою)
компонентою 4-вектора Aµ: A = 0, V (r) = −eA0(r),
e > 0.

Отримаємо формули квазiкласичного наближення
для рiвняння Дiрака (1), обмежившись класом по-
тенцiялiв iз центральною симетрiєю: S(r) = S(r),
V (r) = V (r). Вiдповiдно до цього шукатимемо хви-
льову функцiю Ψ стацiонарних станiв (у стандартно-
му зображеннi) у виглядi

Ψ = r−1

(
F (r) Ωj lM (n)
iG(r) Ωj l′M (n)

)
, (2)

де Ωj lM — сферичний спiнор [2], j i M — повний ку-
товий момент та його проєкцiя (j = l± 1/2), l — орбi-
тальний момент (l+ l′ = 2j), n = r/r. Пiсля вiдокрем-
лення кутових змiнних n у рiвняннi (1) приходимо до
системи звичайних диференцiяльних рiвнянь першо-
го порядку для радiяльних хвильових функцiй F та
G:
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dF

dr
+
k̃

r
F − 1

~
[(E − V (r)) + (m+ S(r))]G = 0,

dG

dr
− k̃

r
G+

1
~

[(E − V (r))− (m+ S(r))]F = 0.

 . (3)

Тут у явному виглядi вiдновлено залежнiсть вiд сталої Планка ~ та використано такi новi позначення:

k̃ = ~ k, k =
{
−(l + 1) для j = l + 1/2 (l = 0, 1, . . .),

l для j = l − 1/2 (l = 1, 2, . . .), (4)

так що |k| = j + 1/2 = 1, 2, . . . Знак k поряд з ~ j,
~M та енерґiєю E є iнтеґралами руху для дiракiвсь-
кої частинки в довiльному центральному полi.

Систему (3) можна звести до рiвняння другого
порядку, виключивши одну з невiдомих радiяльних
функцiй, але при побудовi формальних асимптотич-
них розв’язкiв (ФАР) зручнiше оперувати безпосеред-
ньо iз самою системою. Запишемо її в матричнiй фор-
мi:

χ′ =
1
~
Dχ, χ =

(
F
G

)
, (5)

D =
(

−k̃/r m+ S(r) + E − V (r)
m+ S(r)− E + V (r) k̃/r

)

(штрих означає похiдну за r). Система (6) мiстить
природний малий параметр ~, i задача полягає в асим-
птотичному iнтеґруваннi цiєї системи при ~ → 0.

Наведемо алгоритм побудови ФАР. Дотримуючись
стандартної схеми асимптотичної теорiї систем лiнiй-
них диференцiяльних рiвнянь [41], шукатимемо роз-
в’язок системи (6) у виглядi асимптотичного ряду за
степенями ~:

χ(r) = exp


r∫
y(r′) dr′


∞∑

n=0

~nϕ(n)(r), (6)

y(r) = ~−1y−1(r) + y0(r) + ~ y1(r) + . . . ,

ϕ(n)(r) =

(
ϕ

(n)
F (r)

ϕ
(n)
G (r)

)
, (7)

де верхня (нижня) компонента ϕ
(n)
F

(
ϕ

(n)
G

)
вектора

ϕ(n) вiдповiдає радiяльнiй функцiї F (G). Пiдставля-
ючи розклади (6), (7) в (6) та прирiвнюючи до нуля
коефiцiєнти при однакових степенях ~, отримаємо не-
скiнченну рекурентну систему рiвнянь для невiдомих
скалярних yn(r) та векторних ϕ(n)(r) функцiй:

(D − y−1I)ϕ(0) = 0, (8)

(D − y−1I)ϕ(n+1) = ϕ(n)′ +
n∑

k=0

yn−k ϕ
(k),

n = 0, 1, 2, . . . (9)

Тут 0 — нульова дворядна матриця-стовпець, а I —
одинична 2×2 матриця. Iз рiвняння (8) випливає, що
y−1(r) повинно бути власним значенням, а ϕ(0) ≡ ϕi

— одним iз власних (правих) векторiв матрицi D(r).
Власнi значення y−1 ≡ λi є коренями характеристич-
ного рiвняння det(D − y−1I) = 0:

y−1 ≡ λi = ±q,

q =
√

(m+ S(r))2 − (E − V (r))2 + (k/r)2. (10)

Тодi вiдповiднi правi власнi вектори ϕi в покомпонен-
тнiй формi запису рiвнi

ϕi = A1

(
m+ S + E − V
λi + k r−1

)

= A2

(
λi − k r−1

m+ S − E + V

)
. (11)

Тут i надалi ~ = c = 1; iндекс i приймає два зна-
чення ±, асоцiйованi з двома значеннями функцiї
λi(r) = ±q(r); A1(r) та A2(r) — нормувальнi множ-
ники, якi зафiксуємо пiзнiше за домовленiстю.

Оскiльки матриця D(r) не є симетричною, то по-
ряд з правими власними векторами ми повиннi ввести
також лiвi власнi вектори ϕ̌i. Останнi визначаються
умовами

ϕ̌i(D − λiI) = 0, (12)

ϕ̌i = B1(m+ S − E + V, λi + k r−1)

= B2(λi − k r−1,m+ S + E − V ). (13)

До цього слiд додати, що ϕ̌i не збiгається з ϕT
i ; при

цьому лiвi та правi власнi вектори матрицi D(r) ор-
тогональнi:

3
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(ϕ̌i, ϕj) =
2∑

α=1

(ϕ̌i)α(ϕj)α = const δij . (14)

Як завжди, δij — символ Кронекера.
Для визначення функцiї y0(r) скористаємся пер-

шим iз рiвнянь (9), покладемо в ньому ϕ(0) = ϕi та
домножимо обидвi частини злiва на вектор-рядок ϕ̌i.
Тодi з огляду на (12) лiва частина кiнцевої рiвности
перетворится в нуль, i ми отримаємо рiвняння для
y0(r), з якого випливає

y0(r) = − (ϕ̌i, ϕ
′
i)

(ϕ̌i, ϕi)
. (15)

Як ми бачили вище (див. (11), (13)), власнi вектори
ϕi, ϕ̌i визначаються неоднозначно, з точнiстю до довi-
льних множникiв A1,2 та B1,2. Цю довiльнiсть можна
усунути, наклавши на ϕi, ϕ̌i природну умову

(ϕ̌i, ϕ
′
i) = (ϕ̌i

′, ϕi). (16)

У цьому випадку iнтеґрал
r∫
y0(r′)dr′ обчислюється в

замкнутому виглядi:

r∫
y0(r′)dr′ = ln[(ϕ̌i, ϕi)−1/2]. (17)

Тодi шуканий квазiкласичний розв’язок системи (6)
можна записати так:

χi = (ϕ̌i, ϕi)
−1/2 exp


r∫
λi(r′)dr′

ϕi. (18)

Провiвши аналогiчнi побудови, можна послiдовно
знайти й усi iншi члени y1, y2, . . ., ϕ(1), ϕ(2), . . . в роз-
кладах (6), (7). Але формули для них виявляються
громiздкими, i тому в застосуваннях використовує-
ться, як правило, тiльки головний член (18) ФАР
розв’язку (6) (що вiдповiдає вiдомому виразовi ψ ∼

p−1/2 exp
{
i

r∫
p(r′)dr′

}
ординарної нерелятивiстської

квазiкласики [5]). Насправдi тут суттєвим моментом
є той факт, що формальнi розклади (6), (7) за степе-
нями ~ у загальному випадку не збiгаються, а станов-
ляють так званий асимптотичний ряд, кiлька перших
членiв якого дають добре наближення до точного роз-
в’язку, якщо тiльки параметр розкладу ~ достатньо
малий.

Нарештi, нам залишилося показати, що умову (16)
завжди можна задовольнити належним вибором нор-
мувальних множникiв A1,2 та B1,2 у формулах (11),
(13). Так, пiдстановка (11), (13) в (16) приводить до
рiвняння

A1B
′
1 −A′1B1

A1B1
= − (m+ S)V ′ + (E − V )S′

q(q ± k r−1)
, (19)

звiдки, а також iз представлення (18) приходимо до
такого результату для головного члена асимптотики
радiяльних функцiй χi в пiдбар’єрнiй дiлянцi:

χ± =
[
2q
(
q ± k

r

)]−1/2

exp

±
r∫
qdr +

1
2

r∫
(m+ S)V ′ + (E − V )S′

q (q ± k r−1)
dr


(
m+ S + E − V

k r−1 ± q

)
. (20)

Якщо дотримуватися другої форми запису власних векторiв ϕi i ϕ̌i (у термiнах нормувальних множникiв A2

та B2 у формулах (11) i (13)), то пiсля аналогiчних побудов одержимо таке ВКБ-представлення:

χ± =
[
2q
(
q ∓ k

r

)]−1/2

exp

±
r∫
qdr −1

2

r∫
(m+ S)V ′ + (E − V )S′

q (q ∓ k r−1)
dr


(

±q − k r−1

m+ S − E + V

)
. (21)

Перш нiж обговорювати змiст отриманих формул,
слiд вiдзначити, що в класично заборонених дiлян-
ках простору, де q(r) > 0, функцiї y−1(r) та y0(r) на-
бувають дiйсних значень. Знаки плюс (мiнус) в (20)
та (21) вiдповiдають розв’язку, експоненцiяльно зрос-
таючому (спадному) зi зростанням r. Для спадного
розв’язку (знак мiнус) слiд використовувати форму-
лу (20) при k < 0 та формулу (21) при k > 0; для
зростаючого — навпаки. Простий i часто ефективний

спосiб вибору зручної форми запису розв’язкiв поля-
гає в тому, щоб величина Q± = q±k/r була додатною
в класично забороненiй дiлянцi. При iншому виборi
розв’язку не виключена можливiсть появи у виразах
для F та G невизначености типу 0/0 у точцi r = rg,
де величина Q± обертається в нуль. Ця фiктивна си-
нґулярнiсть робить неможливим пряме використання
формул (20) та (21) в околi точки rg. У зв’язку з цим
отримання квазiкласичних формул для F та G, вiль-
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них вiд синґулярностей потребувало б розкриття вка-
заної невизначености в точцi rg. А це, своєю чергою,
вимагає додаткових доволi громiздких обчислень.

Перейдiмо тепер до застосувань розвинутого вище
варiянта ВКБ-методу до конкретних фiзичних задач.
Зазвичай квазiкласичне наближення використовуєть-
ся для дискретного спектра й дещо рiдше — для об-
числення хвильових функцiй неперервного спектра та
в теорiї розсiяння [5–9, 19]. Проте в багатьох дiлян-
ках фiзики трапляються потенцiяли з бар’єром, для
яких, замiсть дискретних рiвнiв, виникають квазiста-
цiонарнi стани (резонанси) з комплексною енерґiєю
E = Er − iΓ/2. У наступному роздiлi ми розгляне-
мо цю задачу в квазiкласичному наближеннi, що до-
зволить знайти для положення резонансу Er та його
ширини Γ загальнi вирази, справедливi для довiльних
гладких потенцiялiв V (r) та S(r) бар’єрного типу.

III. МЕТОД ВКБ ДЛЯ ПIДБАР’ЄРНИХ
РЕЗОНАНСIВ

У цьому роздiлi ми коротко розглянемо застосу-
вання методу ВКБ до однiєї важливої проблеми, по-
в’язаної з вивченням розпадних (квазiстацiонарних)
станiв квантових об’єктiв [42]. Такi стани вводяться,
як вiдомо, за аналогiєю зi звичайними стацiонарни-
ми станами дискретної частини спектра власних зна-
чень гамiльтонiяна. На комплекснiй площинi енерґiй
E їм вiдповiдають полюси стацiонарнiї функцiї Ґрiна
(див. [42]) G(E) = (E − Ĥ + iη)−1 (тут Ĥ — повний
гамiльтонiян системи).

Уведення комплексних рiвнiв енерґiї порушує, од-
нак, один з основних постулатiв квантової теорiї, згiд-
но з яким спектр власних значень будь-якого ермi-
тового оператора повинен бути дiйсним, а вiдповiднi
власнi функцiї — нормованими. Аналiтичнi продов-
ження стацiонарних розв’язкiв у комплексну площи-
ну енерґiй мають, отже, принципово новий змiст. Во-
ни дають найпростiшу та найбiльш зручну апрокси-
мацiю нестацiонарних розв’язкiв в основнiй дiлянцi
змiни змiнних, там, де точнi хвильовi функцiї Ψ̃(r, t)
найближчi до функцiй стацiонарних зв’язаних станiв:
Ψ̃(r, t) ≈ Ψn(r) exp(−iEnt), ImEn � ReEn.

Уточнення сфери застосовности вихiдних положень
теорiї квазiстацiонарних станiв та вдосконалення роз-
рахункових методiв тривалий час були основною за-
дачею дослiджень цього напрямку. Вона актуальна й
тепер, особливо в застосуваннях до конкретних сис-
тем. Як приклади тут можна навести низку фун-
даментальних задач атомної та ядерної фiзики: йо-
нiзацiя атомних систем пiд дiєю зовнiшнього елект-
ромагнетного поля [10–14, 43], розпад радiоактивних
ядер або нестабiльних частинок [44], реакцiї вiдриву
електрона при низькоенерґетичних зiткненнях атом-
них частинок [45] тощо. Водночас сама логiка роз-
витку теорiї розпадних станiв диктує, очевидно, по-
становку цiлої низки якiсно нових задач, аналогiчних
до тих, якi ранiше розв’язувались лише в нереляти-
вiстському наближеннi. Природно постають питання

про вплив на властивостi розпадних квазiстацiонар-
них станiв рiзноманiтних фiзичних факторiв — реля-
тивiзму та спiн-орбiтальної взаємодiї, зовнiшнiх полiв
зi змiшаною лоренц-структурою потенцiялiв взаємо-
дiї, адiябатично повiльної змiни параметрiв тощо. Ре-
зультати, отриманi при розв’язаннi подiбних задач, є
цiкавими для квантової механiки неабелевої частин-
ки в зовнiшньому калiбрувальному полi Янґа–Мiллса
[46], при вивченнi вакуумної оболонки надкритичних
атомiв [21–30], для опису ефектiв спонтанного наро-
дження позитронiв при повiльних зiткненнях важких
ядер [29–34], а також з погляду вивчення розв’язкiв
рiвняння Дiрака в сильних полях.

III.1. Структура ВКБ-розв’язкiв. Повертаю-
чись до ВКБ-асимптотик (20) та (21), бачимо, що
наявна там величина q(r) збiгається (з точнiстю до
множника i =

√
−1) з радiяльним iмпульсом квазi-

класичної релятивiстської частинки. Якщо записати
цю величину у формi q = [2m(U − Ē)]1/2, то вира-
зу (10) вiдповiдають ефективна енерґiя Ē = (E2 −
m2)/2m та ефективний потенцiял (ЕП) U(r, E) для
радiяльного руху:

U (r, E) =
E

m
V + S +

S2 − V 2

2m
+

k2

2mr2
. (22)

Рис. 1. Вигляд ефективного потенцiялу U(r, E) бар’єр-
ного типу; r0, r1, r2 – коренi квазiiмпульсу (10).

Наступний аналiз iстотно залежить вiд вигляду ЕП
U(r, E) та розташування точок повороту (нулiв фун-
кцiї q(r) на пiвосi 0 < r < ∞). Для описання явищ,
пов’язаних з утворенням та розпадом квазiстацiонар-
них станiв, видiлимо клас потенцiялiв V (r) та S(r),
для яких ЕП U(r, E) має вигляд ями, вiдокремленої
вiд зовнiшньої дiлянки потенцiяльним бар’єром. На-
далi будемо вважати, що V (r) та S(r) не мають особ-
ливостей при 0 < r < ∞ i задовольняють такi умови
(у граничнiй точцi r = 0):

lim r1+δV (r) = 0, lim r1+δS(r) = 0

5
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при r → 0 та δ > 0. (23)

Для потенцiялiв зi степеневою поведiнкою на малих
вiдстанях,

V (r) ∼ r−β1 , S(r) ∼ r−β2 , βi 6 1, r → 0, (24)

цi умови виключають можливiсть “падiння на
центр”, [2,29]. Для скалярних потенцiялiв S(r), бiльш
синґулярних, нiж r−1, доданок iз вiдцентровим потен-
цiялом у виразi (22) не вiдiграє суттєвої ролi, i асим-
птотика розв’язкiв F та G при r → 0 не залежить
вiд k. Якщо V (r) та S(r) задовольняють умови (23),
то ЕП U(r, E) має при r = 0 полюс другого порядку.
Якiсний хiд ЕП U(r, E) бар’єрного типу та положен-
ня точок повороту rj при Ē < Um (Um — вершина
потенцiяльного бар’єра) зображенi на рис. 1.

У квазiкласичному наближеннi хвильова функ-
цiя квазiстацiонарного стану має рiзну асимптотичну
форму у трьох дiлянках: I) потенцiяльна яма r0 < r <
r1; II) пiдбар’єрна дiлянка r1 < r < r2; III) класично
дозволена дiлянка r > r2 iз квазiдискретним енерґе-
тичним спектром [5]. Межами мiж рiзними дiлянками
— точками повороту (т. п.) rj (j = 0, 1, 2) — тут слу-
гують коренi рiвняння Ē = U(r, E). Не вдаючись до
деталей обчислень, випишiмо головнi члени асимпто-
тики розв’язкiв системи Дiрака (3) в кожнiй iз трьох
указаних дiлянок:

I. У класично дозволенiй дiлянцi r0 < r < r1 ВКБ-
асимптотики радiяльних функцiй F та G мають ос-
цилюючий характер:

F (r) = C±1

[
E − V +m+ S

p(r)

]1/2

cos Θ1,

G(r) = C±1 sgn k
[
E − V −m− S

p(r)

]1/2

cos Θ2; (25)

при цьому згiдно з (10)

p(r) =
[
(E − V (r))2 − (m+ S(r))2 − (k/r)2

]1/2 (26)

— квазiкласичний iмпульс для радiяльного руху час-
тинки, sgn k — знак k, а фази Θ1 та Θ2 даються рiв-
ностями

Θ1(r) =

r∫
r1

(
p+

k w

p r

)
dr +

π

4
,

Θ2(r) =

r∫
r1

(
p+

k w̃

p r

)
dr +

π

4
, (27)

w =
1
2

(
V ′ − S′

m+ S + E − V
− 1
r

)
,

w̃ =
1
2

(
V ′ + S′

m+ S − E + V
+

1
r

)
. (28)

Крiм того, ми позначаємо (у формулах (25) та в
усiх наведених нижче ВКБ-представленнях розв’яз-
кiв) константи нормування Cj , що вiдповiдають ста-
нам з k > 0, верхнiм iндексом “+”, а тi, що вiдповiда-
ють станам з k < 0, — iндексом “−”.

У природному припущеннi, що ширина рiвня Γ до-
статньо мала, хвильову функцiю квазiстацiонарного
стану можна нормувати на одну частинку, локалiзо-
вану в дiлянцi потенцiяльної ями I (див. з цього при-

воду [5–7]:
r1∫
r0

(F 2+G2)dr = 1. При цьому швидко осци-

люючi функцiї cos2 Θ1 (r) та cos2 Θ2 (r) слiд замiнити
їхнiм середнiм значенням, рiвним 1/2; тодi для конс-
тант нормування C±1 в (25) отримаємо

∣∣C±1 ∣∣ =


r1∫
r0

E − V (r)
p(r)

dr


−1/2

=
(

2
T

)1/2

. (29)

У цьому виразi T збiгається з перiодом радiяльних
коливань класичної релятивiстської частинки з енер-
ґiєю E в потенцiяльнiй ямi I. Вiдзначимо, що в т. п.
r = r1 виконується рiвнiсть E−V (r1) = [(m+S(r1))2+
k2/r21]

1/2, тому величина E − V додатна в дiлянцi I.
II. У пiдбар’єрнiй дiлянцi r1 < r < r2 величина p

набуває чисто уявних значень p = iq, p2(r) < 0, а фун-
кцiї q(r) та y0(r) — дiйснi. При цьому ВКБ-розв’язок
осцилюючого типу (25) продовжується тут розв’яз-
ком, експоненцiяльно спадаючим iз вiдстанню в глиб
класично забороненої дiлянки II. Для станiв iз k > 0
(на достатнiй вiддалi вiд т. п. r1 та r2) маємо

χ =
(
F
G

)
=

C+
2√
qQ

× exp

−
r∫

r2

[
q +

(m+ S)V ′ + (E − V )S′

2qQ

]
dr


(

−Q
m+ S − E + V

)
. (30)

Такий же розв’язок для станiв з k < 0 записується у виглядi
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χ =
C−2√
qQ

exp

−
r∫

r2

[
q − (m+ S)V ′ + (E − V )S′

2qQ

]
dr


(
m+ S + E − V

−Q

)
. (31)

Наявна в (30) та (31) величина Q = q + |k|r−1, а функцiя q(r) задається формулою (10).
III. У “зовнiшнiй” класично дозволенiй дiлянцi r > r2 квазiстацiонарному становi вiдповiдає розбiжна хвиля:

χ =
C+

3√
pP

exp


r∫

r2

[
ip+

(m+ S)V ′ + (E − V )S′

2pP

]
dr


(

iP
m+ S − E + V

)
. (32)

Цей вираз слiд використовувати, розглядаючи стани з k > 0, при цьому величина P = p+ i|k|r−1, а радiяльний
iмпульс p(r) знову додатний. Аналогiчний вираз для станiв з k < 0 виглядає так:

χ =
C−3√
pP

exp


r∫

r2

[
ip− (m+ S)V ′ + (E − V )S′

2pP

]
dr


(
m+ S + E − V

iP

)
. (33)

III.2. Формули зв’язку ВКБ-розв’язкiв. От-
риманi в п. III.1 квазiкласичнi формули апроксиму-
ють шуканий розв’язок системи Дiрака (3) при всiх
r, за винятком малих околiв т. п. rj (j = 0, 1, 2). Єди-
ний розв’язок системи (3) на всьому iнтервалi значень
r можна одержати обходом (у площинi комплексної
змiнної r) т. п. rj та встановленням зв’язку мiж коефi-
цiєнтами C±j квазiкласичних розв’язкiв (25)–(33), по-
будованих у рiзних дiлянках. Точний математичний
розгляд проблеми зв’язку ВКБ-розв’язкiв потребує,
взагалi кажучи, урахування можливости зближення
полюса другого порядку в точцi r = 0 та т. п. r0, т. п.
r0 та r1 (вузька яма, глибокi пiдбар’єрнi резонанси з
енерґiєю поблизу дна потенцiяльної ями) та наявно-
сти точок перегину ефективної потенцiяльної енерґiї
U(r, E). У задачах, пов’язаних з описом квазiстацiо-
нарних станiв iз великими квантовими числами, з’яв-
ляються додатковi труднощi, що виникають щоразу,
коли доводиться враховувати зближення (мiж собою)
т. п. r1 i r2 (вузький бар’єр, рiдберґiвськi стани атомiв
з енерґiєю, близькою до вершини бар’єра: Er → Um)
та змiщення т. п. r1, r2 в комплексну площину (комп-
лекснi потенцiяли, надбар’єрнi резонанси, якi лежать
вище вiд класичного порога йонiзацiї: Er > Um). Ми,
однак, не торкатимемося цього кола значно складнi-
ших, але водночас i цiкавiших задач; їх розгляд вихо-
дить за межi цiєї працi й може бути предметом окре-
мого дослiдження. Тут проаналiзуємо тiльки найти-
повiший випадок, коли всi три т. п. rj (j = 0, 1, 2) ду-
же рознесенi, i їх можна вивчати незалежно одна вiд
одної. Точнiше, припустимо, що виконуються умови

∣∣∣∣∣∣∣
rj+1∫
rj

p(r) dr

∣∣∣∣∣∣∣� 1, j = 0, 1.

(Як правило, саме з такою ситуацiєю ми матимемо

справу у фiзичних задачах наступних роздiлiв). Тодi
для обходу таких точок та зшивання ВКБ-розв’язкiв
можна скористатися стандартними рецептами [5–8].
Один з них, який запропонували Цваан та Штюкель-
берґ, а згодом розвинутий у цiлiй низцi праць, вико-
ристовує факт стрибкоподiбної змiни коефiцiєнтiв C±j
(явище Стокса) асимптотичного зображення розв’яз-
ку в околi т. п. rj при переходi через лiнiю Стокса

Re

r∫
rj

p(r′) dr′ = 0

та вимогу однозначности точного розв’язку при об-
ходi вздовж замкнутого контуру навколо розгляданої
т. п.

Iнший можливий прийом полягає в тому, що по-
близу т. п. rj (j = 1, 2) система Дiрака (3) зводиться
до рiвняння другого порядку (типу нерелятивiстсько-
го рiвняння Шрединґера) з потенцiялом, лiнiйно за-
лежним вiд r− rj , розв’язок якого описують так зва-
ною функцiєю Ейрi. Потiм потрiбно зшити вказаний
точний розв’язок iз квазiкласичним по обидва боки
вiд т. п. rj . Оскiльки деталi обох методiв досить пов-
но викладенi в багатьох лiтературних джерелах, ми
обмежимося тут лише вказiвкою рецепта розв’язан-
ня проблеми зшивання ВКБ-розкладiв та як пiдсум-
ковий результат наведемо остаточнi формули зв’язку
мiж коефiцiєнтами C±j квазiкласичних розв’язкiв рiв-
няння Дiрака для розгляданої задачi з трьома iзольо-
ваними т. п.:

1. Дiють звичайнi [5–8] формули зв’язку ВКБ-
розв’язкiв злiва та справа вiд т. п. rj , якщо
в асимптотичних формах вигляду (30), (31)
та (32), (33) слiдкувати за поведiнкою в око-
лi розгляданої т. п. тiльки головних множникiв
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p−1/2 exp{±
r∫

rj

p dr}, синґулярних при r → rj .

2. Побудованi, згiдно з указаним рецептом, кiнцевi
формули зв’язку мiж коефiцiєнтами C±j квазi-
класичних розв’язкiв (25)–(33) в дiлянках I–III
мають такий вигляд:

C±2 = −iC±3 = ∓C
±
1

2

[
E − V (r1) +m+ S (r1)

|k| r−1
1

]± 1
2

× exp

−
r2∫

r1

[
q ± (m+ S)V ′ + (E − V )S′

2qQ

]
dr

 . (34)

Хоч отриманi квазiкласичнi формули (25)–(34) ма-
ють досить складну аналiтичну структуру, їх застосу-
вання до конкретних задач не викликає принципових
труднощiв, оскiльки всi величини, що входять в F та
G, визначенi через одновимiрнi квадратури.

III.3. Рiвняння для енерґiї квазiстацiонарних
рiвнiв. Як уже було сказано в п. III.1, визначаю-
чи квазiстацiонарнi стани, зазвичай вимагають, щоб
розв’язок рiвняння Дiрака на нескiнченностi становив
розбiжну хвилю (2), (32), (33); це вiдповiдає частинцi,
що врештi-решт вилiтає iз системи при її розпадi [5].
Умова вiдсутности збiжної компоненти в асимптотич-
ному виразi для хвильвої функцiї квазiстацiонарно-
го стану вiдбирає комплекснi власнi значення енерґiї
E = Er− iΓ/2, де Er — положення, а Γ — ширина ре-
зонансу, який вiдповiдає квазiстацiонарному становi.
Величина Γ додатна; вона визначає ймовiрнiсть роз-
паду за одиницю часу: W = Γ/~.

Виведемо умову, яка характеризує положення ква-
зiстацiонарних рiвнiв у квазiкласичному випадку.
Нехтуючи проникнiстю бар’єра в дiлянцi r1 < r < r2
та вважаючи, що злiва i справа вiд потенцiяльної ями
r0 < r < r1 залишаються тiльки експоненцiяльно
спаднi ВКБ-розв’язки, знаходимо з (25) умову кван-
тування:

r1∫
r0

(
p+

k w

p r

)
dr =

(
nr +

1
2

)
π, nr = 0, 1, 2, . . . ;

(35)

тут через nr позначено радiяльне квантове число. Рiв-
няння (35) визначає дiйсну частину енерґiї рiвня Er.
Воно вiдрiзняється вiд звичайної квазiкласичної умо-
ви квантування Бора–Зоммерфельда [5] релятивiст-
ським виразом для квазiiмпульсу p(r) та врахуван-
ням поправки (∼ w(r)) на спiн-орбiтальну взаємодiю,
що приводить до розщеплення рiвнiв iз рiзним знаком
квантового числа k.

Як видно з виразу (28) для w(r), за тонке розщеп-
лення рiвнiв вiдповiдальною є рiзниця V ′ − S′, у якiй
адитивнi внески за рахунок скалярного (−S′) та век-
торного (V ′) варiянтiв взаємодiї мають протилежнi
знаки. Формальна причина цього полягає в тому, що
знак спiн-орбiтальної взаємодiї залежить вiд лоренце-
вої структури потенцiялу взаємодiї. Це, мiж iншим,
можна розглядати як вiдображення тiєї обставини,
що у векторному полi спiни частинок орiєнтуються
в напрямку [Fv p], де Fv = −n dV/dr — сила, що дiє
на частинку, p — її iмпульс, n — одиничний вектор у
напрямку вектора r, а в скалярному полi — в напрям-
ку − [Fs p], де Fs = −n dS/dr. Цi мiркування наочно
пояснюють той факт, що в скалярному полi рiвень
j = 3/2, l = 1 лежить нижче вiд рiвня j = 1/2, l = 1,
а у векторному полi — навпаки.

Ми побачимо далi (розд. IV), що в загальнiшо-
му випадку взаємодiї частинки зi скалярним та век-
торним полями одночасно величина й характер спiн-
орбiтального розщеплення рiвнiв iстотно залежать вiд
вiдносної ролi вказаних взаємодiй. Отже, вiдомостi
про положення та тонке розщеплення рiвнiв у цiло-
му можуть уже виявити роль кожного з потенцiялiв
S(r) та V (r) окремо.

У зв’язку з урахуванням в умовi квантування (35)
лише спiн-орбiтальної поправки та нехтуванням по-
правкою за рахунок спiн-спiнового зв’язку необхiдно
зробити таке пояснення. Зрозумiло, якщо дiяти фор-
мально, то за допомогою розвинутої в попередньому
роздiлi рекурентної технiки можна було б отримати
для енерґiї рiвня Er i точнiше рiвняння, яке поряд
зi спiн-орбiтальною враховує ще й поправку на спiн-
спiнову взаємодiю. Нагадаємо, що для включення та-
кої поправки в (35) нам довелося б обчислити функцiї
y1(r) i ϕ(1)(r), тобто врахувати члени порядку ~ у ква-
зiкласичних розкладах (6), (7). Однак таке уточнення
умови квантування (35) навряд чи має сенс, оскiль-
ки врахування спiн-спiнової взаємодiї (на вiдмiну вiд
спiн-орбiтальної) є превищенням точности квазiкла-
сичного розрахунку. Нижче (розд. IV) ми покажемо
це на прикладi кулонiвського та осциляторного по-
тенцiялiв, для яких формула квантування (35) точно
вiдтворює енерґетичний спектр. Наголосимо також,
що рiвнi енерґiї, розрахованi за цiєю формулою для
ряду iнших модельних потенцiялiв, добре узгоджую-
ться з точними значеннями, навiть якщо ширина ями
r0 < r < r1 невелика.

Перейдемо до обчислення ширини рiвня Γ =
2 ImE. Для цього домножмо перше рiвняння систе-
ми (3) на G∗, друге (пiсля попереднього переходу
до комплексно-спряжених величин G∗, F ∗ та E∗ =
Er + iΓ/2) — на F , додаймо їх та проiнтеґруймо за
змiнною r вiд 0 до ∞. Потiм iнтеґрал за r вiд ком-
бiнацiї G∗F ′ + G∗′F = (G∗F )′ легко обчислюється в
загальному виглядi; при цьому слiд урахувати, що на
нижнiй межi (при r = 0) добуток G∗F обертається в
нуль i нетривiяльний внесок дає тiльки верхня межа
iнтеґрування (r = ∞). В остаточному рiвняннi бiль-
шiсть отриманих членiв дiйснi, i, взявши всюди уявнi
частини, ми одразу ж прийдемо до шуканого резуль-
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тату:

Γ = −2 Im[G∗(r)F (r)]r→∞. (36)

Цей результат для ширини резонансу Γ можна
одержати також i безпосереднiм обчисленням потоку
частинок, якi вiдлiтають на нескiнченнiсть, при нор-
муваннi на одну частинку в дiлянцi r0 < r < r1. Ви-
користовуючи тепер асимптотичнi зображення (32),
(33) радiяльних функцiй F та G праворуч вiд т. п.
r2, а також формули зв’язку (34) мiж нормувальни-
ми константами C±j в дiлянках I–III, знаходимо в го-
ловному ВКБ-наближеннi для ширини рiвня Γ такий
вираз:

Γ =
Γ0

T
exp

−2

r2∫
r1

q(r)dr

 , (37)

де

Γ0 = exp

2k

r2∫
r1

w

r q
dr

 , (38)

а наявний тут перiод радiяльних коливань T установ-
лений у (29).

Вiдзначмо, що отримана квазiкласична формула
(37) є релятивiстським узагальненням добре вiдомої
формули Гамова для ширини квазiстацiонарного рiв-
ня. Нетривiяльним моментом такого узагальнення є
видозмiна виразу для перiоду коливань T та поява
в передекспонентi виразу (37) додаткового множни-
ка Γ0, який залежить вiд знака квантового числа k i
зумовлений спiн-орбiтальним зв’язком у сумiшi ска-
лярного S(r) i векторного V (r) потенцiялiв. У нере-
лятивiстському випадку цей множник практично не
вiдрiзняється вiд одиницi й формула (37) допускає на-
очну iнтерпретацiю. А саме, 1/T є кiлькiстю ударiв
за одиницю часу частинки (локалiзованої всерединi
дiлянки I) об внутрiшню стiнку (r = r1) потенцiяль-
ного бар’єра r1 < r < r2, а експоненцiяльний множ-

ник exp{−2
r2∫
r1

q dr} вiдповiдає ймовiрностi проходжен-

ня крiзь цей бар’єр при кожному ударi.
Отже, формули (35), (37) являють собою основний

пiдсумок проведеного дослiдження: вони визначають
спектр квазiстацiонарних станiв спiнорної частинки
(s = 1/2) в ЕП U(r, E) бар’єрного типу.

Задля уникнення непорозумiнь тут важливо пiд-
креслити, що коли ми говоримо про потенцiял ба-
р’єрного типу (або ж, еквiвалентно, потенцiял з ба-
р’єром), то маємо на увазi не вихiднi потенцiяли V (r)
та S(r), що безпосередньо входять у систему рiвнянь
Дiрака (3), а породжуваний ними (згiдно з виразом
(22)) енерґозалежний ЕП U(r, E). У дещо загальнiшiй
(нiж при означеннi (22)) постановцi ЕП виникає при
квадруваннi рiвняння Дiрака, тобто зведеннi системи

рiвнянь (3) до (одного) математично еквiвалентного
рiвняння другого порядку (шрединґерiвського типу);
при цьому до виразу (22) для U(r, E) додаються не-
великi спiновi поправки, що мiстять функцiю w(r). У
нерелятивiстському випадку U(r, E) ≈ S(r) + V (r);
коли ж енерґiя зв’язку рiвня Eb = m−Er порiвняна з
енерґiєю спокою m, вiдмiннiсть мiж потенцiялами U
та S + V стає доволi iстотною.

На завершення цього роздiлу зазначимо, що при
виключеному скалярному полi (S = 0) отриманi тут
квазiкласичнi формули для Er та Γ повнiстю узго-
джуються з вiдомими результатами [32, 33] для цих
же характеристик резонансiв у чисто векторному по-
лi: V (r) = −eA0(r), A = 0.

Переходячи до конкретних застосувань розвинуто-
го методу, апробуймо спочатку правило квантування
(35) на модельних потенцiялах, для яких усi обчис-
лення проводимо аналiтично.

IV. ПОРIВНЯННЯ З ТОЧНИМИ
РОЗВ’ЯЗКАМИ

Розгляньмо декiлька прикладiв потенцiялiв V (r) та
S(r), для яких квазiкласична умова квантування (35)
дає точнi значення всiх рiвнiв енерґiї, включаючи й
основнi стани.

Приклад 1. Почнiмо з однiєї з найпростiших за-
дач — обчислення спектра релятивiстських зв’язаних
станiв у сумiшi скалярного S(r) та векторного V (r)
потенцiялiв притягання кулонiвського типу:

V (r) = −ξ
r
, S(r) = −ξ

′

r
. (39)

Тут ξ та ξ′ — електростатична та вiдповiдно скалярна
константи зв’язку. Цю задачу часто використовують
як модельне наближення, дослiджуючи рух лептонiв
у полi атомних ядер [47, 48]. У припущеннi слабко-
го зв’язку, коли застосовна теорiя збурень, кулонiв-
ський потенцiял V (r) = −ξ/r виникає в нижчому на-
ближеннi однофотонного обмiну мiж ядром та лепто-
ном, що рухається навколо нього, тодi як скалярний
кулоноподiбний потенцiял S(r) = −ξ′/r породжуєть-
ся одиничним обмiном “безмасовим”, скалярним мезо-
ном. Зрозумiло, при такому виборi форми S(r) можна
сподiватися лише на якiсне уявлення про структуру
енерґетичного спектра лептонних атомiв [47, 48]. Рiч
тут, звичайно, у тому, що нерiдко цитований у лiте-
ратурi скалярний σ-мезон має занадто велику масу,
i тому вiдповiдний скалярний потенцiял насправдi є
короткодiйним. Подальшi фiзичнi деталi цiєї моделi
можна знайти в [47,48].

За допомогою позначень

λ =
(
m2 − E2

)1/2
, γ =

(
k2 − ξ2 + ξ′2

)1/2 (40)

вирази (26), (28) для p(r) та w(r) можна записати так:
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p(r) =
λ

r

√
(r − r0)(r1 − r),

w(r) = − m+ E

2 [ξ − ξ′ + (m+ E) r]
, (41)

де точки повороту r0 та r1 визначаються формулами

r0,1 =
1
λ2

[
ξE + ξ′m∓

√
(ξE + ξ′m)2 − λ2γ2

]
. (42)

У цих позначннях умова квантування (35) набирає вигляду

λ

r1∫
r0

√
(r − r0)(r1 − r)

dr

r
− k(m+ E)

2λ

r1∫
r0

dr

[ξ − ξ′ + (m+ E) r]
√

(r − r0)(r1 − r)

=
(
nr +

1
2

)
π, nr = 0, 1, 2, . . . . (43)

Нам буде зручно позначити через I1 та I2 перший та вiдповiдно другий iнтеґрали в лiвiй частинi рiвняння
(43). Обчислення кожного з них можна провести в три етапи. Спочатку за допомогою замiни змiнної iнтеґру-
вання r = [(r1− r0)x+ (r1 + r0)]/2 квадратичнi форми пiд знаком радикалiв в I1 та I2 зводимо до дiягональної
форми. Потiм за допомогою другої пiдстановки y = [(1−x)/(1+x)]1/2 пiдiнтеґральнi вирази в I1 та I2 зводимо
до рацiонального вигляду

I1 = λ
(r1 − r0)2

r0

+∞∫
−∞

y2

(1 + y2)2(y2 + a2)
dy, (44)

I2 = −k
2

√
m+ E

m− E
· 1√

[ξ − ξ′ + r1(m+ E)] [ξ − ξ′ + r0(m+ E)]

+∞∫
−∞

dy

y2 + 1
, (45)

де a2 = r1/r0. I нарештi, наявнi в (44) (45) iнтеґрали можна обчислити за допомогою теореми про лишки.
Для цього контур iнтеґрування в обох iнтеґралах (44), (45) потрiбно замкнути пiвколом нескiченно великого
радiуса, розташованого у верхнiй пiвплощинi комплексної змiнної y, та врахувати, що полюси пiдiнтеґрального
виразу в (44) перебувають у точках y = ia та y = i, причому останнiй є полюсом другого порядку. Функцiя пiд
знаком iнтеґрала (45) має у верхнiй пiвплощинi єдиний простий полюс у точцi y = i. Обчисливши в (44), (45)
iнтеґрали за лишками пiдiнтеґральних функцiй, остаточно отримаємо

π

2

{
λ r0

(√
r1
r0
− 1
)2

−
√
m+ E

m− E
k√

(ξ − ξ′)2 + (ξ − ξ′)(m+ E)(r0 + r1) + r0r1(m+ E)2

}
=
(
nr +

1
2

)
π. (46)

Пiсля спрощення це дає рiвняння для визначення власних значень енерґiї:

ξE + ξ′m√
m2 − E2

− γ − 1
2

sgn k = nr +
1
2
. (47)

Розв’язуючи це рiвняння щодо E, знаходимо

E = m

 −ξξ′

ξ2 + (N + γ)2
∓

( ξξ′

ξ2 + (N + γ)2

)2

− ξ′2 − (N + γ)2

ξ2 + (N + γ)2

1/2
 , (48)
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причому N = nr+(1+sgn k)/2 = n−|k|, k = ∓(j+1/2)
для станiв з j = l ± 1/2, а n = 1, 2, . . . — головне
квантове число. Ця формула збiгається (при всiх зна-
ченнях nr та k) з вiдомим точним виразом (див. [47,
с. 186]) для спектра спiнорного рiвняння (1) зi скаляр-
ним та електростатичним потенцiялами кулонiвсько-
го типу (39), хоча, згiдно з квазiкласичним способом
отримання цiєї формули, вона формально застосовна
лише для nr � 1.

Проаналiзуймо коротко результати, якi виплива-
ють з (48) у деяких найважливiших випадках.

А. Розгляньмо спочатку випадок, коли зовнiшнє
електростатичне поле виключене (ξ = 0) i, отже, ви-
раз для дискретних рiвнiв енерґiї (48) набирає вигля-
ду

E± = ±m

√
1− ξ′2

(n− |k|+ γ)2
; (49)

де тепер γ =
√
k2 + ξ′2. Ця формула показує, що рiв-

няння Дiрака зi скалярним зв’язком при S(r) = −ξ′/r
має двi симетрично розташованi (щодо нульового рiв-
ня E = 0) гiлки енерґетичного спектра масивних фер-
мiонiв вiдповiдно до двох можливих значень квад-
ратного кореня (49). Бiльш конкретно, додатний знак
кореня (49) вiдповiдає спектровi енерґiй частинки, а
вiд’ємний — спектровi енерґiй античастинки. Ми ба-
чимо, отже, що специфiка розгляданого спiнорного
рiвняння (1) зi скалярним зв’язком проявляється в
тому, що воно описує одночасно поведiнку частинки
та античастинки. При цьому всерединi кожної гiлки
спектра порядок розташування рiвнiв енерґiї, почи-
наючи з основного стану, такий: 1S1/2, 2P3/2, 2S1/2 та
2P1/2, 3S1/2 тощо.

Зазначимо ще, що зi зростанням константи скаляр-
ного зв’язку ξ′ енерґетична щiлина мiж спектрами
частинок та античастинок зменшується, причiм у гра-
ницi ξ′ →∞ рiвнi енерґiї асимптотично прямують до
нульового значення (E± → ±0), нiколи не досягаючи
його. Саме тому анi народження пар, анi зiткнення
рiвнiв частинок та античастинок тут не вiдбувають-
ся, тобто дiракiвський вакуум стiйкий при скалярно-
му зв’язку.

Б. Розгляньмо тепер, що дiється, коли виключене
зовнiшнє скалярне поле (ξ′ = 0). Поклавши в (48)
ξ′ = 0, отримаємо вiдому формулу Зоммерфельда [2]
для тонкої структури рiвнiв водневоподiбного атома:

Enj = m

[
1 +

ξ2

(n− |k|+ γ)2

]−1/2

. (50)

Тут γ =
√
k2 − ξ2, ξ = Zα = Z/137, Z — заряд яд-

ра, а α — стала тонкої структури. Друга гiлка спек-
тра енерґiї, що вiдповiдає вiд’ємному знаковi перед
коренем у (48), вiдкинута, оскiльки в цьому частин-
ковому випадку, ξ′ = 0, вона приводить до сторон-
нього розв’язку вихiдного рiвняння (47) — при E < 0
та ξ′ = 0 лiва частина (47) вiд’ємна, а права додат-

на. З цiєю математичною обставиною пов’язаний той
добре вiдомий факт, що в дискретному спектрi рiв-
няння Дiрака з векторним зв’язком вiдсутнi зв’язанi
стани для античастинок при заданому знаковi потен-
цiялу V (r) < 0, незважаючи на ефективне притяган-
ня U(r, E) ∼ −V 2/2m на малих вiдстанях, яке iснує
як для частинок, так i для античастинок. Як випли-
ває з (50), усякий рiвень дискретного спектра в ку-
лонiвському полi ядра Z виникає тiльки з верхнього
континууму i монотонно опускається зi зростанням Z
до нуля. При ξ = |k| параметр γ в (50) має кореневу
особливiсть, яка приводить до комплексних значень
енерґiї Enj при подальшому продовженнi (50) в дi-
лянку ξ > |k| = j + 1/2. Докладнiше обговорення пи-
тань, пов’язаних з указаною особливiстю, мiститься
в оглядах [29, 30] та монографiях [21, 31, 47, 48]. Вiдо-
мо, що при врахуваннi скiнченних розмiрiв ядра ця
аномалiя зникає i зв’язанi стани електрона в сильно-
му полi обрiзаного (на малих вiдстанях: r 6 10−12

см) кулонiвського потенцiялу iснують аж до Zc, де
Zc — значення заряду Z, при якому енерґiя розгля-
даного стану досягає межi нижнього (позитронного)
континууму — m. Для перших чотирьох рiвнiв 1S1/2,
2P1/2, 2S1/2, 2P3/2 розрахунки дають такi значення
величини критичного заряду Zc: 172, 185, 245 та 255,
вiдповiдно до [30]. Суттєво, що при Z < Zc (1S1/2)
електроннi та позитроннi стани не переплутуються;
для рiвняння Дiрака нема “позитронних рiвнiв”, якi б
виникали з нижнього континууму. Таким чином, при
Z < Zc спектр рiвняння Дiрака в полi ядра повнiстю
визначений. Очевидно, що явища, якi постають при
Z > Zc, мають суттєво багаточастинковий характер i
їх слiд описувати в межах теоретико-польового фор-
малiзму [31,49].

Отже, на пiдставi сказаного констатуємо: оскiльки
аналiзоване тут кулонiвське поле ядра по-рiзному дiє
на частинки та античастики (притягує електрони та
вiдштовхує позитрони), спектри енерґiй для частинок
(електронiв) та античастинок (позитронiв) несимет-
ричнi. Саме в цьому полягає принципова вiдмiннiсть
цього випадку вiд попереднього — взаємодiї масивних
фермiонiв зi скалярним зовнiшнiм полем кулонiвсько-
го типу (39); вплив останнього зводиться до того, що
змiнюється тiльки маса (яка однакова для обох типiв
фермi-частинок — електронiв та позитронiв). Це озна-
чає, що, на вiдмiну вiд електростатичного, скалярне
поле дiє однаково як на частинки, так i на античас-
тинки (i саме тому дискретнi спектри електронiв та
позитронiв симетричнi для спiнорного рiвняння (1) iз
чисто скалярним зв’язком (ξ = 0)).

В. Зупинiмся ще на одному важливому частковому
випадку, що реалiзується при ξ = ξ′. У цiй ситуацiї
γ = |k|, n− |k|+ γ = n i вираз (48) помiтно спрощує-
ться:

E± = m

[
−ξ2

ξ2 + n2
± n2

ξ2 + n2

]
. (51)

У наведеному виразi гiлку спектра E− = −m, що
вiдповiдає нижньому знаковi (мiнус), слiд вiдкинути,
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оскiльки в розгляданому частковому випадку ξ = ξ′

вона приводить до порушення умови (47). Тодi гiлка
спектра, що залишилась у (51), дає енерґiю частинки:

E+ = m

[
1− 2ξ2

ξ2 + n2

]
. (52)

Звiдси випливає, що зi зростанням константи зв’язку
ξ енерґетична щiлина ∆ = m+E+ мiж зв’язаним ста-
наном i нижнiм континуумом зменшується. Проте в
границi ξ →∞ рiвнi енерґiї не входять у нижнiй кон-
тинуум, а лише асимптотично наближаються до його
межi, нiколи не досягаючи значення E = −m. При
частковому значеннi ξ = 1 енерґiя нижнього рiвня
n = 1 дорiвнює нулевi.

Розгляньмо питання про застосовнiсть квазiкласич-
ного наближення до аналiзованого тут складеного по-
ля кулонiвського типу (39). Щоб отримати кiлькiсну
оцiнку, перетворiмо вираз (41) для квазiкласичного
iмпульсу p(r) до вигляду

p(r) =
γ

r

√(
r

r0
− 1
)(

1− r

r1

)
, (53)

де γ визначається виразом (40). Тодi умова застосов-
ности квазiкласичного розгляду набирає такої форми:

d

dr

(
1
p

)
= γ−1

(
r

rmin
− 1
)

×
[(

r

r0
− 1
)(

1− r

r1

)]−3/2

� 1 (54)

i виконується тим краще, чим бiльше γ. Тут rmin —
та точка, у якiй ефективний потенцiял (22) досягає
мiнiмуму: r−1 =

(
r−1
0 + r−1

1

)
/2. При виконаннi умо-

ви ξ′ > ξ (що вiдповiдає сильному скалярному полю)
розв’язок системи Дiрака (3) для розгляданих потен-
цiялiв (39) має квазiкласичний вигляд у всiй змiнi
змiнної r, за винятком вузьких iнтервалiв, що безпосе-
редньо примикають до точок повороту r0 та r1. Якщо
ж ξ � ξ′, то умова застосовности ВКБ-наближення
така ж, що й у випадку сильного кулонiвського поля
в теорiї надкритичних атомiв [32,33].

При γ � 1 в дiлянцi невеликих r < r1 в ефективно-
му потенцiялi (22) важливу роль (домiнуючу при r →
0) вiдiграє вiдцентровий потенцiял γ2/2mr2. У цiй дi-
лянцi iмпульс p(r) ∼ γ/r, а вiдношення двох доданкiв
пiд знаком iнтеґрала у (35) становить ∼ kγ−2rw(r) ∼
(ξ′ − ξ)−1. Оскiльки квазiкласичне наближення для
хвильової функцiї має при ξ′ � ξ ∼ 1 точнiсть поряд-
ку (ξ′ − ξ)−2 (див. [21]), то спiн-орбiтальнi члени (як
поправки порядку (ξ′− ξ)−1) повиннi бути збереженi.

Приклад 2. Отримаємо спектр енерґiй релятивiст-
ської частинки масиm та спiну 1/2 в сумiшi скалярно-
го та векторного потенцiялiв осциляторного вигляду

S(r) = V (r) = ω
r2

4
, ω > 0. (55)

Розв’язок спектральної задачi для рiвняння Дiрака з
такими потенцiялами становить певний теоретичний
iнтерес для спектроскопiї гадронiв у межах реляти-
вiстських потенцiяльних моделей [36–38].

Зрозумiло, що складена лише з потенцiялiв осциля-
торного типу (55) модель мiжкваркової (Qq̄) взаємодiї
не враховує кулонiвського притягання на малих вiд-
станях, що вiдповiдає за взаємодiю вiльних кваркiв.
Проте в дiлянцi великих r вона враховує ефективно
натяг струни, який забезпечує конфаймент кваркiв
усерединi гадронiв. Крiм того, для цiєї простої моде-
лi Qq̄ — взаємодiї рiвняння Дiрака допускає точний
розв’язок, що саме по собi є цiкавим.

Для потенцiялiв (55)

p(r) =
β√
2 r

[
(r2 − r20)(r21 − r2)

]1/2
, w(r) = − 1

2 r
,

(56)

β =
√
ω(E +m), а точки повороту r0 та r1 визначаю-

ться формулами

r0,1 =
1√
ω

[
E −m∓

√
(E −m)2 − 2 k2ω2β−2

]1/2

.

(57)

Замiнiмо в (35) iмпульс p(r) i функцiю w(r) їхнiми яв-
ними виразами (56) та перейдiмо до iнтеґрування за
новою змiнною x = r2. У результатi цих претворень
правило квантування (35) набирає вигляду

β

23/2

x1∫
x0

√
(x− x0)(x1 − x)

dx

x

− k

23/2 β

x1∫
x0

dx

x
√

(x− x0)(x1 − x)
=
(
nr +

1
2

)
π, (58)

де nr = 0, 1, 2, . . . , новi межi области iнтеґрування ви-
значаються за формулами x0 = r20, x1 = r21.

Обчислити наявнi в (58) iнтеґрали квантування
можна з допомогою теорiї лишкiв за такою ж схемою,
як i у випадку аналогiчних iнтеґралiв I1, I2 в лiвiй
частинi рiвняння (43). Оскiльки всi необхiднi для та-
кого обчислення технiчнi деталi ми вже й так досить
докладно описали вище, наведемо тут тiльки остаточ-
ний результат:

β (E −m)
23/2 ω

− |k|
2
− 1

4
sgn k = nr +

1
2
. (59)

Якщо ввести позначення K = |k| + (1 + sgn k)/2 i за-
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мiнити параметр β його явним виразом, то останню
рiвнiсть можна переписати так:

(E −m)
√

2 (E +m)− (4nr + 2K + 1)
√
ω = 0. (60)

Розв’язуючи це рiвняння стосовно E, ми знайдемо
власнi значення енерґiї як функцiї вiд квантових чи-
сел nr та K:

Enr,K =
(
2m+ 8 · 22/3m2A−1/3 + 21/3A1/3

)
/6, (61)

де введено позначення

A = −B +
√
B2 − 1024m6,

B = 32m3 − 27ω (1 + 2K + 4nr)
2
.

Умова застосовности отриманого виразу (61): nr �
1. Як буде показано в Додатку, при точному знахо-
дженнi розв’язкiв рiвняння Дiрака зi скалярним S(r)
та векторним V (r) потенцiялами осциляторного типу
(55) енерґiя стацiонарних станiв дається формулою
(61) для всiх значень nr.

Як видно з (61), кожен стан характеризується дво-
ма квантовими числами nr та K. Енерґiя залежить
тiльки вiд комбiнацiї квантових чисел: 2nr + K = Λ,
тому Λ = 1, 2, 3, . . . можна назвати головним кванто-
вим числом. Кожне значення Λ > 3 може бути реалi-
зоване кiлькома комбiнацiями значень nr i K, внаслi-
док чого енерґетичнi рiвнi (61) зi значенням Λ > 3 є
виродженими. Слiд зауважити, що це виродження є
“випадковим”: воно зумовлене не симетрiєю задачi, а
квадратичною залежнiстю вихiдних потенцiялiв (55)
вiд радiуса r.

Приклад 3. Одержимо спектр енерґiй рiвняння
Дiрака для безмасового фермiона в зовнiшньому ска-
лярному полi з комбiнованим потенцiялом типу “лiй-
ки”:

S(r) = −ξ
′

r
+ σr, σ > 0; V (r) = 0. (62)

Специфiка цiєї моделi зi скалярним варiянтом взаємо-
дiї (62) проявляється, зокрема, в питаннi про спонтан-
не порушення кiральної симетрiї в початково симет-
ричнiй системi. Уся рiч у тому, що для безмасової час-
тинки (m = 0) рiвняння Дiрака (1) iз чисто векторним
зв’язком (при S(r) = 0) iнварiянтне щодо ґлобально-
го перетворення хвильової функцiї: Ψ → exp(iα′γ5)Ψ,
Ψ̃ → Ψ̃ exp(iα′γ5). З погляду спектра, кiральна си-
метрiя проявляється у виродженнi всiх станiв за пар-
нiстю; конкретнiше, маси станiв 0+ i 0− (чи 1+ i 1−)
однаковi.

Iнварiантнiсть щодо ґлобальних перетворень не ви-
черпує всiх властивостей симетрiї безмасового рiвнян-
ня Дiрака. Легко перевiрити, що в кiральнiй границi
(m = 0) система рiвнянь (3) iнварiянтна стосовно за-
гальнiших перетворень вигляду [35]

E → E, k → −k, S → −S,

V → V, G(r) → −F (r), F (r) → G(r), (63)

якi не пов’язанi з геометричною симетрiєю простору-
часу. Звiдси випливає, що за вiдсутности зовнiшнього
скалярного поля (S(r) = 0) спектр є виродженим що-
до знака дiракiвського квантового числа k; тобто вiн
залежить тiльки вiд повного моменту j, але не окре-
мо вiд його складникiв — орбiтального l та спiнового
s = 1/2 моментiв (кiральне виродження).

Як легко переконатися з безпосередньої превiрки,
безмасове рiвняння Дiрака iнварiянтне також стосов-
но перетворень зарядового спряження:

E → −E, k → −k, S → S,

V → −V, G(r) ↔ F (r). (64)

Ми бачимо, що цi претворення симетрiї контрасту-
ють з попереднiми (63) тим, що зв’язують стани з до-
датними та вiд’ємними значеннями енерґiї. Зокрема
за вiдсутности зовнiшнього електростатичного поля
(чисто скалярна взаємодiя) маємо подвоєння станiв
iз цим |En|, але протилежними знаками самої енерґiї
En = ±|En|. Ця обставина дозволяє обмежитись до-
кладним вивченням лише одної (додатної) гiлки спек-
тра En > 0, що робить простiшою задачу знаходжен-
ня власних значень енерґiї En системи Дiрака (3) зi
скалярним варiянтом взаємодiї (62). Цю останню за-
дачу можна розв’язати або чисельно, або у квазiкла-
сичному наближеннi, яке формально застосовне для
високозбуджених станiв, але (як буде показано ниж-
че) дає результати iз задовiльною точнiстю навiть для
основного та першого збудженого станiв.

Для потенцiялу (62) i частинки з нульовою масою
(m = 0) вирази (26), (28) для p(r) та w(r) набирають
вигляду

p(r) =
σ

r

[
(r2 − r20)(r21 − r2)

]1/2
,

w(r) = −1
2

(
1

r − P+
+

1
r − P−

)
, (65)

де

P± =
1

2σ

(
−E ±

√
E2 + 4ξ′σ

)
, γ =

√
k2 + ξ′2, (66)

а положення точок повороту r0 та r1 задається рiв-
нiстю

r0,1 =
1

21/2σ

√
E2 + 2ξ′σ ∓

√
(E2 + 2ξ′σ)2 − 4σ2γ2.

(67)

У цих позначеннях квазiкласичну умову квантування
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можна записати так:

σ

r1∫
r0

√
(r2 − r20)(r21 − r2)

dr

r

− k

2σ

∑
i=±

r1∫
r0

dr

(r − Pi)
√

(r2 − r20)(r21 − r2)
=
(
nr +

1
2

)
π,

nr = 0, 1, 2, . . . . (68)

Обчислення першого iнтеґрала квантування в лi-
вiй частинi (68) зводиться з допомогою певних замiн
змiнних iнтеґрування до обчислення за лишками вiд-
повiдного контурного iнтеґрала. Другий iнтеґрал в
(68) (що входить пiд знак суми) виражається через
повнi елiптичнi iнтеґрали першого K(ε) та третього
Π(α2, ε) роду [50]:

K(ε) =

π/2∫
0

dϕ√
1− ε2 sin2 ϕ

,

Π(α2, ε) =

π/2∫
0

dϕ

(1− α2 sin2 ϕ)
√

1− ε2 sin2 ϕ
. (69)

Пiсля цих обчислень квазiкласична умова квантуван-
ня (68) набирає форми трансцендентного рiвняння:

E2 + 2σ(ξ′ − γ)
4σ

− k

σ(r0 + r1)π

×
[
2r0

(
Π(α2

+, ε)
r20 − P 2

+

+
Π(α2

−, ε)
r20 − P 2

−

)

−
(

1
r0 + P+

+
1

r0 + P−

)
K(ε)

]
= nr +

1
2
. (70)

Тут використанi новi позначення

ε =

√
E2 + 2σ(ξ′ − γ)
E2 + 2σ(ξ′ + γ)

, α2
± = ε

P± + r0
P± − r0

.

Рiвняння (70) можна розв’язати в явному виглядi
у двох граничних випадках, σ → 0 та σ → ∞. Ниж-
че ми обмежимося розглядом практично важливого
випадку слабкого зв’язку, коли при порiвняно малих
значеннях параметра σ (а саме при σ . 0.2 ГеВ2) доб-
ре виконується умова E2

nrk � 2σγ для всiх можли-
вих значень енерґiї рiвнiв Enrk. У цьому разi наве-
денi формули помiтно спрощуються i рiвняння (70)
для квазiкласичного спектра остаточно набирає до-
волi простого вигляду

E2
nrk = 4σ

[
nr +

1
2

+
γ − ξ′

2
+

k

4γ
+

σk

2E2
nrk

R(Enrk)

]

+ O

( σγ

E2
nrk

)2
 , (71)

де σ > 0 й уведено таке позначення:

R(Enrk) =
1
π

(
0.38 + ln

E2
nr,k

σγ

)
.

Коли ж кулонiвський член у потенцiялi (62) вiдсутнiй
(тобто при ξ′ = 0), рiвняння (71) точно збiгається iз
запропонованою в працi [51] квазiкласичною умовою
квантування рiвнiв енерґiї в скалярнiй ямi U(r, E),
що породжується лiнiйним утримуючим потенцiялом,
S(r) = σr, V (r) = 0.

Рiвняння (71) для Enrk неважко розв’язати чисель-
но. Порiвняння результатiв таких розрахункiв Enrk з
точними значеннями [35], отриманими числовим iн-
теґруванням системи Дiрака (3), показує, що квазi-
класичне рiвняння (71) забезпечує цiлком прийнят-
ну точнiсть обчислення енерґетичного спектра: навiть
для нижнiх станiв з nr ∼ 1 похибка (71) у визначен-
нi Enrk не перевищує 5% та швидко зменшується зi
зростанням nr.

Поряд з прямим числовим розв’язанням трансцен-
дентних рiвнянь (70) та (71) здається доцiльним цi-
ною деяких спрощень або апроксимацiй сформулю-
вати наближенi аналiтичнi вирази для енерґетич-
них рiвнiв, якi дозволили б без особливих труднощiв
простежити залежнiсть Enrk вiд квантових чисел nr,
k та параметрiв моделi взаємодiї (62). При цьому за-
значимо, що для нижнiх станiв з радiяльним кван-
товим числом nr ∼ 1 величина R(Enrk) ∼= 0.6 ÷ 0.8.
Проте з подальшим зростанням nr ця величина швид-
ко виходить на одиницю i, як показують результати
числових розрахункiв, iснує досить протяжна дiлян-
ка енерґетичного спектра (див. табл. 1), у якiй можна
покласти R(Enrk) = 1. У цьому наближеннi рiвняння
(71) легко розв’язується, i для енерґiї стацiонарних
станiв Enrk одержуємо:

εnrk =
Enr,k√
σ

= ±
√
N ′ − ξ′ + [(N ′ − ξ′)2 + 2k]1/2

, (72)

де N ′ = 2nr + 1 + γ + k/2γ, а параметр γ визначе-
но формулою (66). Додатний знак кореня вiдповiдає
енерґiї частинки, а вiд’ємний — енерґiї античастин-
ки, узятої зi знаком “мiнус”. Стосовно формули (71)
та деяких особливостей релятивiстського спектра для
моделi потенцiялу (62) зробимо кiлька зауважень.

1. Залежнiсть Enrk(σ) ∝ σ1/2 випливає вже з мiр-
кувань скейлiнґу; замiна r → µ r у системi рiвнянь
(3) з масою m = 0 та комбiнованим потенцiялом
(62) при належному виборi масштабного множника
µ: r → r/

√
σ та Enrk =

√
σ εnrk.
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2. У безмасовому рiвняннi Дiрака в зовнiшньому
скалярному полi (62) при обох знаках параметрiв ξ′ i
σ iснує тiльки дискретний спектр. Ця обставина має
просте пояснення. На малих вiдстанях в ефективно-
му потенцiялi U(r, E) моделi (62) провiдну роль вi-
дiграє доданок γ2/r2, що вiдповiдає вiдштовхуванню
й унеможливлює “падiння на центр”, при будь-якому
значеннi параметра ξ′. З iншого боку, на великих вiд-
станях (де якраз i формується енерґетичний спектр)
в ЕП U(r, E) домiнує релятивiстський член S2/2m,
що приводить до квадратичного запирання (σ r)2/2m
(незалежно вiд знака параметра σ вихiдного скаляр-
ного потенцiялу (62)). Отже, ЕП U(r, E) цiєї моделi
завжди (як при додатних, так i при вiд’ємних значен-
нях σ та ξ′) має вигляд осциляторної потенцiяльної
ями. У цьому iстотна вiдмiннiсть вiд нерелятивiстсь-
кої потенцiяльної моделi, де при вiд’ємних значеннях
σ ефективний потенцiял у радiяльному рiвняннi Шре-
динґера має бар’єр, унаслiдок чого, замiсть дискрет-
них рiвнiв, виникають квазiстацiонарнi стани з комп-
лексною енерґiєю.

3. Спектр власних значень Enrk безмасового рiв-
няння (1) зi скалярним потенцiялом лiнiйного вигля-

ду S(r) = σr (V (r) ≡ 0) розраховано з високою точ-
нiстю в працi [35] прямим числовим iнтеґруванням
цього рiвняння. Порiвняння квазiкласичного виразу
(71) з отриманими в [35] числовими значеннями εnrk

та з результатами розв’язання трансцендентного рiв-
няння (70) на ЕОМ методом мiнiмiзацiї наведено в
табл. 1 для двох значень кулонiвського параметра ξ′:
ξ′ = 0 та 0.4. Видно, що сфера застосовности квазiк-
ласичної асимптотики (71), формально справедливої
за умови σ � 1 (для збуджених станiв з nr � 1), “за-
тягується” аж до загальноприйнятого натягу струни
σ ∼= 0.18 ГеВ2 навiть для основного (nr = 0) стану. Це
показує, що асимптотики квазiкласичного типу мо-
жуть бути корисними для якiсного аналiзу спектра
вихiдного рiвняння (1).

Нарештi, розрахунки енерґiї Enrk (якi ми тут не на-
водимо) з використанням трансцендентного рiвняння
(70) показують, що загальнi риси спектра слабо зале-
жать вiд величини й навiть знака параметра σ, як-
що |σ| . 0.2 ГеВ2. Однак це твердження несправедли-
ве для тонкої структури P -рiвнiв. Наприклад, P1/2-
рiвень лежить вище вiд P3/2-рiвня для σ > 0 i нижче
вiд P3/2, якщо σ < 0.

Стани ξ′ = 0 ξ′ = 0.4
nr k εnrk [35] εВКБ

nrk ε
(ас)
nrk EВКБ

nrk , ГеВ E
(ас)
nrk , ГеВ

0 −1 1.61944 1.62292 1.4142 0.55809
1 −1 2.60263 2.60381 2.5887 1.02972 1.04765
2 −1 3.29118 3.29182 3.2886 1.33819 1.35699
3 −1 3.85541 3.85581 3.8555 1.58633 1.60356

0 −2 2.14652 2.14721 2.0009 0.82198 0.72702
1 −2 2.95197 2.95230 2.9208 1.18994 1.18375
2 −2 3.57353 3.57371 3.5616 1.46502 1.46751
3 −2 4.09947 4.09961 4.0941 1.69492 1.69967

0 −3 2.56927 2.56951 2.4495 1.01854 0.95639
1 −3 3.26852 3.26871 3.2287 1.33151 1.31723

0 −4 2.93218 2.93231 2.8284 1.18253 1.15227

0 1 2.29403 2.29251 2.3178 0.93348 0.92051
1 1 3.03103 3.03038 3.0359 1.25659 1.23879
2 1 3.62598 3.62557 3.6265 1.51411 1.49669

0 2 2.70440 2.70391 2.7443 1.09944 1.10954
1 2 3.35376 3.35350 3.3693 1.38451 1.38364

0 3 3.05967 3.05589 3.1021 1.24973 1.26591

0 4 3.40866 3.36945 3.4183 1.38513 1.40086

Таблиця 1. Власнi значення Enrk та εnrk безмасового рiвняння Дiрака зi скалярною взаємодiєю (62) для двох значень
кулонiвського параметра ξ′.

Примiтка: При даних nr, k, ξ′ та |σ| = 0.18 ГеВ2 значення εnrk — результат числового розрахунку [35]; εВКБ
nrk та EВКБ

nrk

— результати числового розв’язання трансцендентного рiвняння (70); ε
(ас)
nrk , E

(ас)
nrk — асимптотика (71).
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ДОДАТОК

Знайдiмо точнi розв’язки та спектр енерґiй рiвняння Дiрака (1) у зовнiшньому центрально-симетричному
полi, що задається скалярним S(r) i векторним V (r) потенцiялами осциляторного типу (55). Виключаючи, як
завжди, iз системи (3) одну з функцiй (наприклад, G(r)), отримаємо рiвняння другого порядку для визначення
F (r):

d2F (r)
dr2

+
[
(E +m)

(
E −m− ω r2

2

)
− k(k + 1)

r2

]
F (r) = 0. (Д1)

Вiдповiдно до характеру асимптотичної поведiнки радiяльних функцiй F (r), G(r) при великих r i на малих
вiдстанях будемо шукати розв’язок рiвняння (Д1) у виглядi

F (r) = e
− β

23/2 r2

rKf(ρ), (Д2)

де ρ = βr2/
√

2, а параметри β i K означенi в (56) та (60) вiдповiдно. Пiдстановка цього виразу в (Д1) приводить
до наступного рiвняння для функцiї f(ρ):

ρf ′′(ρ) + (4α− ρ)f ′(ρ)−
[
2α− β(E −m)/23/2ω

]
f(ρ) = 0, (Д3)

де α = (2K + 1)/8. Розв’язок цього рiвняння, скiнченний при ρ = 0, виражається (з точнiстю до сталого
множника C) через вироджену гiпергеометричну функцiю F (a, b; z) рiвнянням

f(ρ) = C F
(
2α− β(E −m)/23/2ω, 4α; ρ

)
. (Д4)

Для того, щоб наявна в правiй частинi (Д4) гiпергеометрична функцiя F (a, b; ρ) зводилась до полiнома,
параметр a повинен дорiвнювати цiлому вiд’ємному числу або нулевi, що дає рiвняння (60) для визначення
дискретних рiвнiв енерґiї.

Розв’язок для G(r) визначається за формулою

G(r) =
1

m+ E

(
dF (r)
dr

+
k

r
F (r)

)
(Д5)

з використанням отриманого вище виразу для F (r) та рекурентних спiввiдношень для вироджених гiпергео-
метричних функцiй [50]. Невизначений у F (r) та G(r) загальний коефiцiєнт нормування C можна знайти з

умови:
∞∫
0

(F 2 +G2) dr = 1.

На завершення цього Додатка наведемо остаточнi вирази для радiяльних хвильових функцiй дискретного
спектра:

F (r) = C e
− β

23/2 r2

rKF (−nr,
2K+1

2 ; β√
2
r2), (Д6)

G(r) = C
23/2β

(2K + 1)(m+ EnrK)
e
− β

23/2 r2

rK+1×
[
nr F

(
1− nr,

2K+3
2 ; β√

2
r2
)

+
2K + 1

4
F
(
−nr,

2K+1
2 ; β√

2
r2
)]
, (Д7)

де нормувальний коефiцiєнт

C =
β(2K+1)/4

2−1+(2K+1)/8 Γ
(

2K+1
2

)√Γ
(

2K+1
2 + nr

)
(EnrK +m)

nr! (3EnrK +m)
.

Точнi розв’язки та спектр енерґiй рiвняння Дiрака з осциляторними потенцiялами (55) дослiджено недавно
в статi [52], причому розглянуто тiльки стани з k < 0: K = |k|. У цьому частковому випадку нашi вирази (61),
(Д6) та (Д7) вiдтворюють результати [52].
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В. Ю. ЛАЗУР, В. В. РУБIШ, O. К. РЕЙТIЙ

WKB METHOD FOR THE DIRAC EQUATION WITH
VECTOR AND SCALAR POTENTIALS

V. Yu. Lazur, V. V. Rubish, O. K. Reity
Uzhgorod National University, 32 Voloshyna St.,

Uzhgorod, UA-88000, Ukraine

A sequential scheme of the WKB method is developed for the Dirac equation in a central symmetrical field
with scalar and vector variants of interaction. The view of relativistic wave functions in the classical allowed
and forbidden regions, and the conditions of their matching at transition through the turning points are found.
As applications of the developed method the relativistic analogu of Bohr–Sommerfeld quantization condition
which contains a spin-orbital interaction in a mixture of scalar S(r) and vector V (r) potentials, and relativistic
generalization of the Gamov formula for quasistationary level width of the spin 1/2 particle interacting with
scalar and vector fields simultaneously are obtained. It is shown that for Coulomb and oscillator potentials with
the mixed Lorentz structure the obtained rule of quantization exactly reproduces the energy spectrum.
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