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Розглянуто модельну систему, що складається зi скiнченної кiлькости прошаркiв. Кожен
такий прошарок характеризується скалярним параметром порядку. У верхньому прошарку
в малих концентрацiях є макроскопiчнi домiшки. Наявнiсть останнiх у межах моделi реалi-
зується за рахунок нульових граничних умов. У результатi розподiл параметра порядку в
цьому прошарку має неоднорiдний характер. Унаслiдок взаємодiї параметрiв порядку сусiд-
нiх прошаркiв домiшки впливають на розподiл параметра порядку всiєї системи. Розглянуто
особливостi такого розподiлу залежно вiд кiлькости прошаркiв у системi.
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ВСТУП

Багато практично важливих систем мають прошар-
кову структуру, тобто складаються з певної кiлькости
прошаркiв [1–4]. Часто в межах кожного з них по-
ведiнку системи характеризують за допомогою ска-
лярного параметра порядку [5]. За таких умов мож-
на стверджувати, що кожен прошарок є квазiдвови-
мiрною рiдиною, а вся система розглядається як сла-
бовпорядкована рiдка. При цьому її реальна фiзична
природа може бути рiзною.

З практичного погляду, зазначенi слабовпорядкова-
нi системи з прошарковою структурою можуть мати
як штучне походження, так i цiлком природне. Зокре-
ма сучаснi технологiї дають змогу отримувати систе-
ми плiвок, що складаються з великої кiлькости (бли-
зько декiлькох сотень) прошаркiв [1]. Багато систем
цього класу мають бiологiчну природу — це рiзнi мем-
брани та лiпiднi структури [2,6–8]. За певних обставин
до подiбних систем можна вiднести й рiдкий кристал,
що перебуває в смектичнiй С-фазi [5].

Узагалi вивчення подiбних систем передбачає вра-
хування взаємодiї мiж сусiднiми прошарками як по-
правку до взаємодiї всерединi прошарку. Iнакше ка-
жучи, як правило, вважають, що взаємодiя мiж про-
шарками набагато менша вiд взаємодiї всерединi про-
шаркiв. Останнє дає змогу розглядати подiбнi систе-
ми як такi, що мають низьку розмiрнiсть або є квазi-
двомiрними. Їм притаманнi досить цiкавi властивостi,
якi на сьогоднi вiдносно непогано вивченi [9–12]. Од-
нак дуже часто системи мiстять домiшки [3,4,8,13,14].
Особливо актуальна ця проблема для бiологiчних об’-
єктiв, адже для бiологiчних систем простi однорiднi
структури є радше винятком, нiж правилом.

У цiй статтi розглянуто модель слабовпорядкова-
ної рiдкої системи, що складається з N слабовзаємо-
дiючих прошаркiв, причому в першому (верхньому)
прошарку наявнi макроскопiчнi домiшковi частинки,

що мають форму плоских дискiв з радiусом R. Кожен
прошарок характеризується рiвноважним розподiлом
параметра порядку. Розглянуто фазу, в якiй цей па-
раметр порядку є ненульовим. Наявнiсть домiшкової
частинки проявляється в тому, що на її межi значення
параметра порядку вважається тотожно рiвним нуле-
вi. Отже, цi домiшки можна було б iнтерпретувати
як украплення одної фази квазiдвовимiрної рiдини в
iншу. Однак такий пiдхiд вимагає врахувати обме-
женiсть розмiрiв зародку невпорядкованої фази, що
виходить за межi нашої статтi. Як уже зазначалось,
концентрацiя домiшкових частинок є малою, а саме,
вона мала настiльки, що неоднорiднiсть розподiлу па-
раметра порядку, яка виникає внаслiдок наявности
домiшок, в околi кожної окремої домiшки визнача-
ється тiльки нею, а впливом iнших домiшок можна
знехтувати. Тому питання взаємного впливу домiшок
унаслiдок деформацiї однорiдного поля розподiлу па-
раметра порядку також є поза межами нашого дослi-
дження.

Крiм того, якщо вихiдною фiзичною системою, що
описується цiєю моделлю, є смектична С-фаза рiдкого
кристала, як параметр порядку розглядають проєк-
цiю директора на площину смектичного прошарку [5].
Узагалi такий параметр порядку є величиною вектор-
ною. Однак для чистої системи, тобто без домiшок,
у кожнiй точцi напрямок вектора один i той самий,
тому можна ввести в розгляд, замiсть векторного па-
раметра порядку, скалярний. Отже, аби модель була
застосовною до системи з домiшками, вони мають бу-
ти такими, що не впливають на орiєнтацiю вектора-
параметра порядку, а тiльки на його модуль. Це до-
сить сильне припущення, але цiлком реальне.

Слiд також звернути увагу на той факт, що, крiм
домiшок, на характер розподiлу параметра порядку
можуть суттєво впливати поверхневi ефекти [6]. Тут
вони не розглядаються, хоча при бажаннi можуть бу-
ти врахованi. Ще одне зауваження стосується того,
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що в статтi не аналiзується вплив домiшок на вiдстань
мiж сусiднiми прошарками. Iнакше кажучи, вважає-
ться, що товщина домiшок дорiвнює товщинi прошар-
ку, через що його викривлення в напрямку, перпен-
дикулярному площинi прошаркiв, немає. Урахування
цього ефекту вимагає застосування складнiших моде-
лей [3, 4, 8].

Нижче введено модельний гамiльтонiян, на осно-
вi якого вивчається рiвноважний розподiл параметра
порядку системи з домiшками. Спочатку знаходимо
розподiл параметра порядку для окремого прошарку,
що мiстить домiшки. Далi отримуємо розв’язки для
часткового випадку системи з N = 2 прошаркiв. Ок-
рiм чисто математичного iнтересу, подiбнi результати
мають i певне практичне значення, оскiльки, скажi-
мо, велика кiлькiсть мембран складається саме з двох
прошаркiв. Далi отриманi результати поширюються
на загальний випадок системи з N прошаркiв.

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ

Як базову математичну модель, на основi якої бу-
демо дослiджувати слабовпорядковану рiдку систему
з домiшками, розгляньмо спрощений варiянт феноме-
нологiчної моделi фероелектричного рiдкого криста-
ла [5]. Зокрема будемо вважати суттєвою взаємодiю
тiльки сусiднiх прошаркiв. Якщо через φi(r) позначи-
ти параметр порядку в точцi r для прошарку з номе-
ром i, r ∈ R2, то частина вiльної енерґiї, залежна вiд
розподiлу параметра порядку, визначатиметься як

δF{φ} =
1
2

N∑
i=1

∫ [
aφi(r)2 +

1
2
cφi(r)4 + b(∇φi(r))2

+ 2βφi(r)(φi+1(r) + φi−1(r))
]
dr, (1)

i в цiй формулi для системи з N прошаркiв слiд по-
класти φ0(r) = φN+1(r) ≡ 0. У формулi (1) параметр b
визначає взаємодiю неоднорiдностей розподiлу пара-
метра порядку в межах прошарку, параметр β вiдпо-
вiдальний за взаємодiю параметрiв порядку сусiднiх
прошаркiв, а коефiцiєнти a та c пов’язанi зi взаємодi-
єю параметра порядку в межах прошарку. Причому в
точцi фазового переходу для двовимiрної системи па-
раметр a залежить вiд температури, згiдно з загаль-
ноприйнятими припущеннями, в спосiб a = a0(T−T0),
де a0 не залежить вiд температури, T — температура,
а T0 — температура фазового переходу (наприклад, зi
смектичної С-фази в А-фазу).

Шляхом варiяцiї параметра порядку отримуємо та-
ку систему диференцiяльних рiвнянь:

−b∆φi(r) + aφi(r) + cφi(r)3 + β(φi+1(r) + φi−1(r)) = 0,
(2)

i = 1, 2, . . . , N . Наявнiсть домiшок у прошарку з i = 1
врахуємо за допомогою адекватних граничних умов.
Зокрема, через малу концентрацiю домiшок зосере-

димось на вивченнi розподiлу параметра порядку в
околi окремої домiшкової частинки i, не обмежуючи
загальности, можемо вважати, що центр цiєї домiш-
ки розташований на початку координат. Останнє дає
змогу розглядати параметр порядку залежним лише
вiд модуля вiдстанi, тобто φi = φi(r), а граничнi умо-
ви записати у виглядi

φ1(r = R) = 0, (3)

де R, як уже зазначалося, є радiусом домiшкової час-
тинки. Далi розглянемо декiлька часткових випадкiв.

ДВОВИМIРНА СИСТЕМА

Найпростiший випадок спостерiгаємо, коли систе-
ма складається всього з одного прошарку, тобто коли
N = 1. Для такої системи маємо рiвняння

∆φ1(r)− αφ1(r)− γφ1(r)3 = 0, (4)

де введено позначення α = a/b i γ = c/b. Рiвняння
розв’яжемо наближено, поклавши φ1(r) = φ(0)+δφ(r),
де δφ(r) є малим вiдхиленням вiд рiвноважного нену-
льового значення φ(0), яке, своєю чергою, є розв’язком
рiвняння

αφ(0) + γφ3
(0) = 0, (5)

тобто φ(0) =
√
−α/γ =

√
−a/c. Цей розв’язок iснує,

очевидно, при a < 0, тобто розглядаємо низькотем-
пературну фазу. Отже, для δφ(r) маємо в лiнiйному
наближеннi таке рiвняння:

∆δφ(r)− (α + 3γφ2
(0),1)δφ(r) = ∆δφ(r)− κ2δφ(r) = 0,

(6)
де κ2 = 2|α|. Фундаментальний розв’язок рiвняння
(6) можна записати у виглядi

δφ(r) = AK0(κr) + BI0(κr), (7)

де K0(x) i I0(x) є модифiкованими функцiями Бесселя
другого й першого роду, а константи A та B визнача-
ються з граничних умов. Зокрема, розв’язок має бути
обмеженим на нескiнченностi, а з умови φ1(r = R) = 0
маємо δφ(r = R) = −φ(0). Отже, отримуємо

δφ(r) = −
φ(0)K0(κr)

K0(κR)
, (8)

а

φ1(r) = φ(0)

(
1− K0(κr)

K0(κR)

)
(9)

при r ≥ R i

φ1(r) = 0 (10)
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при r < R. Слiд зауважити, що розподiл парамет-
ра порядку суттєво залежить вiд параметра κ, який,
своєю чергою, залежить вiд температури. Тому при
наближеннi до точки фазового переходу розподiл па-
раметра порядку змiнюється. Така залежнiсть для
рiзних значень κ наведена на рис. 1. При цьому при-
йнято R = 1 нм.
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1

F(r)

2 4 6 8 10 12 14

r/R

Рис. 1. Розподiл параметра порядку. Позначено
F (r) = φ1(r)/φ(0), неперервна лiнiя для значення κ = 0.1
нм−1, штрихована для κ = 1 нм−1 i штрихпунктирна для
κ = 10 нм−1.

Таким чином, зi зменшенням параметра κ (тобто при
наближеннi до точки фазового переходу) дiлянка не-
однорiдности параметра порядку збiльшується. У са-
мiй точцi переходу, як i слiд очiкувати, параметр по-
рядку дорiвнює нулевi. Iз зазначеного, зокрема, ви-
пливає, що в близькому околi фазового переходу слiд
ураховувати взаємний вплив домiшок, навiть якщо
вони наявнi в незначних концентрацiях. Тому надалi
вважатимемо, що система не перебуває в критичному
станi i величина параметра κ−1, який характеризує
радiус кореляцiї в межах прошарку, близько декiль-
кох радiусiв частинки (або менше).

СИСТЕМА З ДВОХ ПРОШАРКIВ

За наявности двох прошаркiв маємо систему рiв-
нянь

∆φ1(r)− αφ1(r)− γφ1(r)3 − hφ2(r) = 0, (11)

∆φ1(r)− αφ2(r)− γφ2(r)3 − hφ1(r) = 0, (12)

де позначено h = β/b. За аналогiєю до попередньо-
го випадку, запишемо параметр порядку у виглядi
φ1,2 = φ(0) + δφ1,2(r) i φ(0) при цьому задовольняє
рiвняння

(α + h)φ(0) + γφ3
(0) = 0. (13)

Ненульовим розв’язком рiвняння (13) є φ(0) =√
−(α + h)/γ. Звiдси, зокрема, випливає, що наяв-

нiсть додаткового прошарку приводить до змiни кри-
тичної температури. А саме, нова критична темпера-
тура T ∗0 = T0 − h/a0. Отже, при додатному значеннi
параметра мiжпрошаркової взаємодiї h температура
переходу зменшується, при вiд’ємному — пiдвищує-
ться.

Що стосується розподiлу параметра порядку в дру-
гому прошарку, то його можна знайти з рiвняння (13),
записуючи закон розподiлу параметра порядку у ви-
глядi φi = φ(0) + δφi, i = 1, 2 та враховуючи граничнi
умови в першому прошарку. Отримуємо таке:

δφ1(q) =
η

2

( 1
q2 + κ2

+

+
1

q2 + κ2
−

)
, (14)

де константа η визначається з граничних умов, що дає

η = −
4πφ(0)

K0(κ+R) + K0(κ−R)
, (15)

а параметри κ2
± = κ2 ± h. Отже, розподiл параметра

порядку в першому прошарку має вигляд

φ1(r) = φ(0)

(
1− K0(κ+r) + K0(κ−r)

K0(κ+R) + K0(κ−R)

)
. (16)

Фур’є-образ вiдхилення параметра порядку вiд рiвно-
важного значення в другому прошарку визначається
через Фур’є-образ вiдхилення параметра порядку вiд
рiвноважного значення в першому прошарку (з до-
мiшкою) за формулою

δφ2(q) = −hδφ1(q)
q2 + κ2

. (17)

При цьому, строго кажучи, слiд узяти до уваги те,
що вираз (16) справедливий лише для значень r ≥ R.
Тому формулу (14) треба було б уточнити, а саме,
врахувати, що при r < R маємо φ1(r) = −φ(0). Проте,
з одного боку, це призведе до суттєвого ускладнення
аналiтичних виразiв, а з iншого — для домiшкових
частинок невеликого розмiру (порiвняно з радiусом
кореляцiї в системi), як показує аналiз, поправка є не-
значною. Через те тут i надали для спрощення резуль-
тату як Фур’є-образ вiдхилення параметра порядку в
першому прошарку з домiшковою частинкою будемо
використовувати вирази, якi не враховують особли-
востей взаємодiї прошаркiв у дiлянцi, що зайнята до-
мiшковою частинкою.

Отже, для вiдхилення параметра порядку вiд рiв-
новажного значення в другому прошарку отримуємо

δφ2(q) =
2πφ(0)

K0(κ+R) + K0(κ−R)

( 1
q2 + κ2

−
− 1

q2 + κ2
+

)
.

(18)
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Розподiл параметра порядку в другому прошарку ма-
тиме вигляд

φ2(r) = φ(0)

(
1 +

K0(κ−r)−K0(κ+r)
K0(κ+R) + K0(κ−R)

)
. (19)

На рис. 2 наведено поверхню розподiлу параметра по-
рядку навколо домiшкової частинки в першому про-
шарку, а на рис. 3 — розподiл параметра порядку в
другому прошарку.
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Рис. 2. Розподiл параметра порядку в першому
прошарку. Позначено F (r) = φ1(r)/φ(0), значення
κ = 0.25 нм−1, радiус домiшки R = 1 нм, параметр
h = 0.01 нм−2.
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Рис. 3. Розподiл параметра порядку в другому прошар-
ку. Позначено F (r) = φ2(r)/φ(0), значення κ = 0.25 нм−1,
радiус домiшки R = 1 нм, параметр h = 0.01 нм−2.

Для додатного параметра h, що характеризує взає-
модiю мiж прошарками, в дiлянцi пiд домiшковою
частинкою значення параметра порядку, як видно на
рис. 3, зростає порiвняно з рiвноважним розподiлом.
Зокрема, для використаних значень h = 0.01 нм−2 i
κ = 0.25 нм−1 таке зростання становить близько 5
вiдсоткiв. Крiм того, з порiвняння рис. 2 та 3 мож-

на зробити висновок, що в другому прошарку дiлян-
ка значного вiдхилення параметра порядку вiд рiв-
новажного значення суттєво перевищує розмiри час-
тинки, хоча сама деформацiя, вочевидь, у першому
прошарку бiльша.

Якщо розглянути вiд’ємне значення h, то для дру-
гого прошарку поверхня розподiлу параметра по-
рядку буде вигнутою вниз, тобто порiвняно з роз-
глянутою вище ситуацiєю вона буде дзеркально си-
метричною щодо площини рiвноважного значення па-
раметра порядку.

СИСТЕМА З ВЕЛИКОЇ КIЛЬКОСТИ
ПРОШАРКIВ

Розгляньмо загальний випадок, коли система скла-
дається з N прошаркiв i в першому прошарку наявна
домiшкова частинка. Як i ранiше, дослiдiмо вiдхилен-
ня параметра порядку вiд рiвноважного значення для
кожного прошарку. Рiвноважнi значення φ(0),i є нену-
льовими розв’язками системи рiвнянь

αφ(0),i + γφ3
(0),i + h(φ(0),i+1 + φ(0),i−1) = 0. (20)

Розв’язки можна шукати наближеними методами, од-
нак це питання виходить за межi дослiдження. Зазна-
чимо тiльки, що вони мають певну симетрiю. Зокре-
ма, спостерiгаємо, що φ(0),i = φ(0),N−i. Однак надалi
будемо для зручности вважати всi φ(0),i рiзними — це
дасть змогу отримати загальнiшi результати.

Як зазначалось вище, записуємо функцiю розподi-
лу параметра порядку у виглядi φi(r) = φ(0),i+δφi(r).
У лiнiйному за δφi(r) наближеннi маємо таку систему
рiвнянь:

∆δφi(r)− κ2
i δφi(r)− h(δφi+1(r) + δφi−1(r)) = 0, (21)

де κ2
i = α + 3γφ2

(0),i. Стосовно правої частини систе-
ми рiвнянь (21) слiд зробити одне суттєве зауважен-
ня. Рiч у тому, що для першого прошарку шукаємо
розв’язок для r ≥ R, тому якщо пiдiйти до розв’язку
системи формально i шукати його для довiльних r, то
в правiй частинi першого рiвняння слiд замiнити нуль
на дельта-функцiю (з певним коефiцiєнтом, який ви-
бирається з граничних умов). Цей технiчний прийом
дозволить суттєво спростить подальшi розрахунки.

Таким чином, розглядаємо систему рiвнянь, яку в
матричному виглядi можна записати так:

Ê∆δ~φ(r)− Âδ~φ(r) = −ηeδ(r), (22)

де через δ~φ(r) позначено вектор-стовпчик, елемента-
ми якого є δφi(r), i = 1, 2, ..., N . Через Ê позначено
одиничну матрицю ранґу N , а матриця Â має тридi-
ягональну структуру: дiягональ матрицi формується
елементами κ2

i , а сусiднi з дiягоналлю елементи одна-
ковi й дорiвнюють h, тобто
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Â =


κ2
1 h 0 0 0 0

h κ2
2 h 0 0 0

0 h κ2
3 h 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 h κ2
N−1

h

0 0 0 0 h κ2
N

 . (23)

Отже, елементи матрицi Â можна зобразити у ви-
глядi aij = κ2

i δij + h(δij−1 + δij+1), де δij є символом
Кронекера. Крiм того, в рiвняннi (22) використано,
опрiч iншого, одиничний вектор-стовпчик e, перший
елемент якого дорiвнює одиницi, а всi iншi — нулi.
Параметр η знаходимо з граничних умов для δφ1(r).

У зображеннi Фур’є матричне рiвняння (22) буде
таким:

(Êq2 + Â)δ~φ(q) = ηe. (24)

Отже, маємо

δ~φ(q) = η(Êq2 + Â)−1e. (25)

Для матрицi (Êq2 + Â)−1 використаємо спектральний
розклад [15]. А саме, представимо цю матрицю у ви-
глядi

(Êq2 + Â)−1 =
N∑

m=1

α̂m

q2 + q2
m

, (26)

де q2
m є власними числами матрицi Â, а матрицi спек-

трального розкладу визначаються рiвностями

α̂m =
N∏

i=1,
i 6=m

Êq2
i − Â

q2
i − q2

m

. (27)

Власнi числа q2
m, враховуючи вигляд матрицi Â, бу-

демо шукати у виглядi ряду за параметром h, обме-
жившись квадратичними доданками. Слiд зазначити,
що це лише формальний ряд, який не можна вважа-
ти розкладом власних чисел за малим параметром h,
оскiльки величини κ2

i , якi є дiягональними елемента-
ми матрицi Â, самi залежать вiд h. Тому вiдповiднi
доданки треба розглядати як поправку, що виникає
за рахунок недiягональности матрицi Â.

Таким чином, шукаємо q2
m у виглядi q2

m ≈ λ
(0)
m +

hλ
(1)
m + h2λ

(2)
m . Для цього матрицю Â запишемо як

Â = Â(0) + hÂ(1). Тут матриця Â(0) є дiягональ-
ною з елементами a

(0)
ij = κ2

i δij . Матриця Â(1) має
всi елементи нульовi, за винятком тих, що стоять по-
руч iз дiягоналлю — вони одиничнi, тобто її елементи
a
(1)
ij = δij−1 + δij+1.
Як допомiжну розгляньмо задачу пошуку матрицi

Ŝ такої, що матриця B̂ = ŜT ÂŜ є дiягональною (сим-
волом T позначена операцiя транспонування). Оче-
видно, що дiягональними елементами матрицi B̂ бу-
дуть шуканi власнi числа q2

m.

Зобразимо шукану матрицю Ŝ як Ŝ = Ŝ0 + hŜ1 +
h2Ŝ2. Використовуючи умову ŜT Ŝ = Ê, вiдразу зна-
ходимо Ŝ = Ê. З цiєї ж умови випливає антисимет-
ричнiсть матрицi Ŝ1, тобто ŜT

1 = −Ŝ1. Крiм того, з
урахуванням зазначеного має виконуватись рiвнiсть

ŜT
2 + Ŝ2 = Ŝ2

1 . (28)

Надалi зручно записати матрицю Ŝ2 як суму симет-
ричної Ŝ2s i антисиметричної Ŝ2a частин, тобто Ŝ2 =
Ŝ2s + Ŝ2a, причому ŜT

2s = Ŝ2s i ŜT
2a = −Ŝ2a. Симетрич-

ну частину матрицi Ŝ можна знайти з умови (28), а
саме, отримуємо

Ŝ2s =
1
2
Ŝ2

1 . (29)

З урахуванням того, що Ŝ0 = Ê, маємо:

B̂ = Â0 + h(Â0Ŝ1 + ŜT
1 Â0 + Â1)

+h2(Â0Ŝ2 + ŜT
2 Â0 + Â1Ŝ1 + ŜT

1 Â1 + ŜT
1 Â0Ŝ1). (30)

Звiдси випливає, що

λ(0)
m = κ2

m. (31)

Матриця Ŝ1 вибирається з умови, щоб була дiягональ-
ною матриця Φ̂ = Â0Ŝ1 + ŜT

1 Â0 + Â1. Якщо через sij

позначити елементи матрицi Ŝ1 (з умови антисиметрiї
випливає, що sij = −sji), то елементи Φij матрицi Φ̂
визначатимуться спiввiдношеннями

Φij = (κ2
i − κ2

j )sij , (32)

тобто ця матриця є симетричною. Щоб матриця Φ̂ +
Â1 була дiягональною, необхiдно за рахунок вибору
елементiв матрицi Φ̂ (якi, своєю чергою, визначаю-
ться елементами матрицi Ŝ1) занулити недiягональнi
елементи матрицi Â1. Це можна зробити, якщо по-
класти

sij =
δij+1 + δij−1

κ2
j − κ2

i

(33)

для i 6= j i 0, коли i = j. Однак за таких обставин
виявляється, що матриця Φ̂ + Â1 є нульовою i тому
в розкладi власних чисел q2

m за h лiнiйний доданок
вiдсутнiй.

Знаючи матрицю Ŝ1, можна знайти й матрицю Ŝ2a.
Зокрема вираз для матрицi B̂ суттєво спрощується i
має вигляд

B̂ = Â0 + h2

(
F̂ +

1
2
(Â1Ŝ1 − Ŝ1Â1)

)
, (34)
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де елементи Fij матрицi F̂ визначаються через еле-
менти s

(2a)
ij матрицi Ŝ2a в такий спосiб:

Fij = (κ2
i − κ2

j )s
(2a)
ij , (35)

за умови s
(2a)
ij = −s

(2a)
ji .

З iншого боку, елементи ξij матрицi Ξ̂ = Â1Ŝ1 −
Ŝ1Â1 можна записати так:

ξij = δij+2

(
1

κ2
i−1 − κ2

i

+
1

κ2
i−1 − κ2

i−2

)

+ δij−2

(
1

κ2
i+1 − κ2

i

+
1

κ2
i+1 − κ2

i+2

)

+ 2δij

(
1

κ2
i+1 − κ2

i

+
1

κ2
i−1 − κ2

i

)
. (36)

Тодi для дiягоналiзацiї матрицi F̂ + 1/2Ξ̂ досить по-
класти для недiягональних елементiв

s
(2a)
ij =

ξij

κ2
j − κ2

i

. (37)

Таким чином, отримуємо

q2
m = κ2

m + h2

(
1

κ2
m+1 − κ2

m

+
1

κ2
m−1 − κ2

m

)
. (38)

Повертаючись до Фур’є-образу функцiї вiдхилення
розподiлу параметра порядку вiд рiвноважного зна-
чення, для першого прошарку можемо записати

δφ1(q) = η
N∑

m=1

[α̂me]1
q2 + q2

m

, (39)

де через [α̂me]1 позначено перший елемент вектора-
стовпчика α̂me. З урахуванням граничної умови має-
мо

η = −
2πφ(0),1∑N

m=1[α̂me]1K0(qmR)
, (40)

а розподiл параметра поряду в першому прошарку
визначатиметься спiввiдношенням

φ1(r) = φ(0),1

(
1−

∑N
m=1[α̂me]1K0(qmr)∑N
m=1[α̂me]1K0(qmR)

)
. (41)

Для iнших прошаркiв розподiл матиме вигляд

φj(r) = φ(0),j

(
1−

∑N
m=1[α̂me]jK0(qmr)∑N
m=1[α̂me]1K0(qmR)

)
, (42)

де через [α̂me]j позначено j-й елемент вектора-
стовпчика α̂me.

Незважаючи на свою схожiсть, вирази (41) i (42)
мають суттєву вiдмiннiсть. Так, для матриць спект-
рального розкладу справедливе спiввiдношення [15]

N∑
m=1

α̂m = Ê. (43)

З нього, зокрема, випливає, що

N∑
m=1

[α̂me] = e, (44)

тобто

N∑
m=1

[α̂me]j = δ1j . (45)

Таким чином, для j 6= 1 є

N∑
m=1

[α̂me]j = 0 (46)

i вираз (42) можна записати так:

φj(r) = φ(0),j

(
1−

∑N
m=2[α̂me]j(K0(qmr)−K0(q1r))∑N

m=1[α̂me]1K0(qmR)

)
.

(47)
Звiдси, зокрема, видно, що в нулi, тобто при r = 0,
вираз особливости не має, тобто приймає скiнченне
значення (якщо його вважати за лiмiт).

Отриманi вище вирази справедливi, як зазнача-
лось, для довiльної кiлькости прошаркiв. Остання
впливає, наприклад, на рiвноважне значення пара-
метра порядку φ(0),j , (j = 1, 2, . . . , N), однак не змi-
нює якисного характеру одержаних залежностей. Цi-
кавим є граничний випадок, коли кiлькiсть прошар-
кiв прямує в нескiнченнiсть. У цiй ситуацiї можна от-
римати низку цiкавих результатiв. Зокрема, згадане
рiвноважне значення параметра порядку дорiвнюва-
тиме φ(0),j =

√
−(α + 2h)/γ. Однак глибший аналiз з

метою порiвняти наслiдки моделi з вiдомими резуль-
татами (в тому числi i для моделi Iзинґа) вимагає за-
стосування дещо iншого математичного апарату до-
слiдження, що виходить за межi цiєї статтi.

ВИСНОВКИ

Отримано загальний вираз для функцiї розподiлу
параметра порядку системи, що складається з довi-
льної кiлькости прошаркiв, у першому з яких наявна
домiшкова частинка. Дiлянка суттєвого вiдхилення
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параметра порядку вiд однорiдного розподiлу, зумов-
лена наявнiстю домiшки, iстотно залежить вiд близь-
кости системи до точки фазового переходу. В широ-
кому околi така дiлянка майже збiгається з дiлянкою
розмiщення частинки, тодi як при наближеннi до точ-
ки переходу вона значно збiльшується, прямуючи до
нескiнченности в точцi переходу. Тому для точнiшо-
го аналiзу необхiдно враховувати, крiм iншого, вза-

ємний вплив домiшок. В останньому випадку можна
очiкувати колективної поведiнки домiшкових части-
нок за рахунок їх взаємодiї через поле деформацiй
параметра порядку при наближеннi системи до фазо-
вого переходу. Ця проблема може бути темою подаль-
ших дослiджень. Нашi висновки якiсно не залежать
вiд кiлькости прошаркiв у системi, хоча для кiлькiс-
них оцiнок, очевидно, й це має значення.
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ORDER PARAMETER DISTRIBUTION IN LOW-ORDERED
LIQUID SYSTEM WITH INCLUSIONS

A. N. Vasil’ev, N. O. Goloborod’ko
Taras Shevchenko National University of Kyiv,

Physics Faculty, Department of Theoretical Physics,
6 Glushkov Prosp., Kyiv, UA–03022, Ukraine

In this paper we consider a model system that consists of liquid layers. Each layer is characterized by a scalar
order parameter. There are spherical impurity particles of low concentration in the upper layer. This causes non-
homogeneous distribution of order parameter in the upper layer and due to the interlayer interaction affects the
distribution of order parameter over the whole system. We study peculiarities of this distribution depending on
the number of layers in the system.
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