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Запропоновано метод визначення густини станiв, що базується на формалiзмi T -матрицi,
згiдно з яким густина станiв електронiв провiдности виражається через арґумент конфiґу-
рацiйно засередненої T -матрицi розсiяння електронiв на йоннiй пiдсистемi невпорядкованого
металу. Для знаходження T -матрицi розсiяння використано наближення слабкого зв’язку та
розклад за парцiяльними складовими. Парцiяльнi фазовi зсуви розсiяння електрона на окре-
мому йонi металу розраховано з використанням рiвнянь Лiпмана–Швiнґера для парцiяльних
складових розсiяної хвильової функцiї. Електрон-йонну взаємодiю описано нелокальним моде-
льним потенцiялом, а структурний фактор невпорядкованого металу визначено в наближеннi
твердих сфер за моделлю Перкуса–Євiка.
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ВСТУП

Розрахунки електронних характеристик невпоряд-
кованих металiв пов’язанi з низкою проблем. По-
перше, через вiдсутнiсть дальнього порядку в йоннiй
пiдсистемi не можна використовувати методи транс-
ляцiйної симетрiї, що добре зарекомендували себе в
зоннiй теорiї кристалiчних твердих тiл. По-друге, уна-
слiдок вiдсутности чiтких зон в енерґетичнiй структу-
рi невпорядкованого металу залежнiсть енерґiї елект-
рона провiдности вiд хвильового вектора k не можна
використовувати як характеристичну функцiю такої
системи [1]. Отже, енерґетична структура таких сис-
тем описується залежнiстю густини станiв вiд енерґiї
N(E).

Як вiдзначено у працi [2], теорiя збурень
Брiллюена–Вiґнера за псевдопотенцiялом у третьому
порядку добре описує властивостi металiв з низькими
валентностями, але вже для металiв з валентностя-
ми III або бiльшими iснує лише якiсна збiжнiсть. У
свою чергу варiяцiйнi розрахунки густини станiв си-
льно залежать вiд вибору пробних функцiй. У цьому
пiдходi зроблено спробу отримати аналiтичнi вира-
зи для визначення характеристик невпорядкованих
систем, що мають загальнiший характер порiвняно
з результатами теорiї збурень Релея–Шрединґера та
Брiллюена–Вiґнера [3]. Проте цi методи є придатни-
ми для дослiдження металiчних систем без ураху-
вання квазiзв’язаних (резонансних) станiв, тобто без
урахування особливостей електронної будови d- та
f -перехiдних металiв.

Метою нашої роботи є розробка загальнiшого мето-
ду розрахунку густини станiв невпорядкованого ме-
талу, який був би позбавлений недолiкiв, властивих
указаним методам.

Показавши, що метод T -матриць Ллойда–Займана
можна узагальнити на багатовузловий випадок, ми

отримали новий вираз для густини станiв елект-
ронiв провiдности в невпорядкованому металi. При
цьому використання T -матрицi замiсть потенцiялiв
електрон-йонної взаємодiї дає змогу застосувати цей
пiдхiд до систем iз резонансними потенцiялами. За-
уважмо, що в межах такого методу отримуємо пряму
залежнiсть густини станiв вiд енерґiї електронiв у зонi
провiдности i це дозволяє уникнути зонних розрахун-
кiв.

I. ГУСТИНА СТАНIВ ТА T -МАТРИЦЯ
РОЗСIЯННЯ НЕВПОРЯДКОВАНОГО

МЕТАЛУ

Як вiдомо [4], густину станiв електронiв провiднос-
ти в невпорядкованому металi можна зобразити через
уявну частину повної функцiї Ґрiна цiєї системи, за-
середненої за всiма можливими конфiґурацiями.

N(E) = − 2

π
Sp Im 〈G±

(E, k)〉conf . (1)

Зазначимо, що необхiднiсть проведення засереднен-
ня за конфiґурацiями зумовлена розупорядкованiстю
йонної пiдсистеми рiдкого або ж аморфного металу
[1].

Проiнтеґрувавши за енерґiєю вираз для густини
електронних станiв (1), визначимо кiлькiсть елект-
ронних станiв у металi в дiяпазонi енерґiй вiд 0 до
Е :

ℵE =

∫ E

0

N(E) dE. (2)

Формально повну функцiю Ґрiна можна виразити че-
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рез гамiльтонiян системи Ĥ , що описує взаємодiю
електрона провiдности з просторово невпорядкова-
ною системою йонiв металу:

G
±

(E, k) = (E − Ĥ)−1 = (E − Ĥ0 − Ŵ )−1, (3)

де Ĥ0 — вiльноелектронний гамiльтонiян, а Ŵ (r) =
∑

ŵ(r − ri) — потенцiял електрон-йонної взаємодiї в
металi.

Урахувавши спiввiдношення (1)–(3), для ℵE одер-
жуємо такий вираз:

ℵE =
2

π
Sp Im Ln (E − Ĥ0 − Ŵ ) + const. (4)

Цей вираз можна розкласти на складовi та визначити
з нього густину станiв

N(E) =
dℵE

dE
= − 2

π
Sp Im G0(E, k)

+
2

π
Sp Im

d

dE
Ln (1 − G0(E, k)Ŵ ), (5)

де G0(E, k) = (E−Ĥ0)
−1 — вiльноелектронна функцiя

Ґрiна.
З iншого боку, використавши рiвняння Лiпмана–

Швiнґера [5] для хвильової функцiї розсiяної частин-
ки на потенцiялi W

ϕ
(+)

k (r) = φk(r) + G0(E)Ŵ (r)ϕ
(+)
k (r) (6)

та спiввiдношення для амплiтуди розсiяння електро-
на

f(θ) = − (2π)
3

4π

(

2m

~2

)

〈

φk′

∣

∣

∣
Ŵ
∣

∣

∣
ϕ

(+)

k

〉

= − (2π)
3

4π

(

2m

~2

)

〈

φk′

∣

∣

∣
T̂ (E)

∣

∣

∣
φk

〉

, (7)

можна записати iнтеґральне рiвняння, що пов’язує
мiж собою T -матрицю розсiяння та потенцiял, на яко-
му воно вiдбувається:

T̂ = Ŵ + ŴG0T̂ . (8)

У виразах (6) та (7) φk(r) — хвильова функцiя падаю-
чої частинки, а ϕ

±

k (r) — хвильова функцiя розсiяння.
Зауважимо, що, згiдно з виразом (1.8), 1 − ŴG0 =

Ŵ T̂−1. Тому з рiвняння (5) знаходимо

N(E) = N0(E) − 2

π
Sp

d

dE
Im 〈Ln T̂ (E)〉conf , (9)

де N0(E) — густина станiв вiльних електронiв.

На пiдставi рiвняння Дайсона для функцiї Ґрiна та
розкладi T -матрицi в ряд за потенцiялом можна по-
казати, що iснує можливiсть перенесення конфiґура-
цiйного усереднення пiд логарифм. Отже, з (9) для
густини станiв отримаємо

N(E) = N0(E) − 2

π
Sp

d

dE
Im Ln 〈T̂ (E)〉conf , (10)

Оскiльки уявною частиною логарифма комплекс-
ного числа є арґумет цього числа, то:

N(E) = N0(E) − 2

π
Sp

d

dE
Arg 〈T̂ (E)〉conf . (11)

Розсiяння електрона провiдности на невпорядкова-
нiй пiдсистемi йонiв металу аналогiчне до розгляну-
того в теорiї розсiяння процесу розсiяння окремої час-
тинки на мiшенi з багатьох частинок, якi якiсно вiд-
рiзняються вiд розсiяної частинки. Унаслiдок мало-
сти спiввiдношення мас електрона та йонiв ефектами
вiддачi можна знехтувати, а малiсть кiнетичної енер-
ґiї електронiв провiдности (порiвняно з енерґiєю йонi-
зацiї) дозволяє використовувати iмпульсне наближен-
ня, тобто вважати процес розсiяння пружним [6].

Вiдомо [5], що T -матриця розсiяння частинки на ба-
гаточастинковiй мiшенi має вигляд:

T̂ (E) =
∑

i

T̂i(E)Ω̂i(E), (12)

де T̂i(E) — T -матриця розсiяння електрона на окре-
мому йонi металу, а Ω̂i(E) — оператор, що визначає
внесок i-ого центра в процес розсiяння. Вiн визнача-
ється з такого рiвняння [6]:

Ω̂i(E) = 1 + Ĝ0(E)
∑

i6=j

T̂j(E)Ω̂j(E). (13)

Якщо врахувати, що Ŵ (r) =
∑

ŵ(r − ri), то рiвнян-
ня (12) та (13) отримуються з iнтеґрального рiвняння
для T -матрицi (8). Такий запис T -матрицi розсiяння
враховує й багаторазове розсiяння, проте у випадку
невпорядкованих систем з малим (щодо довжини хви-
лi розсiяного електрона) кореляцiйним радiусом мож-
на застосувати наближення слабкого зв’язку i знехту-
вати багаторазовим розсiянням. У цьому наближеннi
T -матрицю невпорядкованого металу можна записа-
ти так:

T̂ (E) =
∑

j

T̂single(E)δ3(rj), (14)

де T̂single(E) — T -матриця окремого йона. Отже T -
матрицю розсiяння системи можна знайти зi спiввiд-
ношення (14), якщо вiдомi T -матрицi розсiяння ок-
ремих йонiв металу та просторовий розподiл йонiв у
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невпорядкованому металi.
Зауважимо, що арґумет T -матрицi можна записати

так:

Arg 〈T̂ (E)〉conf = arctg

(

Im〈T̂ (E)〉conf

Re〈T̂ (E)〉conf

)

+ πN. (15)

Оскiльки T -матриця не залежить вiд r, а є лише фун-
кцiєю енерґiї, то

〈T̂ (E)〉conf → C(k) × {〈k + q |T (E)|k〉conf}ang , (16)

де C(k) — дiйсна величина, ang означає засереднення
за кутовими координатами, а conf — конфiґурацiйне

засереднення.
Об’єднавши вирази (14)–(16) та ввiвши позначення:

ρq =
1√
N

∑

i

eiqri ,

отримаємо:

Arg 〈T̂ (E)〉conf = Im Ln〈T̂ (E)〉conf

= Im Ln {ρq〈k + q |Tsingle(E)| k〉}ang . (17)

Оскiльки ймовiрнiсть iснування всiх дозволених прос-
торових конфiґурацiй йонної пiдсистеми є однаковою,
то:

Arg 〈T̂ (E)〉conf =
1

2
Im
(

Ln ρq〈k + q |Tsingle(E)|k〉

+ Ln ρ−q〈k + q |Tsingle(E)|k〉
)

=
1

2
Im Ln Sq〈k + q |Tsingle(E)| k〉2, (18)

де Sq = 〈ρqρ−q〉conf — структурний фактор невпорядкованого металу [7].
Ураховуючи, що потенцiял електрон-йонної взаємодiї є центрально-симетричним, для знаходження T -

матрицi розсiяння окремого йона використаємо розклад хвильової функцiї за парцiяльними хвилями [6]. Тодi

〈k + q |Tsingle(E)| k〉 =
4π

V0

√
2E

∑

l

(2l + 1)eiδl(E) sin δl(E)Pl(cos θ), (19)

де V0 — атомний об’єм металу, δl(E) — парцiяльний фазовий зсув, а θ — кут мiж векторами k та k+q.
З парцiяльного розкладу рiвняння Лiпмана–Швiнґера [5] отримаємо iнтеґральне рiвняння для парцiяльних

радiяльних складових хвильової функцiї розсiяного електрона:

R
(+)
l (κ, r) = jl(κr) + 2κnl(κr)

∫ r

0

jl(κr′)wl(r
′)R

(+)
l (κ, r′)r′2dr′ + 2κjl(κr)

∫ ∞

r

nl(κr′)wl(r
′)R

(+)
l (κ, r′)r′2dr′, (20)

де wl(r
′) — парцiяльна складова потенцiялу електрон-йонної взаємодiї окремого йона, а κ =

√
2E.

Беручи до уваги асимптотичний розв’язок рiвняння (16) при r → ∞,

R
(+)
l (κ, r → ∞) = jl(κr) − tg δl(κ)nl(κr),

й умову зшиття асимптотичного та внутрiшнього розв’язкiв поблизу радiуса дiї потенцiялу,

∂R
(+)
l (κ, r → ∞)

R
(+)
l (κ, r → ∞)∂r

=
∂[jl(κr) − tg δl(κ)nl(κr)]

[jl(κr) − tg δl(κ)nl(κr)]∂r

∣

∣

∣

∣

r→∞
,

фазовий зсув можна записати так [6]:

δl(κ) = arctg

(

jl(κRcore) − R
(+)
l (Rcore)

nl(κRcore)

)

, (21)

де Rcore — радiус дiї потенцiялу.
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Отже, розв’язавши рiвняння (20), можна, згiдно з (21), знайти парцiяльнi фазовi зсуви та побудувати T -
матрицю розсiяння окремого йона (19).

Узагальнюючи попереднi вирази для визначення функцiї розподiлу густини станiв невпорядкованого металу
в межах теорiї розсiяння, об’єднаймо спiввiдношення (8), (18) та (19). Тодi, враховуючи вираз для вiльноелек-
тронного наближення густини станiв N0(E) = V0

√
2E/π2, одержимо:

N(E) =
V0

√
2E

π2
− 1

π

d

dE
arctg

[

{

Sq

[

Re T (E, q)2 − ImT (E, q)2
]}

θ

{2Sq Im T (E, q)Re T (E, q)}
θ

]

, (22)

де

Im T (E, q) =
∑

l

(2l + 1)(2l + 1) sin 2δl(κ)Pl(cos θ)|κ=
√

2E ,

Re T (E, q) =
∑

l

(2l + 1)(1 − cos 2δl(κ))Pl(cos θ)|κ=
√

2E .

Тут потрiбно врахувати, що при пружному розсiян-
нi на еквiпотенцiяльнiй поверхнi |k + q| = |k| = κ =√

2E, а cos θ = 1 − q2/2κ2 та q ∈ [0, 2κ].

Потрiбне значення енерґiї Фермi визначали з умо-
ви:

Z =

∫ EF

0

N(E) dE, (23)

тут Z — валентнiсть йона.

Густина заповнених електронами провiдности ста-
нiв при температурi Т визначається:

NT (E) =
N(E)

1 + e
E−EF
kBT

. (24)

Потрiбний для розрахункiв потенцiял електрон-
йонної взаємодiї будемо апроксимувати нелокальним
модельним потенцiялом (МП)[8]:

w(0)(r) = −Z

r
+
∑

l

e
− r

R
l

(

Z

r
+ Al

)

Pl, (25)

тут Al, Rl — параметри МП, a Pl — проєкцiйний опе-
ратор.

У [8] наведено вираз для екранованого формфакто-
ра такого МП, який ураховує нелокальнiсть електрон-
йонної взаємодiї.

w(q) = − 4πZ

q2V0ε∗(q)
+ f(k, q)

−
(

1 − ϕ(q)

ε∗(q)

)

4

πq3ε(q)

∫ kF

0

f(k, q) ln

∣

∣

∣

∣

k − 2q

k + 2q

∣

∣

∣

∣

k dk. (26)

Тут уведено позначення:

f(k, q) =
4π

V0

l0
∑

l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)

×
∫ ∞

0

e
− r

R
l

(

Z

r
+ Al

)

jl(kr)jl(|k + q|r)r2 dr,

ε(q)∗ = 1 − (1 − ϕ(q))(ε(q) − 1),

де ϕ(q) — поправка на локальне поле, а ε(q) — дiелек-
трична проникнiсть металу.

Отриманий унаслiдок нелокальности формфактор
має вигляд

w(k, q) =

∫ ∞

0

K(k,k + q, r)W (r) d r,

де K(k,k + q, r) — ядро iнтеґрального перетворен-
ня (слiд зауважити, що через наявнiсть у потенцiялi
проєкцiйного оператора iнтеґральне перетворення не
буде перетворенням Фур’є).

Потенцiял електрон-йонної взаємодiї знаходять з
формфактора зворотним iнтеґральним перетворен-
ням. Екранований потенцiял доцiльно записати у ви-
глядi

w(r) = w(0)(r) + wscreen(r),

де wscreen(r) — екрануюча складова.
У такому разi екрануючим внеском у формфактор

з (26) буде:

wscreen(q) =
4πZ(ε∗(q) − 1)

q2V0ε∗(q)
−
(

1 − ϕ(q)

ε∗(q)

)
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× 4

πq3ε(q)

∫ kF

0

f(k, q) ln

∣

∣

∣

∣

k − 2q

k + 2q

∣

∣

∣

∣

k dk. (27)

Очевидно, що екрануюча складова формфактора
має локальний характер (немає залежности вiд k),
тому для знаходження wscreen(r) можна використати
звортне фур’є-перетворення.

Розрахувавши екрануючу складову формфактора
МП, отримаємо потрiбний нам вираз для парцiяльних
складових екранованого потенцiялу електрон-йонної
взаємодiї в металi, що використовується при розра-
хунку парцiяльних фаз розсiяння згiдно з (20):

wl(r) = −Z

r
+ e

− r

R
l

(

Z

r
+ Al

)

+
V0

2π2

∫ ∞

0

wscreen(q)q2 sin(qr)

qr
dq. (28)

II. РЕЗУЛЬТАТИ РОЗРАХУНКIВ
ТА ЇХ ОБГОВОРЕННЯ

Розрахованi за формулами (22)–(24) густини запов-
нених станiв NT (E) при температурах, близьких до
температур плавлення, для низки металiв наведено
на рис. 1. Cуцiльна лiнiя вiдповiдає на графiках роз-
рахунковi за теорiєю розсiяння, штрихова — вiльно-
електронному наближенню.

Рис. 1. Густини станiв невпорядкованих металiв.

Для опису структури невпорядкованого металу
використано теоретичнi структурнi фактори моде-
лi твердих сфер Ашкрофта–Лекнера, значення пара-
метрiв упакування якого наведено разом з парамет-
рами модельного потенцiялу в таблицi 1. Обмiнно-

кореляцiйнi ефекти враховано за допомогою поправ-
ки на локальне поле, взятої в наближеннi Гелдарта–
Воско. Згiдно з [4], одновалентнi метали групи IА ма-
ють найпростiшу зонну структуру, й електроннi ха-
рактеристики таких металiв задовiльно описуються в
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межах вiльноелектронного наближення (графiки за-
лежностей NT (E) для цих металiв не наведенi). Вiль-
ноелектронний характер залежности густини станiв
вiд енерґiї зумовлений особливостями просторового
розподiлу йонної пiдсистеми таких металiв. У криста-
лiчному станi сфера Фермi таких металiв лежить усе-
рединi першої зони Брiллюена, внаслiдок чого ефек-
ти, пов’язанi з перекриттям рiзних зон, не спостерiга-
ються. У невпорядкованому станi бачимо подiбну кар-
тину. Тут визначальну роль в утвореннi псевдощiли-
ни вiдiграють положення першого максимуму струк-
турного фактора та положення точки перетину ефек-
тивною фазою значень, кратних π, тобто положення
псевдозв’язаного стану [9]. В одновалентних металах
перший пiк структурного фактора S(q) перебуває в
точцi qmax > 2kF , що приводить до розмiщення псев-
дощiлини далеко поза сферою Фермi i значного змен-
шення її величини.

Метал η A0 A1 A2 R0 R1 R2

Mg 0.45 3.982 5.086 0.608 0.485

Al 0.45 7.025 9.5 0.514 0.404

Zn 0.45 5.262 7.7106 6.1973 0.4622 0.3233 0.3872

Cd 0.45 4.714 6.4759 4.4018 0.516 0.3835 0.5444

In 0.45 6.940 8.2521 6.6431 0.522 0.4458 0.5444

Pb 0.45 8.878 9.1264 5.0671 0.588 0.5252 0.8968

Sn 0.45 9.485 10.625 9.4969 0.506 0.4582 0.5078

Таблиця 1. Щiльнiсть упакування η та параметри МП.

У двовалентних металах груп IIA та IIВ максимум
структурного фактора розташований у точцi qmax '
2kF, що зумовлює наявнiсть псевдощiлини на кривiй
густини станiв поблизу енерґiї Фермi.

Для металiв груп IIIА та IVА пiк структурного
фактора перебуває в точцi qmax < 2kF. Тому псев-
дощiлина є ближче до 0 енерґiї, нiж у II-валентних
металах. Це можна пояснити аналогiчно до поперед-
нiх випадкiв.

III. ВИСНОВКИ

Якiсний аналiз одержаних результатiв свiдчить, що
метод розрахунку густини станiв у межах теорiї роз-
сiяння приводить до результатiв, якi дають змогу тео-
ретично визначити енерґетичну структуру невпоряд-
кованих неперехiдних металiв.

Варто зауважити, що, внаслiдок використання апа-
рату T -матриць, такий метод розрахунку густини ста-
нiв можна легко поширити на перехiднi метали, якi
характеризуються наявнiстю квазiзв’язаних станiв у
зонi провiдности. Подiбний метод можна застосува-
ти й до розрахунку аналогiчних величин для рiдких
напiвпровiдникiв.

Двокомпонентнi металiчнi сплави в межах цього
методу вимагають iнформацiю про парцiяльнi струк-
турнi фактори, залишаючи саму процедуру повнiстю
аналогiчною до однокомпонентного випадку. Ураху-
вання динамiчних властивостей йонної пiдсистеми та
їхнiй вплив на енерґетичну структуру можна провес-
ти за допомогою динамiчних структурних факторiв.

Наведеним узагальненням розглянутої теорiї та з’я-
суванню проблем, пов’язаних з цим, будуть присвяче-
нi наступнi роботи.
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Here we present the method based on formal solutions of T -matrix scattering theory. Within this approach the
density of states can be presented as some function of T -matrix that describes the scattering processes of electron
in the conduction band of disordered metal averaged over configuration. We use weak bond approximation and
partial wave approach to get T -matrix. We get partial phase shifts from the partial mode of the Lippmann–
Schwinger equation for scattered wave function where electron–ion interaction is described by a non-local model
potential and we use the Percus–Yevick hard sphere model for the structure factor.

44


