
ЖУРНАЛ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ
т. 9, № 2 (2005) с. 112–117

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES
v. 9, No. 2 (2005) p. 112–117

ДО ЗАДАЧI ТРЬОХ ВЗАЄМОДIЮЧИХ ЧАСТИНОК У КОНТИНУУМI

В. К. Тартаковський, I. В. Козловський
Iнститут теоретичної фiзики iм. М. Боголюбова НАН України

вул. Метрологiчна, 14 б, Київ, 03143, Україна
(Отримано 15 травня 2003 р.; в остаточному виглядi —25 жовтня 2004 р.)

Задачу трьох незв’язаних взаємодiючих частинок розглянуто в межах рiвнянь Фаддєєва
iз залученням методу гiперсферичних гармонiк. У першому наближеннi розкладу за гiпер-
сферичними гармонiками у сферичнiй системi вiдносних координат шестивимiрного простору
система рiвнянь Фаддєєва зводиться до одного одновимiрного рiвняння.
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Докладне вивчення тричастинкових систем постiй-
но й небезпiдставно привертало пiдвищену увагу i
є актуальним упродовж досить тривалого часу. Се-
ред методiв дослiдження станiв тричастинкових (три-
кластерних) систем вирiзняються рiвняння Фаддєєва
та метод гiперсферичних гармонiк, якi вiд часу сво-
го виникнення утвердили себе як високо ефективнi й
такi, що використовуються частiше за iншi. Перший
пiдхiд — передусiм завдяки вишуканiй математичнiй
коректностi, другий — за рахунок вiдносної простоти
та прозорости. Особливо ефективним метод гiперсфе-
ричних гармонiк виявився для розв’язання задач про
зв’язанi стани систем декiлькох частинок (до речi, не
тiльки ядерних). Одначе, коли в системi наявний не-
перервний спектр, обидва пiдходи призводять до не-
абияких ускладнень. Розв’язання рiвнянь Фаддєєва
в цьому випадку виявляється переобтяженим бiльш
нiж суттєвими обчислювальними труднощами [1], а в
методi гiперсферичних гармонiк у хвильовiй функцiї
виникають характернi синґулярностi, внаслiдок чого

збiжнiсть розкладу за гiперсферичними гармонiками
катастрофiчно погiршується.

Спробу поєднання двох згаданих пiдходiв зроблено
в нашiй статтi, яка являє собою органiчне продовжен-
ня й подальший розвиток працi [2], де цей метод був
використаний для опису процесiв розсiяння в системi
трьох частинок, двi з яких перебувають у зв’язано-
му станi. А саме, тут пропонується метод розв’язання
рiвнянь Фаддєєва iз залученням розвинення за гiпер-
сферичними гармонiками для системи трьох незв’я-
заних частинок, що взаємодiють за допомогою корот-
кодiйних та iнтенсивних (ядерних) потенцiялiв.

Отже, для знаходження хвильової функцiї системи
трьох незв’язаних взаємодiючих частинок,

Ψ123 = Φ123 + Ψ(1)
123 + Ψ(2)

123 + Ψ(3)
123, (1)

виходимо з точних рiвнянь Фаддєєва, що описують
iнфiнiтний рух усiх трьох частинок, у виглядi [3,4]:

Ψ(1)
123 = Φ1(23) − Φ123 +G0(Z)T23(Z)

(
Ψ(2)

123 + Ψ(3)
123

)
,

Ψ(2)
123 = Φ2(31) − Φ123 +G0(Z)T31(Z)

(
Ψ(3)

123 + Ψ(1)
123

)
, (2)

Ψ(3)
123 = Φ3(12) − Φ123 +G0(Z)T12(Z)

(
Ψ(1)

123 + Ψ(2)
123

)
.

Тут Φ123 — асимптотична хвильова функцiя iнфi-
нiтного руху трьох частинок, що в системi центра мас
має вигляд Φ123 = exp(ip1ρ1 + ik23r23) i є iнварiянт-
ною стосовно замiни координат Якобi, а Φi(jk) вiд-
рiзняються вiд Φ123 врахуванням взаємодiї мiж час-
тинками j та k, тобто Φi(jk) = exp(ipiρi)ϕkjk

(rjk),
де ϕkjk

(rjk) — це розв’язок рiвняння (−∆jk/2µjk +
Vjk − Ejk)ϕkjk

(rjk) = 0 для додатних значень енер-

ґiї вiдносного руху Ejk = k2
jk/2µjk > 0, що на не-

скiнченностi має вигляд суми плоскої хвилi та роз-
бiжної (або збiжної) сферичної хвилi. При цьому рiз-
ниця Φi(jk) − Φ123, як неважко переконатися, є роз-
бiжною (або збiжною) хвилею для великих значень
вiдносної координати rjk мiж частинками j та k;
G0(Z) = (Z − H0)−1, де Z = E ± i0, є оператором
Ґрiна системи при вiдсутностi взаємодiї. Використо-
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вуючи для двочастинкових операторiв переходу Tij

операторнi рiвняння [3–5]

Tij(Z) = Vij + VijG0(Z)Tij(Z),

отримуємо для компонент Ψ(i) повної хвильової функ-
цiї Ψ123 систему рiвнянь, що мiстить у явному виглядi
двочастинковi потенцiяли Vij :

Ψ(1)
123 = Φ1(23) − Φ123 +G0(Z)V23

{
Ψ(2)

123 + Ψ(3)
123 + Ψ(1)

123 −
[
Φ1(23) − Φ123

]}
,

Ψ(2)
123 = Φ2(31) − Φ123 +G0(Z)V31

{
Ψ(3)

123 + Ψ(1)
123 + Ψ(2)

123 −
[
Φ2(31) − Φ123

]}
, (3)

Ψ(3)
123 = Φ3(12) − Φ123 +G0(Z)V12

{
Ψ(1)

123 + Ψ(2)
123 + Ψ(3)

123 −
[
Φ3(12) − Φ123

]}
.

Зважуючи на короткодiйнiсть двочастинкових по-
тенцiялiв, доданки в правих частинах (3), що мiстять
потенцiяли, доцiльно розвинути в ряд за гiперсферич-
ними гармонiками, тобто

Ψ(1)
123 = Φ1(23) − Φ123 +

∑
Kn

W
(1)
Kn(ρ)uKn(Ω),

Ψ(2)
123 = Φ2(31) − Φ123 +

∑
Kn

W
(2)
Kn(ρ)uKn(Ω), (4)

Ψ(3)
123 = Φ3(12) − Φ123 +

∑
Kn

W
(3)
Kn(ρ)uKn(Ω).

Схожу процедуру поєднання рiвнянь Фаддєєва та
методу гiперсферичних гармонiк для дослiдження
трикластерних систем також застосовано в [6] з ви-
користанням гiперсферичного адiябатичного набли-
ження. А саме, кожний з доданкiв Ψ(i) (а не тiльки
їхнi частини, що мiстять потенцiяли взаємодiї) пов-
ної тричастинкової функцiї, що задовольняє рiвняння
Фаддєєва у диференцiяльнiй формi, було розвинуто в
ряд за повним набором так званих узагальнених ку-
тових функцiй Φ(i)

λ (ρ,Ω). Функцiї Φ(i)
λ (ρ,Ω) залежать

вiд єдиної розмiрної змiнної (“ґлобального радiуса”)
ρ та п’яти кутових змiнних Ω, що визначають орiєн-
тацiю шестивимiрного вектора ρ сферичної системи
координат у шестивимiрному просторi i є власними
функцiями оператора λ̂ = −∆Ω+(2mρ2/~2)

∑
Vij . ∆Ω

— кутова частина шестивимiрного оператора Лапла-
са, m — нормувальна маса, що виникає з означення
ρ [6]. (Зазвичай, розглядаючи нуклоннi системи, пiд
m розумiють масу нуклона.) Якщо з оператора λ̂ ви-
лучити двочастинковi потенцiяли Vij , процедура роз-
винення буде тотожною класичному методу гiперсфе-
ричних гармонiк [7] i функцiї Φ(i)

λ залежатимуть тiль-
ки вiд кутових змiнних Ω, тобто перетворюються у
вiдомi гiперсферичнi функцiї (K-гармонiки) uKn(Ω),
що є власними функцiями оператора ∆Ω ,

∆ΩuKn(Ω) = −K(K + 4)uKn(Ω), (5)

i задовольняють умову нормування∫
dΩu∗Kn(Ω)uK′n′(Ω) = δKK′δnn′ . (6)

Тут квантове числоK характеризує значення повного
моменту в шестивимiрному просторi, а n— сукупнiсть
усiх iнших квантових чисел. Наявнiсть в операторi λ̂,
окрiм оператора Лапласа ∆Ω, короткодiйних потенцi-
ялiв сприяє, на думку авторiв [6], швидшiй збiжностi
ряду

Ψ(i)(ρ,Ω) =
∑

λ

fλ(ρ)Φ(i)
λ (ρ,Ω). (7)

Процедура знаходження радiяльних функцiй (ко-
ефiцiєнтiв) fλ(ρ) i повної тричастинкової хвильової
функцiї досить складна i громiздка.

Щодо iдеї розвинення за K-гармонiками лише час-
тини повної хвильової функцiї тричастинкової систе-
ми, що вiдповiдає малим вiдстаням мiж всiма компо-
нентами системи, слiд зауважити, що вона була вико-
ристана ще при побудовi так званої iнтерполяцiйної
моделi ядра [8], а також у нещодавнiй працi [9] i по-
ходить вiд давньої iдеї подiлу конфiґурацiйного прос-
тору на “внутрiшню” та “зовнiшню” дiлянки.

Повернiмось до розкладiв (4) i видiлiмо в них пер-
шу гармонiку з K = 0:

Ψ(1)
123 = Φ1(23) − Φ123 +W (1)(ρ)

1√
π3

+ ∆1,

Ψ(2)
123 = Φ2(31) − Φ123 +W (2)(ρ)

1√
π3

+ ∆2, (8)

Ψ(3)
123 = Φ3(12) − Φ123 +W (3)(ρ)

1√
π3

+ ∆3,

де ∆i мiстять усi iншi гармонiки з K 6= 0, а W (i)(ρ) ≡
W

(i)
00 (ρ)(i = 1, 2, 3).
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Якщо тепер розклади (8) пiдставити в рiвняння (3) i проiнтеґрувати за dΩ, ураховуючи умову нормування
функцiй uKn(Ω) (6), отримуємо систему рiвнянь:

W (1)(ρ) =
∫
dΩ
π3
G0(Z)V23[W (1)(ρ) +W (2)(ρ) +W (3)(ρ) +

+
√
π3(Φ2(31) − Φ123 + Φ3(12) − Φ123)] +

∫
dΩ√
π3
G0(Z)V23(∆1 + ∆2 + ∆3),

W (2)(ρ) =
∫
dΩ
π3
G0(Z)V31[W (1)(ρ) +W (2)(ρ) +W (3)(ρ) + (9)

+
√
π3(Φ3(12) − Φ123 + Φ1(23) − Φ123)] +

∫
dΩ√
π3
G0(Z)V31(∆1 + ∆2 + ∆3),

W (3)(ρ) =
∫
dΩ
π3
G0(Z)V12[W (1)(ρ) +W (2)(ρ) +W (3)(ρ) +

+
√
π3(Φ1(23) − Φ123 + Φ2(31) − Φ123)] +

∫
dΩ√
π3
G0(Z)V12(∆1 + ∆2 + ∆3).

Iнтеґрали в правих частинах системи (9) запишемо
формально так:

J(ρ) =
∫
dΩG0(Z)ψ(ρ,Ω) (10)

i розвинемо ψ(ρ,Ω) за гiперсферичними гармонiками

ψ(ρ,Ω) =
∑
Kn

ψKn(ρ)uKn(Ω).

Нагадаємо, що оператор кiнетичної енерґiї у сферич-
нiй системi координат, що розглядається, має вигляд

H0 = T0 −
~2

2m
∆Ω

ρ2
, T0 = − ~2

2m

(
1
ρ5

∂

∂ρ
ρ5 ∂

∂ρ

)
. (11)

Як показано в [2], у (10) можна, по-перше, частково

продiяти оператором G0(Z) = (Z −H0)−1 i, по-друге,
помiняти мiсцями дiю оператора G0(Z) та iнтеґруван-
ня за dΩ, тобто

J(ρ) =
∫
dΩ (Z −H0)−1ψ(ρ,Ω) = (Z − T0)−1F (ρ),

(12)

де

F (ρ) =
∫
dΩψ(ρ,Ω). (13)

Обмежимось надалi врахуванням лише однiєї гар-
монiки K = 0, а саме, знехтуємо в (9) величинами
∆i. Тодi система рiвнянь для коефiцiєнтiв W (i)(ρ) з
використанням (9) та (12) набирає вигляду

W (1)(ρ) = (Z − T0)−1[W (1)(ρ) +W (2)(ρ) +W (3)(ρ) +
√
π3 (Φ2(31) − Φ123 + Φ3(12) − Φ123)V23],

W (2)(ρ) = (Z − T0)−1[W (1)(ρ) +W (2)(ρ) +W (3)(ρ) +
√
π3 (Φ3(12) − Φ123 + Φ1(23) − Φ123)V31], (14)

W (3)(ρ) = (Z − T0)−1[W (1)(ρ) +W (2)(ρ) +W (3)(ρ) +
√
π3 (Φ1(23) − Φ123 + Φ2(31) − Φ123)V12],

де введено позначення A ≡
∫

dΩ
π3 A.

Використовуючи явний вигляд (11) радiяльної частини оператора кiнетичної енерґiї T0, можна показати
(див. [2]), що власними функцiями оператора T0 є функцiї

ωq(ρ) =
√
q

ρ2
J2(qρ)
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(~2q2/2m — власне значення оператора T0, J2(qρ) —
функцiя Бесселя), якi, завдяки умовi ортогональнос-

ти функцiй Бесселя [10]
∞∫
0

dxxJk(bx)Jk(b′x) = 1
b δ(b −

b′), задовольняють умови ортонормування та повноти

∞∫
0

dρ ρ5ω∗q (ρ)ωκ(ρ) = δ(q − κ),

∞∫
0

dq ω∗q (ρ)ωq(ρ′) =
1
ρ5
δ(ρ− ρ′),

тобто утворюють повний набiр, i тому розвинемо F (ρ)
з (13) за цими функцiями

F (ρ) =

∞∫
0

dq ωq(ρ)Fq. (15)

Пiсля пiдстановки розкладу (15) в (12) отримаємо

J(ρ) =

∞∫
0

dq Fq

(
Z − ~2q2

2m

)−1

ωq(ρ). (16)

Отже, завдяки розвиненню ψ(ρ,Ω) у швидкозбiж-
ний ряд за гiперсферичними гармонiками, а також
розкладу (15) за власними функцiями ωq(ρ) операто-
ра T0, частково, але досить суттєво виконана дiя резо-
львенти G0(Z). Якщо тепер домножити спiввiдношен-
ня (15) на ω∗q (ρ) i проiнтеґрувати за dρ, використову-
ючи умову ортонормування функцiй ωq(ρ), знайдемо
обернене до (15) перетворення

Fq =

∞∫
0

dρ′ ρ′5F (ρ′)ω∗q (ρ′). (17)

А з урахуванням умови повноти функцiй ωq(ρ) спiв-
вiдношення (16) набирає вигляду

J(ρ) =

∞∫
0

dρ′
ρ′3

ρ2
F (ρ′)

∞∫
0

dq q
J2(qρ′)J2(qρ)
Z − ~2q2/2m

. (18)

Iнтеґрал за dq в (18) при Z± = (~2k2
0/2m) ± i0 (для

дiйсного k0), де E = ~2k2
0/2m — повна енерґiя систе-

ми, з використанням вiдповiдного значення iнтеґрала
з [11] запишемо так:

∞∫
0

dq q
J2(qρ′)J2(qρ)
Z± − ~2q2/2m

= ∓iπm
~2

{
J2(ρ(k0 ± i0))H(1,2)

2 (ρ′(k0 ± i0))Θ(ρ′ − ρ)

+ J2(ρ′(k0 ± i0))H(1,2)
2 (ρ(k0 ± i0))Θ(ρ− ρ′)

}
,

де H(1,2)
2 — функцiї Ганкеля, Θ(x) — функцiя Гевiсайда.

Отже, система рiвнянь (14) нарештi набирає вигляду

W (1)(ρ) =
πm

~2ρ2

∞∫
0

dρ′ρ′3[(W (1)(ρ′) +W (2)(ρ′) +W (3)(ρ′))V 23

+
√
π3 (Φ2(31) − Φ123 + Φ3(12) − Φ123)V23]P±(k0, ρ, ρ

′),

W (2)(ρ) =
πm

~2ρ2

∞∫
0

dρ′ρ′3[(W (1)(ρ′) +W (2)(ρ′) +W (3)(ρ′))V 31

+
√
π3 (Φ3(12) − Φ123 + Φ1(23) − Φ123)V31]P±(k0, ρ, ρ

′), (19)

W (3)(ρ) =
πm

~2ρ2

∞∫
0

dρ′ρ′3[(W (1)(ρ′) +W (2)(ρ′) +W (3)(ρ′))V 12

+
√
π3 (Φ1(23) − Φ123 + Φ2(31) − Φ123)V12]P±(k0, ρ, ρ

′),

де
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P±(k0, ρ, ρ
′) = ∓i

[
J2(k0ρ)H

(1,2)
2 (k0ρ

′)Θ(ρ′ − ρ) + J2(k0ρ
′)H(1,2)

2 (k0ρ)Θ(ρ− ρ′)
]
. (20)

Наявне тут iнтеґрування за кутами частково можна виконати аналiтично, так що будемо мати:

V ij =
16
π

π
2∫

0

dθ sin2 θ cos2 θVij(αijρ
′ cos θ), (21)

Φ123V ij =
16

παijβkkijpkρ′2

π
2∫

0

dθ sin θ cos θVij(αijρ
′ cos θ) sin(αijkijρ

′ cos θ) sin(βkpkρ
′ sin θ), (22)

Φi(jk)V ij,ki
=

1
π3

π
2∫

0

dθ sin2 θ cos2 θ

π∫
0

dθx sin θxϕkjk
(rjk)

×
π∫

0

dθy sin θy

2π∫
0

dϕx

2π∫
0

dϕye
iβipiρ

′ sin θ cos θpyVij,ki(|rij,ki|), (23)

|rij,ki| = ρ′

√√√√ m

mj +mk

(
mk,j

mj,k
cos2 θ +

M

mi
sin2 θ ∓ 2

√
mk,jM

mimj,k
sin θ cos θ cos θxy

)
, (24)

cos θxy = cos θx cos θy + sin θx sin θy cos(ϕx − ϕy), cos θpy = cos θp cos θy + sin θp sin θy cosϕy,

αij =

√
m(mi +mj)

mimj
, βi =

√
mM

mi(mj +mk)
, (25)

mi — маса i-частинки, M = m1 +m2 +m3.
Неважко побачити, що в застосованому наближеннi систему рiвнянь (19) можна звести навiть до одного

рiвняння. Позначмо W (1)(ρ) +W (2)(ρ) +W (3)(ρ) ≡W123(ρ). Тодi остаточно маємо

W123(ρ) =
πm

~2ρ2

∞∫
0

dρ′ρ′3

{
W123(ρ′)(V 23 + V 31 + V 12) +

√
π3[(Φ2(31) + Φ3(12))V 23

+ (Φ3(12) + Φ1(23))V 31

+ (Φ1(23) + Φ2(31))V 12
− 2Φ123(V23 + V31 + V12)]

}
P±(k0, ρ, ρ

′). (26)

Пiдiнтеґральнi величини V ij , Φ123V ij , Φi(jk)V ij,ki
в (26) залежать вiд ρ′, згiдно з (21)–(24). Це рiвняння,

звiсно, набагато легше чисельно розв’язувати, нiж систему з трьох зв’язаних рiвнянь (19), що спочатку було
запропоновано в працi [2] для системи дейтрон–нуклон. Наостанку зауважимо, що отримане iнтеґральне рiв-
няння мiстить необхiднi асимптотики i граничнi умови, i, таким чином, зникає потреба накладати їх додатково.

Отже, одержане одновимiрне iнтеґральне рiвняння (26) дає змогу в першому наближеннi методу гiперсфе-
ричних гармонiк обчислити чисельно хвильову функцiю

Ψ123 = Φ1(23) + Φ2(31) + Φ3(12) − 2Φ123 +
1√
π3
W123 (27)

системи трьох незв’язаних частинок у неперервному спектрi для iнтенсивної короткодiйної взаємодiї.
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TO THE PROBLEM OF THREE INTERACTING PARTICLES IN CONTINUUM

V. K. Tartakovsky, I. V. Kozlovsky
Bogolyubov Institute for Theoretical Physics,
National Academy of Sciences of Ukraine,

14b Metrologichna St., Kyiv, UA–03143, Ukraine,
e-mail: ntnritp@bitp.kiev.ua

The problem of three unbound interacting particles is considered in terms of Faddeev equations involving the
hyperspherical harmonics method. In the first approximation of the expansion in hyperspherical harmonics in the
spherical system of relative coordinates of the six-dimensional space, the Faddeev set of equations reduces to a
single one-dimensional equation.
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