
ЖУРНАЛ ФIЗИЧНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ
т. 9, № 2 (2005) с. 163–167

JOURNAL OF PHYSICAL STUDIES
v. 9, No. 2 (2005) p. 163–167

ТЕОРIЯ ФОНОННОГО СПЕКТРА В ЦИЛIНДРИЧНИХ
КВАНТОВИХ ТОЧКАХ У КВАНТОВИХ ДРОТАХ,

РОЗТАШОВАНИХ У ТРИВИМIРНОМУ СЕРЕДОВИЩI

М. В. Ткач, В. П. Жаркой, О. М. Маханець
Чернiвецький нацiональний унiверситет iм. Ю. Федьковича

вул. Коцюбинського, 2, 58012, Чернiвцi
(Отримано 20 грудня 2004 р.)

На основi моделi дiелектричного континууму побудовано теорiю енерґетичного спектра
й полiв поляризацiї обмежених та iнтерфейсних фононiв для комбiнованої наногетеросисте-
ми, що складається з цилiндричних квантових точок у цилiндричному квантовому дротi, якi
розташованi в масивному тривимiрному середовищi.
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Теорiя електронних, екситонних i фононних спек-
трiв у простих квантових точках, дротах та плоских
квантових ямах, що розташованi в зовнiшньому ма-
сивному середовищi, розвивається вже тривалий час
[1–4]. Стосовно фононного спектра, то для напiвпро-
вiдникових наносистем здебiльшого його отримували
на базi моделi дiелектричного континууму, яка, буду-
чи досить простою, непогано пояснює основнi власти-
востi спектрiв, що спостерiгаються експериментально.

Бурхливий розвиток експериментальних дослi-
джень наносистем привiв до того, що вже iснують
досить складнi комбiнованi наноконструкцiї, якi мiс-
тять рiзноманiтнi просторовi з’єднання квантових то-
чок (КТ), квантових дротiв (КД) та квантових ям [5].
Теоретичне вивчення таких систем лише починається,
оскiльки воно є доволi складним для математичного
опису.

У цiй статтi розв’язано задачу про знаходження
фононного спектра для комбiнованої наногетеросис-
теми, що складається з трьох цилiндричних КТ (“1”,
“0”, “1”), розташованих у цилiндричному КД (“2”) так,
що вся ця наносистема перебуває в зовнiшньому ма-
сивному напiвпровiдниковому середовищi (“3”) (рис.
1). Радiуси всiх КТ i КД однаковi (ρ0). Висота внут-
рiшньої КТ — ∆0, а зовнiшнiх — ∆1. Дiелектричнi
проникностi напiвпровiдникових складових наносис-
теми вважаються вiдомими,

εj(ω) = εj∞
ω2 − ω2

Lj

ω2 − ω2
Tj

(j = 0, 1, 2, 3), (1)

як i частоти оптичних коливань (ωjL,T ) їхнiх масив-
них аналогiв.

Згiдно з моделлю дiелектричного континууму, фо-
нонний спектр знаходиться з рiвнянь руху для век-
тора поляризацiї одиницi об’єму (P), який входить у
електростатичнi рiвняння Максвелла для середовищ:

∇D = 4πξ(r), (2)

D = εj(ω)E = E + 4πP (j = 0, 1, 2, 3), (3)

E = −∇Φ, (4)

де D, E, P i Φ — електричне змiщення, напруженiсть
електричного поля, густина поляризацiї й електро-
статичний потенцiял вiдповiдно, ξ — густина заряду.
Комбiнуючи вирази (2)–(4), отримуємо рiвняння

εj(ω)∇Φ(r) = 0 (j = 0, 1, 2, 3) (5)

для вiльних коливань системи. Як видно з (5), є два
можливi розв’язки рiвняння, якi й визначають спектр
обмежених та iнтерфейсних фононiв.

Рис. 1. Геометрична схема наносистеми трьох цилiн-
дричних квантових точок у цилiндричному квантовому
дротi, розташованих у зовнiшньому середовищi.

I. ОБМЕЖЕНI ФОНОНИ

З рiвняння (5) при умовi

εj(ω) = 0, ∇Φ(r) 6= 0 (6)

одержуємо спектр обмежених фононiв

ΩLj = ~ωLj , (7)
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який, як видно, збiгається з набором частот поздовжнiх фононiв масивних аналогiв складових наносистеми.
З урахуванням аксiяльної симетрiї системи потенцiяли поляризацiї обмежених L-фононiв шукаємо у такому

виглядi:

Φm(r) = Jm(kρ)f(z)eimϕ, (8)

де

f(z) =


A+

0 cos(q0z) + A−0 sin(q0z), (|z| ≤ ∆0
2 ) − КТ “0”.

A+
1 cos(q1z) + A−1 sin(q1z), (∆0

2 < |z| ≤ ∆0
2 + ∆1) − KT “1”.

A+
2 cos(q2z) + A−2 sin(q2z), (|z| > ∆0

2 + ∆1) − КД.

(9)

k, qj , A±j (j = 0, 1, 2) визначаються електростатични-
ми граничними умовами неперервности потенцiялiв
поляризацiї Φm(r) та нормальних складових векто-
ра електричного змiщення D при z = ±∆0/2, z =
±(∆0/2 + ∆1) i ρ = ρ0. Оскiльки наносистема має
дзеркальну симетрiю щодо площини z = 0, то елект-
ростатичний потенцiял буде або симетричним (Φ(+)

m ),
або антисиметричним (Φ(−)

m ) стосовно неї, тому по-
виннi виконуватися умови: або A+

0 = 0, A−0 6= 0, або
A+

0 6= 0, A−0 = 0. Вiдповiдно, усерединi КТ “0” є два
розв’язки Φ±m(r):

Φ(±)
0m (r) = AmlnJm(χm

n

ρ

ρ0
)

×


cos

(
lπ
∆0

z
)

eimϕ, l = 1, 3, 5, . . . ,

sin
(

lπ
∆0

z
)

eimϕ, l = 2, 4, 6, . . . ,

(10)

де χm
n — n-й корiнь функцiї Бесселя m-го порядку.

Обидва розв’язки описують обмеженi L-фонони з ква-
зiхвильовими числами k = χm

n /ρ0 i q0 = lπ/∆0 вiдпо-
вiдно.

Аналогiчно знаходимо потенцiяли Φ(±)
1m (r) та

Φ(±)
2m (r) у КТ “1” та в КД “2”.
Зауважимо, що нормуючi коефiцiєнти Anlm обчис-

люємо з умови повноти хвильових функцiй обмеже-
них фононiв i визначаємо при квантуваннi фононного

поля.

II. IНТЕРФЕЙСНI ФОНОНИ

Потенцiял поляризацiї та спектр iнтерфейсних фо-
нонiв визначаємо рiвнянням

∆Φ(r) = 0. (11)

Розв’язок рiвняння Лапласа (11) у цилiндричних ко-
ординатах (ρ, ϕ, z) шукаємо у виглядi

Φ(r) = eimϕφ(ρ)F (z). (12)

Залежно вiд того, якi граничнi умови задовольня-
ють функцiї φ(ρ) та F (z), iснує два типи поверхне-
вих фононних мод, а саме, плоскi iнтерфейснi оптич-
нi (TSO) моди, амплiтуда яких спадає з вiддален-
ням вiд кожної з чотирьох площин при z = ±∆0/2,
z = ±(∆0/2 + ∆1), i бiчнi iнтерфейснi оптичнi (SSO)
моди, амплiтуда яких спадає з вiддаленням вiд бiчних
стiнок при ρ = ρ0.

а). Спектр i потенцiяли поляризацiї TSO-мод
шукаємо так. Функцiї φj(ρ) та F (z) як розв’язки рiв-
няння (11) повиннi бути такими, щоб описувати зага-
саючий потенцiял поляризацiї F (d)(z) вздовж осi Oz

та незагасаючий потенцiял φ
(n)
j (ρ) у площинi, перпен-

дикулярнiй до Oz. Такими функцiями є

φ
(n)
j (ρ) =


Jm(qjρ) (ρ ≤ ρ0) j = 0, 1, 2,(
1− Nm(qjρ0

Jm(qjρ0)

)
Jm(qjρ) + Nm(qjρ) (ρ > ρ0),

(13)
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F (d)(z) =


B+

0 ch(q0z) + B−
0 sh(q0z) (|z| ≤ ∆0/2),

B+
1 ch(q1z) + B−

1 sh(q1z) (∆0/2 < |z| ≤ ∆0/2 + ∆1),

B±e−q2z (|z| > ∆0/2 + ∆1),

(14)

де Jm(t) i Nm(t) — функцiї Бесселя i Неймана m-го по-
рядку. З урахуванням граничних умов неперервности
потенцiялу поляризацiї F (z) та нормальних складо-
вих вектора електричного змiщення D при z = ±∆0/2
i z = ±(∆0/2+∆1) отримуємо або B+

0 = 0, B−
0 6= 0 (ан-

тисиметричнi TSO-моди), або B−
0 = 0, B+

0 6= 0 (симет-
ричнi TSO-моди). Це приводить до системи чотирьох
рiвнянь для знаходження симетричних (ω+) й анти-

симетричних (ω−) TSO-мод. Увiвши для скорочення
запису зручнi позначення функцiй

sch±(t) =
{

sh(t),
ch(t), (15)

запишемо цю систему так:



B±
0 sch∓(q0

∆0
2 ) = B+

1 ch(q1
∆0
2 ) + B−

1 sh(q1
∆0
2 ),

ε0q0B
±
0 sch±(q0

∆0
2 ) = ε1q1B

+
1 sh(q1

∆0
2 ) + ε1q1B

−
1 ch(q1

∆0
2 ),

B+
1 ch[q1(∆0

2 + ∆1)] + B−
1 sh[q1(∆0

2 + ∆1)] = B±e−q1(
∆0
2 +∆1),

ε1q1B
+
1 sh[q1(∆0

2 + ∆1)] + ε1q1B
−
1 ch[q1(∆0

2 + ∆1)] = −ε2q2B
±e−q1(

∆0
2 +∆1).

(16)

Умова нетривiяльности розв’язкiв системи (16) дає
рiвняння для знаходження спектра частот TSO-мод:

g4ω
8 − g3ω

6 + g2ω
4 − g1ω

2 + g0 = 0, (17)

де

gn = h1(q2ln − q1pn) (18)

+h2[q1ch(q1∆1)sn + q2sh(q1∆1)tn], (n = 0, 1, . . . , 4),

h1 = q1e
−q1(∆0/2+∆1)sh(q1∆0/2)sch∓(q0∆0/2),

h2 = q0sch±(q0∆0/2), (19)

l0 = ε1sε2su, p0 = ε2
1su,

s0 = ε0sε1su, t0 = ε0sε2su, (20)

l4 = ε1∞ε2∞, p4 = ε2
1∞,

s4 = ε0∞ε1∞, t4 = ε0∞ε2∞. (21)

Увiвши узагальнену змiнну wn, яка може набувати
значень

wn = ln, pn, sn, tn (n = 0, 1, . . . , 4), (22)

i застосувавши позначення


ν1 ≡ ν01, νp ≡ ν02, νs ≡ ν12, νt ≡ ν11,

α1 ≡ α12, αp = 2ε1∞
√

πp, αs ≡ α01, αt ≡ α02,

σ1 ≡ σ01, σp ≡ σ02, σs ≡ σ12, σt ≡ σ11,

(23)

 u = ν02ν
2
1 , νj = ω2

Tj , νij = νiνj , αij = βij + βji, βij = εi∞εjsνj ,

π1 = ν12l0/u, πp = ν2
1p0/u, πs = ν01s0/u, πt = ν02t0/u, σij = νi + νj ,

(24)
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матимемо для вiдповiдних змiнних l1, p1, . . . , s3, t3 та-
кi вирази:

w1 = πwσw + αwνw, w2 = πw + νww4 + αwσw,

(25)

w3 = αw + σww4.

Тут скрiзь i, j = 0, 1, 2.
Коефiцiєнти gn, що входять у вираз (17), мiстять

невiдомi квазiхвильовi числа q0, q1, q2, якi знаходимо

з граничних умов на бiчних межах εj(ω)E⊥
j

∣∣∣∣
ρ=ρ0

=

ε3(ω)E⊥
3

∣∣∣∣
ρ=ρ0

. Цi умови приводять до системи трьох

рiвнянь

εj − ε3

[
1− Nm(Qj)

Jm(Qj)

] [
mJm(Qj)

Qj
− Jm+1(Qj)

]

= ε3

[
mNm(Qj)

Qj
−Nm+1(Qj)

]
, (26)

де Qj ≡ qjρ0, j = 0, 1, 2.

Чотири рiвняння (17), (26) є нелiнiйною системою
щодо частот TSO-мод. Розв’язками цiєї системи ви-
значаються закони дисперсiї плоских симетричних
(ω+) i антисиметричних (ω−) TSO-мод ω±j . Iз цiєї ж
системи знаходимо коефiцiєнти, а отже й потенцiял
фононiв з точнiстю до нормуючих множникiв, якi от-
римуємо в результатi квантування фононного поля.

б). Спектр i потенцiяли поляризацiї (для бiч-
них) SSO-мод шукаємо тут у виглядi

Φ(r) = eimϕΨ(ρ, z),

(27)

Ψ(ρ, z) = φ(ρ)F (z).

Функцiї φj(ρ) та Fj(z) як розв’язки рiвняння (11) по-
виннi бути такими, щоб описувати незагасаючий по-
тенцiял поляризацiї F

(n)
j (z) вздовж осi Oz та загаса-

ючий потенцiял φ
(d)
j (ρ) у площинi, перпендикулярнiй

до Oz. Такими функцiями є

φ
(d)
j (ρ) =


Im(k⊥j ρ), ρ ≤ ρ0,

Km(k⊥j ρ), ρ > ρ0 (j = 0, 1, 2),
(28)

F
(n)
j (z) =


D

(+)
j cos(k||j z) + D

(−)
j sin(k||j z), ρ ≤ ρ0,

C
(+)
j cos(k||j z) + C

(−)
j sin(k||j z), ρ > ρ0 (j = 0, 1, 2),

(29)

де Im(t) та Km(t) — вiдповiдно модифiкованi функцiї
Бесселя m-го порядку першого i другого роду.

D±
j , C±

j , kj (j = 0, 1, 2) i частоти SSO-мод визна-
чаємо з електростатичних граничних умов неперер-
вности потенцiялу поляризацiї Ψj(ρ, z) та нормаль-
них складових вектора електричного змiщення D при
z = ±∆0/2, z = ±(∆0/2 + ∆1) i ρ = ρ0. Для j-го еле-
мента наносистеми k

||
j = n±j π/∆j , i ми матимемо або

D
(−)
j = 0, D

(+)
j 6= 0, або D

(+)
j = 0, D

(−)
j 6= 0. З ураху-

ванням зручних позначень функцiй

cs±(n±j t) =
{

cos(n±j t),
sin(n±j t),

(30)

n±j =
{

2, 4, 6, . . . ,
1, 3, 5, . . . ,

вираз для потенцiялу поляризацiї запишемо так:

Φ(±)
j (r) =


D

(±)
j Im(k⊥j ρ)cs±(

n±j π

∆j
z)eimϕ, ρ ≤ ρ0,

C
(±)
j Km(k⊥j ρ)cs±(

n±j π

∆j
z)eimϕ, ρ > ρ0.

(31)

З урахуванням граничних умов неперервности потен-
цiялу поляризацiї φ

(d)
j (ρ) та нормальних складових

вектора електричного змiщення D при ρ = ρ0 отри-
муємо трансцендентне рiвняння для знаходження k⊥j :

εj(ω)
I ′m(k⊥j ρ0)
Im(k⊥j ρ0)

= ε3(ω)
K ′

m(k⊥j ρ0)
Km(k⊥j ρ0)

, (32)

(j = 0, 1, 2).

Дисперсiйнi рiвняння для SSO-мод, що описують j-й
елемент наносистеми, одержуємо такими:
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ωs
m(k⊥j ρ0) =

√√√√ bj(k⊥j ρ0)±
√

dj(k⊥j ρ0)

2[εj∞ − ε3∞Lm(k⊥j ρ0)]
, (33)

де
dj(k⊥j ρ0) = b2

j (k
⊥
j ρ0)− 4cj(k⊥j ρ0)

× [εj∞ − ε3∞Lm(kjρρ0)], (34)

bj(k⊥j ρ0) = εjsω
2
Tj + εj∞ω2

T3

− Lm(kjρρ0)(ε3∞ω2
Tj + ε3sω

2
T3), (35)

cj(k⊥j ρ0) = [εjs − ε3sLm(kjρρ0)]ω2
Tjω

2
T3. (36)

Тут уведено позначення

Lm(k⊥j ρ0) =
Im(k⊥j ρ0)
Km(k⊥j ρ0)

mKm(k⊥j ρ0)− (k⊥j ρ0)Km+1(k⊥j ρ0)
mIm(k⊥j ρ0) + (k⊥j ρ0)Im+1(k⊥j ρ0)

, (37)

а ε3∞ i ε3s — високочастотна i статична дiелектричнi проникностi середовища “3”, яке оточує квантовий дрiт.
Таким чином, у цiй статтi вперше побудовано послiдовну теорiю спектрa й потенцiялiв полiв поляриза-

цiї обмежених та iнтерфейсних фононiв для комбiнованих напiвпровiдникових наносистем, що складаються з
цилiндричних КТ у КД, розташованих у масивному тривимiрному середовищi. У наступних працях буде роз-
раховано та проаналiзовано фононнi спектри й потенцiяли поляризацiї конкретних наносистем. Отриманi тут
результати дають змогу розвинути теорiю електрон- та екситон-фононної взаємодiї у складних комбiнованих
наногетеросистемах.
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The theory of energy spectra and polarizational fields of confined and interface phonons is established for
the combined nanosystem consisting of cylindrical quantum dots in cylindrical quantum wire embedded into the
massive three-dimensional medium within the dielectric continuum method.
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